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Regulador Linear Gaussiano
para Sistemas Lineares

com Entradas Desconhecidas

RESUMO

Neste trabalho é apresentado o desenvolvimento de um Regulador Linear Gaussiano para
sistemas espaço de estados sujeitos a distúrbios externos não mensuráveis, conhecidos como
entradas desconhecidas. Para isso, foi formulado um Regulador Linear Quadrático com rejeição de
distúrbios que juntamente com o Filtro de Kalman para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas
fornece uma ação de controle baseada nas estimativas dos distúrbios. É proposta também a
inclusão da mesma metodologia em controladores com ação integral, mostrando que é possível
melhorar a rejeição de distúrbios nestes. Alguns exemplos numéricos são apresentados e os
resultados são comparados com outras propostas da literatura, mostrando que a metodologia
apresenta bom desempenho e tem relevância para utilização em problemas práticos. Algumas
aplicações envolvendo sistemas de geração fotovoltaica foram decorrentes dessa pesquisa, como a
realização de estimativa de irradiância solar a partir do Filtro de Kalman para sistemas sujeitos a
entradas desconhecidas e a aplicação do controlador com ação integral proposto no rastreamento
de máxima potência em painéis fotovoltaicos. Nesse sentido, boas perspectivas são esperadas
visto que a metodologia empregada pode resultar em maior eficiência e redução de custos nesse
tipo de sistema.
Palavras-chave: LQG, LQR, LQI, rejeição de distúrbio.
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1

1 INTRODUÇÃO

Uma das principais questões abordadas na teoria de controle é a ação de distúrbios/entradas
externas sobre o sistema. Esses distúrbios correspondem a entradas que não são manipuláveis
diretamente pelo controlador e podem degradar o desempenho de todo um sistema de controle se
não forem considerados durante a etapa de projeto.

Um exemplo de aplicação que envolve este tipo de problema são os veículos aéreos não
tripulados (UAV, Unmanned Aerial Vehicle), que estão sujeitos a rajadas de vento que podem
impedi-los de seguir a trajetória desejada. Grande número de pesquisas tem se voltado para
a rejeição de distúrbios nesta aplicação, como em Xiong et al. (2011), Smith et al. (2017) e
Hoshu et al. (2019). Outra área que tem recebido muita atenção para a implementação de novas
estratégias de controle é a de fontes renováveis de energia elétrica, como a fotovoltaica e eólica.
Propostas de rejeição de distúrbio nestes sistemas tem sido aplicadas recentemente, como em Yu
e Hu (2019), Benrabah et al. (2019) e Singh et al. (2019).

A técnica clássica para a rejeição de distúrbios é a utilização de controladores com ação
integral, que reduzem o erro em regime permanente entre a saída do sistema e uma determinada
referência, a qual representa a saída desejada (GOLNARAGHI; KUO, 2009; NISE, 2012).
Entretanto, outras propostas de rejeição de distúrbios, como Cerri et al. (2009), Ostertag e Goyena
(2011), Smith et al. (2017), Wang et al. (2017) e Singh e Pal (2017), estão relacionadas com
a teoria de controle ótimo através do Regulador Linear Quadrático (LQR, Linear Quadratic
Regulator).

Controle ótimo envolve a otimização de um determinado índice de desempenho do
sistema garantindo que o mesmo seja controlado adequadamente dentro de seus limites físicos
(estabilidade). O surgimento do LQR (KALMAN, 1960b) como um recurso para o caso particular
em que o índice de desempenho associado ao sistema é uma função quadrática, tornou mais eficaz
a solução de diversos problemas em controle ótimo relacionados à sistemas lineares modelados
em espaço de estados. O LQR é amplamente utilizado devido à sua eficácia, fácil implementação
e baixo custo computacional.

1.1 Motivação

Na formulação clássica do LQR, a modelagem matemática do sistema não considera a
ação de distúrbios, sendo a lei de controle resultante função apenas das variáveis de estado e,
como discutido recentemente em Smith et al. (2017), Wang et al. (2017) e Singh e Pal (2017),
uma lei de controle que esteja relacionada com o distúrbio é mais eficiente. No entanto, essas
novas propostas não contemplam a investigação de uma ação integral em suas formulações do
LQR e, visto que a integração já está associada com o tema de rejeição de distúrbios, essa análise
se faz necessária.
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Um tipo de sistema em que o estudo da ação integral é muito discutida e envolvida
com a rejeição de distúrbios são os conversores chaveados cc-cc (PADMANABAN et al., 2015;
BRISILLA et al., 2019; MORENO-VALENZUELA, 2019; ARMGHAN et al., 2020), dispositivos
de conversão de energia comumente empregados em sistemas fotovoltaicos. O controle desses
conversores está diretamente ligado à eficiência do sistema fotovoltaico, sendo que quanto melhor
for a rejeição de distúrbios por parte do controlador, maior será a produção de energia elétrica
(MADUREIRA et al., 2019b; SINGH et al., 2019).

Em especial, existe o caso em que as variáveis de estado e/ou os distúrbios externos não
são mensuráveis devido a fatores técnicos ou econômicos. Nestas circunstâncias, os distúrbios são
conhecidos na literatura como entradas desconhecidas (DAROUACH et al., 1995). Por exemplo,
em alguns casos os sistemas fotovoltaicos necessitam de medidas de irradiância e o instrumento
de medida que realiza essa medição, o piranômetro, é muito caro (MADUREIRA et al., 2019a).
Quando o sistema de controle no espaço de estados necessita de variáveis não mensuráveis, uma
alternativa viável é realizar estimativas através observadores de Luenberger ou filtro de Kalman
e, baseado no princípio da separação (veja Moudgalya (2007), Ostertag e Goyena (2011), Lewis
et al. (2012), Lewis et al. (2007)), utilizar essas estimativas diretamente no controlador.

Entretanto, as formulações mais básicas destas ferramentas não estimam os valores
das entradas desconhecidas, necessários para uma ação de controle mais eficiente conforme
mencionado anteriormente. Em Ostertag e Goyena (2011) e He et al. (2017) podem ser encontradas
metodologias que utilizam observadores de Luenberger para estimar a entrada desconhecida
e realizar o controle em espaço de estados a partir dessa estimativa. Porém, observadores são
propostos para sistemas determinísticos, em que não são considerados a presença de ruídos nas
variáveis de estado e na saída do sistema.

Proposto por Kalman (1960a), o filtro de Kalman padrão (KF) é um estimador ótimo
recursivo para variáveis de estado que engloba sistemas estocásticos e é muito utilizado em
combinação com o LQR, o que constitui o Regulador Linear Gaussiano (LQG, Linear Quadratic
Gaussian Regulator), como apresentado em Cerri et al. (2009) e Mateescu et al. (2012). Um
KF para sistemas com entradas desconhecidas (KFUI, Kalman Filter with Unknown Inputs)
foi proposto por Darouach et al. (1995) e estima tanto as variáveis de estado quanto entradas
desconhecidas.

Dessa maneira, motivado pela crescente demanda por energia elétrica que exige cada vez
mais o estudo e desenvolvimento de fontes de energia limpas e renováveis, este trabalho busca
propor uma metodologia mais simples e intuitiva para o projeto de controladores ótimos para
sistemas sujeitos a entradas desconhecidas, sendo considerada a inclusão de ação integral no
sistema. Para isso, primeiro serão propostos um Regulador Linear Quadrático para Sistemas
Lineares Sujeitos a Distúrbios Externos (LQRED, Linear Quadratic Regulator with External
Disturbance) e um Regulador Linear Quadrático com Ação Integral para Sistemas Lineares
Sujeitos a Distúrbios Externos (LQIED, Linear Quadratic Regulator with Integral Action and
External Disturbance). Então, o LQRED e o LQIED são combinados com o KFUI obtendo
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o Regulador Linear Gaussiano para Sistemas com Entradas Desconhecidas (LQGUI, Linear
Quadratic Gaussian with Unknow Inputs). Os controladores propostos são comparados com outros
métodos da literatura e aplicados em modelos espaço de estados linearizados de conversores
cc-cc.

1.2 Formulação do Problema de Controle Ótimo

A teoria de controle pode ser dividida em controle clássico e controle moderno, cuja
principal mudança está na adoção de modelos em espaço de estados pelo último. A principal
vantagem desses modelos é representar sistemas não lineares, variantes no tempo, com múltiplas
entradas e saídas e condições iniciais não nulas. Técnicas de controle ótimo, incluindo o LQR
tratado neste trabalho, são propostos a partir de modelos em espaço de estados.

Neste trabalho são utilizados modelos de tempo discreto, visando a implementação das
soluções propostas através de tecnologias digitais, as quais permitem maior flexibilidade para
alterações no projeto do controlador.

Um modelo matemático em espaço de estados de tempo discreto é constituído por um
conjunto de equações a diferenças de primeira ordem que representa um determinado sistema em
função do estado 𝑥𝑘 e entradas de controle 𝑢𝑘 . O estado 𝑥𝑘 é composto por variáveis de estado,
as quais constituem o menor conjunto linearmente independente das variáveis1 de um sistema
dinâmico que, em função dos valores iniciais em um instante 𝑘𝑜 relacionados aos parâmetros
do sistema e entradas de controle, permite caracterizar o comportamento dessas variáveis para
todo tempo 𝑘 ≥ 𝑘𝑜 (OGATA, 1995). As entradas de controle 𝑢𝑘 estão associadas aos atuadores
que modificam diretamente o estado do sistema. O espaço de estados de tempo contínuo é um
conjunto de equações diferenciais com as mesmas características.

O modelo nominal de um sistema linear discreto em espaço de estado é dado por

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 , (1.1a)

𝑦𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 , (1.1b)

em que 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 é o vetor de variáveis de estado, 𝑢𝑘 ∈ R𝑚 é o vetor de entradas de controle,
𝑦𝑘 ∈ R𝑝 é o vetor de saídas, 𝐹𝑘 ∈ R𝑛×𝑛 é a matriz de parâmetros do sistema, 𝐺𝑘 ∈ R𝑛×𝑚 é o vetor
de parâmetros de entrada, 𝐻𝑘 ∈ R𝑝×𝑛 é o parâmetro da saída e 𝑘 ∈ Z.

O LQR em sua formulação clássica consiste em solucionar o seguinte problema de
minimização restrita à dinâmica do Sistema (1.1)

min
𝑢𝑘

{
𝑥𝑇𝑁+1𝑃𝑁+1𝑥𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑘=0

(
𝑥𝑇𝑘𝑄𝑥𝑘 + 𝑢

𝑇
𝑘𝑅𝑘𝑢𝑘

)}
, (1.2)

𝑠.𝑎 𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 ,

1Por exemplo, posição, velocidade, tensão e corrente. No entanto, quando o conjunto de equações a diferenças
ou diferenciais é linear, é comum a utilização de transformações lineares que descaracterizam o significado físico
das variáveis de estado para facilitar a análise do sistema.
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em que 𝑅𝑘 ∈ R𝑚×𝑚 é uma matriz simétrica2 e definida positiva3 conhecida e 𝑃𝑁+1 e 𝑄𝑘 ∈ R𝑛×𝑛

são matrizes simétricas e semidefinidas positivas 4 também conhecidas. A solução clássica para
este problema é dada em função do estado 𝑥𝑘 conforme apresentado abaixo

𝑢∗𝑘 = 𝑓 (𝑥𝑘 ) = 𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 , (1.3)

com 𝐾𝑥𝑘 ∈ R
𝑚×𝑛.

Neste trabalho são considerados sistemas espaço de estados sujeitos a distúrbios externos
que têm o seguinte modelo

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 + 𝐸𝑘𝑑𝑘 , (1.4a)

𝑦𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 , (1.4b)

em que 𝑑𝑘 ∈ R𝑞 é o vetor de distúrbios/entradas externas, 𝐸𝑘 ∈ R𝑛×𝑞 é o parâmetro dos distúrbios
externos e os demais parâmetros e variáveis são iguais aos do Sistema (1.1).

A Solução (1.3) é fornecida para modelos matemáticos que não consideram a influência
de entradas externas. Entretanto, conforme ilustrado na Figura 1, os sistemas representados por
estes modelos mais simples também podem estar sujeitos a distúrbios em situações práticas e,
neste caso, a lei de controle 𝑢∗𝑘 não atuará diretamente sobre os efeitos dos distúrbios 𝑑𝑘 no
sistema.

Figura 1 – Sistema de controle sem rejeição de distúrbios

Para solucionar esta questão é necessário obter um modelo com o termo 𝐸𝑘𝑑𝑘 conforme
(1.4) e resolver o seguinte problema de otimização

min
𝑢𝑘

{
𝑥𝑇𝑁+1𝑃𝑁+1𝑥𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑘=0

(
𝑥𝑇𝑘𝑄𝑥𝑘 + 𝑢

𝑇
𝑘𝑅𝑢𝑘

)}
, (1.5)

𝑠.𝑎 𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 + 𝐸𝑘𝑑𝑘 ,

sendo a lei de controle ótima resultante função do estado 𝑥𝑘 e do distúrbio 𝑑𝑘 , ou seja,

𝑢∗𝑘 = 𝑓 (𝑥𝑘 , 𝑑𝑘 ) (1.6)
2Uma matriz é simétrica se for igual à sua transposta.
3Uma matriz 𝑅 ∈ R𝑚×𝑚 é definida positiva se 𝑢𝑇 𝑅𝑢 > 0, ∀𝑢 ∈ R𝑚 e 𝑢 ≠ 0. A notação 𝑅 � 0 indica que 𝑅 é

uma matriz definida positiva.
4Uma matriz 𝑄 ∈ R𝑛×𝑛 é semidefinida positiva se 𝑥𝑇𝑄𝑥 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ R𝑛 e 𝑥 ≠ 0. A notação 𝑄 � 0 indica que 𝑄

é uma matriz semidefinida positiva.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Dado o Problema (1.5), constitui o objetivo geral deste trabalho a proposição de uma
nova metodologia para o projeto de controladores ótimos com rejeição de distúrbio, investigando
a inclusão de ação integral no sistema.

A Figura 2 mostra um diagrama de blocos que ilustra a ideia básica dessa solução.

Figura 2 – Sistema de controle com rejeição de distúrbios

1.3.2 Objetivo Específico

Combinar a metodologia desenvolvida para o projeto dos controladores ótimos com
rejeição de distúrbio com o KFUI a fim de proporcionar o projeto de controladores para sistemas
sujeitos a entradas desconhecidas. O resultado consiste em controladores com uma lei de controle
dada por

𝑢∗𝑘 = 𝑓 (𝑥𝑘 , 𝑑𝑘 ), (1.7)

em que 𝑥𝑘 e 𝑑𝑘 são estimativas de 𝑥𝑘 e 𝑑𝑘 , respectivamente, obtidas a partir de 𝑦𝑘 pelo KFUI.
Essa ideia está ilustrada na Figura 3.

Figura 3 – Sistema de controle para entradas desconhecidas
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1.3.3 Objetivos Secundários

Também constituem objetivos deste trabalho:

• Aplicação do KFUI na estimativa de irradiância através do modelo matemático de
conversores chaveados cc-cc.

• Aplicação do LQIED na realização de rastreamento de máxima potência em sistemas
fotovoltaicos.

1.4 Contribuições

A abordagem desta pesquisa é a rejeição de distúrbios em sistemas lineares modelados
em espaços de estados. Em função deste problema, a principal contribuição deste trabalho é a
formulação do LQGUI com ação integral (LQGUI-I), que, proposto de uma maneira intuitiva
através de controladores quadráticos e filtro de Kalman, permite uma melhor resposta do sistema
frente a entradas desconhecidas. O LQGUI com ação integral foi obtido através do LQIED, que é
uma formulação proposta neste trabalho e que também constitui uma contribuição importante.

Além disso, foram contribuições decorrentes deste trabalho as seguintes aplicações
desenvolvidas para sistemas fotovoltaicos:

• estimativa de irradiância através do KFUI e dos modelos matemáticos de painéis fotovol-
taicos e conversores chaveados cc-cc;

• rastreamento de máxima potência utilizando LQIED.
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1.5 Estrutura do Texto

Esta dissertação está organizada como segue.

• Capítulo 2: apresenta de maneira básica o problema de minimização de um índice de
desempenho quadrático; mostra a solução clássica do LQR e outra baseada em mínimos
quadrados ponderados restrito (MQPR); apresenta a formulação clássica do LQI.

• Capítulo 3: contém o desenvolvimento das propostas para projeto de controladores com
rejeição de distúrbios, LQRED e LQIED.

• Capítulo 4: apresenta o KFUI e sua combinação com os controladores propostos no
Capítulo 3, resultando em uma solução para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas,
nos quais não é possível medir as variáveis de estado e/ou distúrbios externos.

• Capítulo 5: expõe algumas simulações dos controladores propostos em um contexto de
sistemas fotovoltaicos. Primeiro, são apresentadas as modelagens matemáticas do painel
fotovoltaico e do conversor cc-cc do tipo boost. Em seguida, são feitos algumas simulações
numéricas utilizando o modelo do conversor e comparando os controladores propostos
com outros métodos da literatura.

• Capítulo 6: Apresenta os resultados de duas aplicações que foram desenvolvidas para
sistemas fotovoltaicos. A primeira é uma utilização do KFUI para realizar estimativas de
irradiância através dos modelos do painel e do conversor. A segunda é uma aplicação do
LQIED na realização de rastreamento de máxima potência em painéis fotovoltaicos.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Este capítulo apresenta alguns conceitos preliminares e a base matemática para o
desenvolvimento dos controladores com rejeição de distúrbio no próximo capítulo. A seguir serão
apresentadas a solução clássica do LQR e a formulação apresentada em Cerri (2009). Embora a
primeira seja muito conhecida na literatura tradicional (OGATA, 1995; MOUDGALYA, 2007;
LEWIS et al., 2012), a segunda apresenta uma contribuição para sistemas com incertezas nos
parâmetros que é baseada na teoria de funções penalidade e Mínimos Quadrados Ponderados
(MQP). Assim, apesar de o presente trabalho não tratar de modelos com incertezas nos parâmetros,
será natural a evolução para o caso robusto em trabalhos futuros. Também será apresentada a
formulação clássica do LQR com ação integral, o LQI.

2.1 Formulação Clássica do LQR

Considere o sistema linear, discreto e definido em espaço de estados na sua forma nominal
(com ausência de ruído e distúrbios no modelo matemático) por

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 , (2.1a)

𝑦𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 , (2.1b)

onde 𝐹𝑘 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐺𝑘 ∈ R𝑛×𝑚 e 𝐻𝑘 ∈ R𝑝×𝑛. O problema de controle ótimo tem como objetivo
minimizar um determinado índice de desempenho, determinando uma sequência de esforços de
controle

{
𝑢∗𝑘

}𝑁
𝑘=0 (ou seja, 𝑢∗𝑘 ,∀𝑘 ∈ [0, 𝑁]) que faça o estado do sistema seguir uma trajetória

ótima
{
𝑥∗𝑘
}𝑁
𝑘=0. No caso do LQR, esse índice de desempenho corresponde à seguinte função

custo quadrática

𝐽 = 𝑥𝑇𝑁+1𝑃𝑁+1𝑥𝑁+1 +
𝑁∑︁
𝑘=0

(
𝑥𝑇𝑘𝑄𝑘𝑥𝑘 + 𝑢𝑇𝑘𝑅𝑘𝑢𝑘

)
, (2.2)

sendo as matrizes 𝑃𝑁+1 � 0, 𝑄𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 � 0 todas simétricas e o problema de minimização
estabelecido como segue

min
𝑢𝑘
{𝐽} , (2.3)

𝑠.𝑎 𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 .

O índice de desempenho (2.2) é utilizado em problemas de mínima energia, onde se
deseja obter uma sequência

{
𝑢∗𝑘

}𝑁
𝑘=0 que minimiza a energia dos estados do sistema e dos esforços

de controle necessários para isso, o que corresponde a manter estado e controle próximos a
zero (LEWIS et al., 2012). Entretanto, por se apresentar como um problema de otimização
analiticamente solucionável e que converge para trajetórias estáveis, é muito utilizado em diversas
aplicações. O primeiro termo em (2.2), 𝑥𝑇𝑁+1𝑃𝑁+1𝑥𝑁+1, diz respeito ao estado final do sistema.
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O termo 𝑥𝑇𝑘𝑄𝑘𝑥𝑘 está associado ao quão afastado de zero o estado do sistema se encontra. Por
último, 𝑢𝑇𝑘𝑅𝑘𝑢𝑘 está relacionado com a energia despendida para que a trajetória 𝑥∗𝑘 seja atendida.

Dessa maneira, os pesos𝑄𝑘 , 𝑅𝑘 e 𝑃𝑁+1 funcionam como uma balança entre o desempenho
do sistema e energia a ser utilizada. Aumentar valores na matriz 𝑄𝑘 significa aumento de
desempenho, pois penaliza as variáveis de estado do sistema para que elas se aproximem do zero
mais rapidamente. Aumentar os valores em 𝑅𝑘 penaliza os atuadores, levando-os a diminuir a
energia (ou recursos) consumida pelos mesmos. Já aumentos em 𝑃𝑁+1 levam à redução do estado
final do sistema.

2.1.1 Solução

A solução clássica para o Problema (2.3) fornece uma sequência ótima de controle{
𝑢∗𝑘

}𝑁
𝑘=0 dada por (LEWIS et al., 2012)

𝑢∗𝑘 = −𝐾𝑘𝑥𝑘 , (2.4)

onde
𝐾𝑘 =

(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘𝑃𝑘+1𝐹𝑘 , (2.5)

𝑃𝑘 = 𝐹
𝑇
𝑘

(
𝑃𝑘+1 − 𝑃𝑘+1𝐺𝑘

(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘𝑃𝑘+1

)
𝐹𝑘 +𝑄𝑘 , (2.6)

em que (2.6) é uma equação algébrica de Riccati1 de tempo discreto (DARE, Discrete Time
Algebraic Riccati Equation).

Em malha fechada (Figura 1), o sistema (2.1) passa a ser representado, através de (2.4),
por

𝑥∗𝑘+1 = (𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾𝑘 ) 𝑥𝑘 . (2.7)

2.2 Formulação do LQR Baseada em MQPR

O problema de mínimos quadrados restritos consiste em encontrar uma solução ótima
𝑧 que minimize um funcional quadrático 𝑓 (𝑧) sujeito a uma restrição de igualdade 𝑔(𝑧). A
formulação do problema é apresentada da seguinte maneira

min
𝑡
𝑓 (𝑧), (2.8)

𝑠.𝑎 𝑔(𝑧) = 0,

em que 𝑓 , 𝑔 : R𝑚 → R e 𝑧 ∈ R𝑚.
A solução recursiva para o LQR apresentada em Cerri (2009) é obtida através de Mínimos

Quadrados Ponderados Restrito (MQPR). Para isso, o autor utilizou as teorias de MQP e funções

1Jacopo Francesco Riccati - Matemático italiano que primeiro investigou a versão escalar deste tipo de equação:
𝑦′ = 𝑝(𝑥)𝑦2 + 𝑞(𝑥)𝑦 + 𝑟 (𝑥).
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penalidade para obter uma solução para a função 𝑓 (𝑧) = (𝐴𝑧 − 𝐵)𝑇𝑈 (𝐴𝑧 − 𝐵) sujeita à restrição
de igualdade 𝑔(𝑧) = 𝐶𝑧 − 𝐷. As funções penalidade incluem as restrições de um problema de
otimização diretamente na função custo, de modo que quando tais restrições são violadas o valor
da função custo se eleva. A solução obtida em Cerri (2009) é apresentada na proposição abaixo.

Proposição 2.2.1. (CERRI, 2009) Seja o problema de mínimos quadrados restritos dado por

min
𝑧

{
(𝐴𝑧 − 𝐵)𝑇𝑈 (𝐴𝑧 − 𝐵)

}
, (2.9)

𝑠.𝑎 𝐶𝑧 = 𝐷,

em que 𝐴 ∈ R𝑛×𝑚, 𝐶 ∈ R𝑝×𝑚,𝑈 ∈ R𝑛×𝑛 é uma matriz de ponderação definida positiva, 𝑧 ∈ R𝑚,
𝐵 ∈ R𝑛 e 𝐷 ∈ R𝑝.

A solução ótima 𝑧∗ para (2.9) é dada por

𝑧∗ =


0
0
𝐼



𝑈−1 0 𝐴

0 0 𝐶

𝐴𝑇 𝐶𝑇 0



𝐵

𝐷

0

 . (2.10)

Considere agora o seguinte problema de minimização

min
𝑧,𝑢
{ 𝑓 (𝑧, 𝑢)} , (2.11)

𝑠.𝑎 𝑧 = 𝐹𝑥 + 𝐺𝑢,

em que 𝐹 ∈ R𝑛×𝑛 e 𝐺 ∈ R𝑛×𝑚 são conhecidos, 𝑧 ∈ R𝑛 e 𝑢 ∈ R𝑚 são variáveis de decisão, 𝑥 ∈ R𝑛

é conhecido e a função objetivo 𝑓 : R𝑛 × R𝑚 → R é dada por

𝑓 (𝑧, 𝑢) = 𝑧𝑇𝑃𝑧 + 𝑥𝑇𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢, (2.12)

sendo 𝑃, 𝑄 ∈ R𝑛×𝑛 e 𝑅 ∈ R𝑛×𝑚 matrizes definidas positivas conhecidas.
Fazendo as seguintes correspondências

A =


𝐼 0
0 𝐼

0 0

 ,B =


0
0
−𝐼

 𝑥,U =


𝑃 0 0
0 𝑅 0
0 0 𝑄

 , C =

[
𝐼 −𝐺

]
,Z =

[
𝑧

𝑢

]
e D = 𝐹𝑥,

(2.13)
pode-se reescrever (2.11) como

min
Z

{
(AZ − B)𝑇U (AZ − B)

}
, (2.14)

𝑠.𝑎 CZ = D,

que tem a forma do Problema (2.9).
O corolário a seguir define o método de solução do Problema (2.11) através da substituição

de (2.13) em (2.10), desde que as matrizes 𝑃, 𝑄 e 𝑅 sejam definidas positivas.
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Corolário 2.2.1. (CERRI, 2009) A solução ótima (𝑧∗, 𝑢∗) do Problema (2.11) é dada por[
𝑧∗

𝑢∗

]
=

[
𝐿

𝐾

]
𝑥 (2.15)

com

[
𝐿

𝐾

]
=



0 0
0 0
0 0
0 0
𝐼 0
0 𝐼



𝑇 

𝑃−1 0 0 0 𝐼 0
0 𝑅−1 0 0 0 𝐼

0 0 𝑄−1 0 0 0
0 0 0 0 𝐼 −𝐺
𝐼 0 0 𝐼 0 0
0 𝐼 0 −𝐺𝑇 0 0



−1 

0
0
−𝐼
𝐹

0
0


. (2.16)

O valor mínimo de 𝑓 (𝑧, 𝑢) pode ser calculado através de

𝑓 (𝑧∗, 𝑢∗) = 𝑥𝑇
(
𝐿𝑇𝑃𝐿 + 𝐾𝑇𝑅𝐾 +𝑄

)
𝑥.

Considere novamente o sistema (2.1),

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 ,

𝑦𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 .

Cerri (2009) apresenta uma solução para o LQR que consiste em obter a sequência ótima{(
𝑥∗𝑘+1, 𝑢

∗
𝑘

)}𝑁
𝑘=0 para o seguinte problema

min
𝑥𝑘+1,𝑢𝑘

{
𝑥𝑇𝑁+1𝑃𝑁+1𝑥𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑘=0

(
𝑥𝑇𝑘𝑄𝑘𝑥𝑘 + 𝑢𝑇𝑘𝑅𝑘𝑢𝑘

)}
, (2.18)

𝑠.𝑎 𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 .

Note que, em (2.18), a minimização é feita tanto na variável 𝑢𝑘 quanto em 𝑥𝑘+1. A partir
do corolário 2.2.1, obtém-se a solução enunciada no teorema a seguir.

Teorema 2.2.1. (CERRI, 2009) Sejam 𝑃𝑁+1 � 0, 𝑄𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 � 0 matrizes simétricas. A
solução do problema de minimização (2.18) é dada por

𝑥∗𝑘+1 = 𝑆𝑘𝑥𝑘 ,

𝑢∗𝑘 = 𝐾𝑘𝑥𝑘 ,
(2.19)

com


𝑆𝑘

𝐾𝑘

𝑃𝑘

 =


0 0 0
0 0 0
0 0 −𝐼
0 0 𝐹𝑘

𝐼 0 0
0 𝐼 0



𝑇 

𝑃−1
𝑘+1 0 0 0 𝐼 0
0 𝑅−1

𝑘 0 0 0 𝐼

0 0 𝑄−1
𝑘 0 0 0

0 0 0 0 𝐼 −𝐺𝑘

𝐼 0 0 𝐼 0 0
0 𝐼 0 −𝐺𝑇𝑘 0 0



−1 

0
0
−𝐼
𝐹𝑘

0
0


. (2.20)
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A vantagem em utilizar a solução (2.19) ao invés da formulação clássica está associada
com a solução de problemas de controle envolvendo sistemas sujeitos à incertezas paramétricas.

O Lema a seguir apresenta um resultado importante que relaciona a solução (2.19) com a
formulação clássica do LQR estabelecida em (2.4) a (2.7) através da equação recursiva de Riccati.

Lema 2.2.1. (CERRI, 2009) A Equação (2.19) pode ser equivalentemente reescrita da seguinte
maneira

𝑥∗𝑘+1 =

(
𝐹 − 𝐺

(
𝑅 + 𝐺𝑇𝑃𝑘+1𝐺

)−1
𝐺𝑇𝑃𝑘+1𝐹

)
︸                                           ︷︷                                           ︸

𝐿𝑘

𝑥𝑘 , (2.21)

𝑢∗𝑘 = −
(
𝑅 + 𝐺𝑇𝑃𝑘+1𝐺

)−1
𝐺𝑇𝑃𝑘+1𝐹︸                                 ︷︷                                 ︸

𝐾𝑘

𝑥𝑘 , (2.22)

sendo
𝑃𝑘 = 𝐹

𝑇

(
𝑃𝑘+1 − 𝑃𝑘+1𝐺

(
𝑅 + 𝐺𝑇𝑃𝑘+1𝐺

)−1
𝐺𝑇𝑃𝑘+1

)
𝐹 +𝑄. (2.23)

Assim, desde que 𝑃𝑁+1 � 0, 𝑄𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 � 0 sejam matrizes simétricas, (2.19) e (2.4)
resultam na mesma lei de controle.

2.3 Regulador Linear Quadrático com Ação Integral

Nesta seção é apresentado como pode ser incluída uma ação integral no modelo espaço
de estados e como a solução clássica do LQR absorve os novos termos adicionados no sistema
de controle. De um modo geral, a ação integral é utilizada nos controladores para reduzir o erro
entre a resposta do sistema (saída) e uma determinada referência a ser seguida. As definições a
seguir são necessárias para um melhor entendimento das consequências da ação integral sobre o
sistema.

Definição 2.3.1. (NISE, 2012) Uma função de transferência H(s) é um modelo matemático que
relaciona entrada 𝑈 (𝑠) e saída 𝑌 (𝑠) de um sistema no domínio de Laplace. Uma função de
transferência pode ser representada através de polinômios da seguinte forma

𝐻 (𝑠) = 𝑌 (𝑠)
𝑈 (𝑠) =

𝐶 (𝑠 + 𝑧1) (𝑠 + 𝑧2)...
𝑠ℎ (𝑠 + 𝑝1) (𝑠 + 𝑝2)...

, (2.24)

onde 𝐶 é uma constante.

Definição 2.3.2. (NISE, 2012) Os valores que fazem 𝐻 (𝑠) se tornar zero são chamados de zeros
de 𝐻 (𝑠). Nesse caso, {−𝑧1,−𝑧2, ...} são zeros de 𝐻 (𝑠).

Definição 2.3.3. (NISE, 2012) Os valores que fazem 𝐻 (𝑠) se tornar infinita são chamados de
polos de 𝐻 (𝑠). Nesse caso, {−𝑝1,−𝑝2, ...} são polos de 𝐻 (𝑠). O valor zero também é um polo
caso ℎ > 0.
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Definição 2.3.4. (NISE, 2012) O valor de ℎ determina o Tipo do sistema. Se ℎ = 1, o sistema é
do Tipo 1. Se ℎ = 2, o sistema é do Tipo 2. E assim sucessivamente.

Definição 2.3.5. (NISE, 2012) O número de integrações puras em uma função de transferência
consiste no número de polos na origem, ou seja, equivale ao valor de ℎ.

Definição 2.3.6. (NISE, 2012) Para uma referência 𝑟𝑘 do tipo degrau (isto é, 𝑟𝑘 = 𝑟,∀𝑘 ∈ Z),
o erro em regime permanente de um sistema realimentado é nulo se houver pelo menos uma
integração pura no caminho entre referência e saída.

Dessa maneira, a ideia básica da inclusão da ação integral é aumentar o tipo do sistema
para reduzir o erro em regime permanente. Nos modelos em espaço de estados a ação integral é
adicionada como segue.

Considere o sistema espaço de estados com parâmetros os 𝐹 ∈ R𝑛×𝑛,𝐺 ∈ R𝑛×𝑚 𝐻 ∈ R𝑝×𝑛

constantes para todo 𝑘 ∈ Z.
𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑥𝑘 + 𝐺𝑢𝑘 ,

𝑦𝑘 = 𝐻𝑥𝑘 .

Defina o somatório (integral discreta) ϵ𝑘+1 ∈ R𝑝 do erro entre a saída 𝑦𝑘 e uma referência
𝑟𝑘 ∈ R𝑝 como

ϵ𝑘+1 = ϵ𝑘 + 𝑟𝑘 − 𝑦𝑘 , (2.26)

ou
ϵ𝑘+1 = ϵ𝑘 + 𝑟𝑘 − 𝐻𝑥𝑘 . (2.27)

A Figura 4 mostra o diagrama de blocos do sistema espaço de estados com (2.26) (ação
integral) incluída. Note que a malha interna, que realimenta o estado 𝑥𝑘 , constitui o modelo
para o qual foi dada a solução do LQR na Seção 2.1. A malha externa, que realimenta 𝑦𝑘 está
associada ao termo integral 𝜖𝑘 .

Figura 4 – Sistema espaço de estados com ação integral

Uma solução comumente empregada no problema de otimização quadrática do sistema
da Figura 4 é incluir o termo ϵ𝑘 como um novo estado no modelo matemático e obter um sistema
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aumentado da seguinte forma

𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵𝑢𝑘 +
[

0
𝐼

]
𝑟𝑘 , (2.28)

com

𝐴 =

[
𝐹 0
−𝐻 𝐼

]
, 𝐵 =

[
𝐺

0

]
, 𝑥𝑘 =

[
𝑥𝑘

ϵ𝑘

]
. (2.29)

Na literatura tradicional, a dedução desse tipo de regulador é feita através de uma análise
em regime permanente onde supõe-se entradas do tipo degrau (𝑟𝑘 = 𝑟,∀𝑘 ∈ Z) e sistemas
invariantes no tempo (OGATA, 1995; FENG et al., 2007). Esta formulação clássica do LQI
minimiza o seguinte funcional

min
𝑢𝑘


∞∑︁
𝑘=0

©«
[
𝑥𝑁+1

ϵ̃𝑁+1

]𝑇 [
𝑄𝑥 0
0 𝑄ϵ

] [
𝑥𝑁+1

ϵ̃𝑁+1

]
+ �̃�𝑇𝑘𝑅𝑘 �̃�𝑘

ª®¬
 , (2.30)

em que
𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥∞, (2.31)

ϵ̃𝑘 = ϵ𝑘 − ϵ∞, (2.32)

�̃�𝑘 = 𝑢𝑘 − 𝑢∞, (2.33)

𝑟𝑘 = 𝑟𝑘 − 𝑟∞ = 0, (2.34)

onde∞ denota valor de regime permanente.
A solução ótima de estado estacionário que minimiza (2.30) é dada por (FENG et al.,

2007)

𝑢∗𝑘 = − (𝐾
𝑥𝑥𝑘 + 𝐾ϵϵ𝑘 ) , (2.35)

com
𝐾𝑥 = Φ (𝑃𝑥𝐹 − 𝑃𝑥ϵ𝐻) , (2.36)

𝐾ϵ = Φ𝑃𝑥ϵ, (2.37)

𝑃𝑥 =

(
𝐹𝑇 (𝑃𝑥 − 𝑃𝑥Ψ𝑃𝑥) − 𝐻𝑇

(
𝑃𝑥𝑒

𝑇 − 𝑃𝑥𝑒𝑇Ψ𝑃𝑥
))
𝐹−(

𝐹𝑇 (𝑃𝑥𝑒 − 𝑃𝑥Ψ𝑃𝑥𝑒) − 𝐻𝑇
(
𝑃𝑒 − 𝑃𝑥𝑒𝑇Ψ𝑃𝑥𝑒

))
𝐻 +𝑄𝑥 , (2.38)

𝑃𝑥𝑒 = 𝐹𝑇 (𝑃𝑥𝑒 − 𝑃𝑥Ψ𝑃𝑥𝑒) − 𝐻𝑇
(
𝑃𝑒 − 𝑃𝑥𝑒𝑇Ψ𝑃𝑥𝑒

)
, (2.39)
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𝑃𝑒 =

(
𝑃𝑒 − 𝑃𝑥𝑒𝑇Ψ𝑃𝑥𝑒

)
, (2.40)

Φ =

(
𝑅 + 𝐺𝑇𝑃𝑥𝐺

)−1
𝐺𝑇 , (2.41)

Ψ = 𝐺Φ, (2.42)

em que 𝑃𝑥 ∈ R𝑛×𝑛 � 0, 𝑃𝑥ϵ ∈ R𝑛×𝑝 � 0 e 𝑃ϵ ∈ R𝑝×𝑝 � 0.
A inclusão da ação integral aumenta o Tipo do sistema e reduz a zero o erro em regime

permanente para referências do tipo degrau (NISE, 2012) e, como pode ser observado na Figura 4,
garante que influências de distúrbios externos sejam rejeitadas mesmo que não estejam incluídos
no modelo em espaço de estados como em (1.4), pois está sempre forçando o sistema a retornar
para a referência (GOLNARAGHI; KUO, 2009; SMITH et al., 2017). Entretanto, é demonstrado
no próximo capítulo que essa inclusão do distúrbio no modelo matemático do LQI reduz ainda
mais o erro em regime permanente entre saída e referência.

A ação integral gera também um atraso na resposta do sistema. Note que (2.35) não tem
informação sobre a referência 𝑟𝑘 , que é estabelecida através de ϵ𝑘 que, por sua vez, depende de
ϵ𝑘−1. Como apresentado em Furutani et al. (1997), Hagiwara et al. (2002) e Smith et al. (2017),
soluções para este problema envolvem um termo adicional 𝐾𝑟𝑟𝑘 na lei de controle, diminuindo
esse atraso.
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3 CONTROLADORES ÓTIMOS COM REJEIÇÃO DE DIS-
TÚRBIO

Este capítulo apresenta duas propostas para projeto de ótimos quadráticos com rejeição
de distúrbios para sistemas modelados de acordo com (1.4), o LQRED e o LQIED. Em especial,
este último se mostra como uma importante contribuição por resultar em uma lei de controle que
melhora ainda mais as características de rejeição de distúrbio já inerentes da ação integral. A
obtenção desses controladores é realizada através de uma metodologia simples e intuitiva que
consiste em utilizar sistemas aumentados que tenham a forma da representação nominal (1.1) de
um sistema em espaço de estados.

3.1 Regulador Linear Quadrático com Rejeição de Distúrbio

Como discutido no Capítulo 2, o LQR é utilizado com o objetivo de manter o estado de
determinado sistema em um ponto de equilíbrio nulo. Quando uma perturbação externa ocorre e
o sistema deixa esse equilíbrio, o LQR atua tentando fazer com que o mesmo retorne ao estado
nulo garantindo a estabilidade do sistema e levando em conta uma relação entre os esforços do
controlador e desempenho, dada através das matrizes 𝑄 e 𝑅 do funcional quadrático 𝐽 em (2.2).
Esse fato pode ser observado na Figura 5, onde um distúrbio é aplicado no intervalo [50,150]
a um dado sistema discreto. Note que o módulo do esforço de controle do LQR varia apenas
quando o estado do sistema é diferente de zero, e isso significa que o atuador está operando no
sentido de fazer o sistema voltar para o zero. Entretanto, enquanto o distúrbio existe no sistema, o
esforço de controle aplicado não consegue remover completamente o seu efeito sobre a resposta
do sistema devido à sua dinâmica.

0 50 100 150 200 250

amostra [k]

0

1

2
||x

k
||

Distúrbio

(a)

0 50 100 150 200 250

amostra [k]

0

0.01

0.02

0.03

0.04

|u
k
| 
(p

.u
.)

(b)

Figura 5 – Exemplo de sistema de controle com LQR: (a) Norma dos estados e distúrbio, (b)
Sinal de controle resultante.

Nesse sentido, levando em consideração que a ideia do controlador ótimo quadrático é
minimizar o índice de desempenho 𝐽 em (2.2), o controlador com rejeição de distúrbios deve
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buscar reduzir, com relação à formulação clássica, o valor desse mesmo índice de desempenho
quando o sistema está sujeito a esses distúrbios.

Considere novamente o sistema (1.4),

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢𝑘 + 𝐸𝑘𝑑𝑘 ,

𝑦𝑘 = 𝐻𝑘𝑥𝑘 .

O teorema a seguir apresenta um novo método para o projeto de controladores ótimos
quadráticos com rejeição de distúrbios. A metodologia consiste em criar um modelo aumentado
contendo o parâmetro dos distúrbios externos e substituí-lo na solução clássica do LQR (2.4).

Teorema 3.1.1. Considere o sistema linear discreto sujeito a distúrbios externos representado
em espaço de estado por (1.4).

Defina a forma aumentada de (1.4) como

X𝑘+1 = F𝑘X𝑘 + G𝑘𝑢𝑘 (3.2)

através das seguintes identidades

X𝑘 =
[
𝑥𝑘

𝑑𝑘

]
, F𝑘 =

[
𝐹𝑘 𝐸𝑘

0 0

]
,G𝑘 =

[
𝐺𝑘

0

]
. (3.3)

Considere o seguinte problema de minimização quadrática associado ao Sistema (3.2)

min
𝑢𝑘

{
X𝑇𝑁+1P𝑁+1X𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑘=0

(
X𝑇𝑘 Q𝑘X𝑘 + 𝑢

𝑇
𝑘𝑅𝑘𝑢𝑘

)}
, (3.4)

𝑠.𝑎 X𝑘+1 = F𝑘X𝑘 + G𝑘𝑢𝑘 ,

com as matrizes P𝑁+1 = P𝑇𝑁+1 � 0, Q𝑘 = Q𝑇𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 = 𝑅𝑇𝑘 � 0 conhecidas e com dimensões
apropriadas em relação a (3.3) como segue

P𝑁+1 =

[
𝑃𝑥𝑁+1 𝑃𝑥𝑑𝑁+1
𝑃𝑑𝑥𝑁+1 𝑃𝑑𝑁+1

]
e Q𝑘 =

[
𝑄𝑥𝑘 0
0 𝑄𝑑

𝑘

]
, (3.5)

onde 𝑃𝑥𝑁+1, 𝑄
𝑥
𝑘 ∈ R

𝑛×𝑛, 𝑃𝑑𝑁+1, 𝑄
𝑑
𝑘 ∈ R

𝑞×𝑞, 𝑃𝑥𝑑𝑁+1 ∈ R
𝑛×𝑞, 𝑃𝑑𝑥𝑁+1 ∈ R

𝑞×𝑛.
A solução ótima para o Problema (3.4) consiste no Regulador Linear Quadrático para

Sistemas Lineares Sujeitos a Distúrbios Externos (LQRED, Linear Quadratic Regulator with
External Disturbance) e é dada por

𝑢∗𝑘 = −K𝑘X𝑘 , (3.6)

em que

K𝑘 =
[
𝐾𝑥𝑘 𝐾𝑑𝑘

]
=

(
𝑅𝑘 + G𝑇𝑘 P𝑘+1G𝑘

)−1
G𝑇𝑘 P𝑘+1F𝑘

=

[
Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐹𝑘 Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

]
, (3.7)
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P𝑘 = F 𝑇𝑘
(
P𝑘+1 − P𝑘+1G𝑘

(
𝑅𝑘 + G𝑇𝑘 P𝑘+1G𝑘

)−1
G𝑇𝑘 P𝑘+1

)
F𝑘 + Q𝑘 , (3.8)

𝑃𝑥𝑘 = 𝐹
𝑇
𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐹𝑘 +𝑄𝑥𝑘 , (3.9)

e
Φ𝑘 =

(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘 . (3.10)

O sistema em malha fechada através de (3.6) é dado por

𝑥∗𝑘+1 = S𝑘X𝑘 , (3.11)

sendo

S𝑘 =
[
𝑆𝑥𝑘 𝑆𝑑𝑘

]
= (F𝑘 − G𝑘K𝑘 )

=

[ (
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

) (
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

) ]
. (3.12)

Demonstração.
1) Lei de controle

A solução ótima 𝑢∗𝑘 apresentada no Teorema 3.1.1 é obtida diretamente através da
substituição de (3.3) e (3.5) na solução clássica (2.4), que resulta em

𝑢∗𝑘 = −
©«𝑅𝑘 +

[
𝐺𝑘

0

]𝑇 [
𝑃𝑥𝑘+1 𝑃𝑥𝑑𝑘+1
𝑃𝑑𝑥𝑘+1 𝑃𝑑𝑘+1

] [
𝐺𝑘

0

]ª®¬
−1 [

𝐺𝑘

0

]𝑇 [
𝑃𝑥𝑘+1 𝑃𝑥𝑑𝑘+1
𝑃𝑑𝑥𝑘+1 𝑃𝑑𝑘+1

] [
𝐹𝑘 𝐸𝑘

0 0

] [
𝑥𝑘

𝑑𝑘

]
.

(3.13)
Desenvolvendo (3.13) tem-se

𝑢∗𝑘 = −
(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘

[
𝑃𝑥𝑘+1𝐹𝑘 𝑃𝑥𝑘+1𝐸𝑘

] [ 𝑥𝑘
𝑑𝑘

]
. (3.14)

Definindo
Φ𝑘 =

(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘 , (3.15)

e substituindo em (3.14) obtém-se a forma vetorial de 𝑢∗𝑘 dada por

𝑢∗𝑘 = −
[
Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐹𝑘 Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

] [ 𝑥𝑘
𝑑𝑘

]
. (3.16)

A partir de (3.16) pode-se fazer as seguintes identificações

K𝑘 =
[
𝐾𝑥𝑘 𝐾𝑑𝑘

]
=

[
Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐹𝑘 Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

]
. (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.16) resulta na seguinte lei de controle ótima para sistemas
sujeitos a distúrbios externos

𝑢∗𝑘 = −
(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘

)
, (3.18)
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que é equivalente a (3.6)

2) Equação de estado
A solução ótima 𝑥∗𝑘+1 apresentada no Teorema 3.1.1 é obtida substituindo (3.18) na

equação de estado do sistema (1.4), da seguinte forma

𝑥∗𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢
∗
𝑘 + 𝐸𝑘𝑑𝑘 (3.19)

= 𝐹𝑘𝑥𝑘 − 𝐺𝑘

(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘

)
+ 𝐸𝑘𝑑𝑘 , (3.20)

resultando em
𝑥∗𝑘+1 =

(
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
𝑥𝑘 +

(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

)
𝑑𝑘 , (3.21)

ou, em forma vetorial,

𝑥∗𝑘+1 =

[ (
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

) (
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

) ] [ 𝑥𝑘
𝑑𝑘

]
. (3.22)

A partir de (3.22) pode-se fazer as seguintes identificações

S𝑘 =
[
𝑆𝑥𝑘 𝑆𝑑𝑘

]
=

[ (
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

) (
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

) ]
,

conforme apresentado em (3.12).

3) Solução para a equação de Riccati
A substituição de (3.3) e (3.5) na solução por equação de Riccati (2.6) resulta em[

𝑃𝑥𝑘 𝑃𝑥𝑑𝑘

𝑃𝑑𝑥𝑘 𝑃𝑑𝑘

]
=

[
𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐹𝑘 𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑥+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐸𝑘

𝐸𝑇𝑘
(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐹𝑘 𝐸𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐸𝑘

]
+
[
𝑄𝑥𝑘 0
0 𝑄𝑑

𝑘

]
.

(3.23)

A Figura 2 mostra o diagrama de blocos para a solução fornecida pelo Teorema 3.1.1, em
que 𝑢∗𝑘 é dado por (3.6). Com relação à formulação clássica do LQR essa solução deve fornecer
um menor valor para o funcional quadrático (2.2) caso exista 𝑑𝑘 ≠ 0 para algum 𝑘 ∈ [0, 𝑁].

Observação 3.1.1. Caso 𝑑𝑘 = 0, a solução resultante do Teorema 3.1.1 tem a mesma solução
do LQR clássico dada por (2.4). Com isso, os ganhos 𝐾𝑥𝑘 e 𝐾𝑑𝑘 são independentes um do outro
na obtenção de 𝑢∗𝑘 .

O Algoritmo 1 resume o Teorema 3.1.1, mostrando sua implementação. Note nesse
algoritmo a ideia estabelecida na Observação 3.1.1: as operações realizadas são semelhantes à
solução clássica do LQR apresentada na Seção 2.1, diferindo apenas pelo cálculo de um único
termo extra, 𝐾𝑑𝑘 , que, por sua vez, é obtido de forma semelhante a 𝐾𝑥𝑘 , apenas substituindo
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𝐹𝑘 por 𝐸𝑘 . Dessa maneira, não ocorrem aumentos significativos no grau de dificuldade de
implementação nem no tempo de cômputo da solução 𝑢𝑘 com relação ao método clássico.

Algoritmo 1: Algoritmo LQRED
Dados iniciais: 𝑄𝑥𝑘 � 0, 𝑅𝑘 � 0, 𝐹𝑘 ,𝐺𝑘 ,𝐸𝑘 , 𝑑𝑘 , conhecidos para todo 𝑘 ∈ [0, 𝑁],
𝑃𝑥𝑁+1 � 0, 𝑥0 e 𝑁 .

for 𝑘 = 𝑁 to 0 do

Φ𝑘 ←
(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘

𝐾𝑥𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥
𝑘+1𝐹𝑘

𝐾𝑑𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

𝑃𝑥𝑘 ← 𝐹𝑇𝑘
(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐹𝑘

end
for 𝑘 = 0 to 𝑁 do

𝑢∗𝑘 ← −
(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘

)
𝑥∗𝑘+1 ←

(
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
𝑥𝑘 +

(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

)
𝑑𝑘

end

Observação 3.1.2. Note em (3.16) que, em relação a P, apenas o cálculo de 𝑃𝑥𝑘 é necessário
para a obtenção da solução ótima (𝑥∗𝑘+1, 𝑢

∗
𝑘 ) e que 𝑃𝑥𝑘 corresponde à equação recursiva de

Riccati (2.6). Dessa maneira, os pesos 𝑃𝑑𝑘 , 𝑃
𝑥𝑑
𝑘 , 𝑃𝑑𝑥𝑘 e 𝑄𝑑

𝑘 são irrelevantes sobre o valor de 𝑢∗𝑘 .

Proposição 3.1.1. Sejam P𝑁+1 = P𝑇𝑁+1 � 0, Q𝑘 = Q𝑇𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 � 0 conhecidas, o resultado
apresentado no Teorema 3.1.1 pode ser igualmente obtido ao utilizar o sistema aumentado (3.3)
diretamente em (2.19), resultando na seguinte solução[

𝑥∗𝑘+1
𝑢∗𝑘

]
=

[
S𝑘
K𝑘

]
X𝑘 , (3.24)

em que S𝑘 e K𝑘 são obtidos através da seguinte recursão


S𝑘
K𝑘
P𝑘

 =


0 0 0
0 0 0
0 0 −𝐼
0 0 F𝑘
𝐼 0 0
0 𝐼 0



𝑇 

P𝑘+1−1 0 0 0 𝐼 0
0 𝑅−1

𝑘 0 0 0 𝐼

0 0 Q−1
𝑘 0 0 0

0 0 0 0 𝐼 −G𝑘
𝐼 0 0 𝐼 0 0
0 𝐼 0 −G𝑇𝑘 0 0



−1 

0
0
−𝐼
F𝑘
0
0


. (3.25)

Demonstração. Direta pela equivalência entre a solução aumentada apresentada em (3.6) - (3.8)
e a solução clássica do LQR em (2.4) - (2.6) e pelo estabelecido no Lema 2.2.1.

O resultado mostrado na Proposição 3.1.1 foi apresentado em Cerri et al. (2009) através
de outra metodologia e a vantagem de sua utilização em relação ao Teorema 3.1.1, embora os
resultados de ambos os métodos sejam iguais, consiste em permitir a abordagem de sistemas
sujeitos a incertezas paramétricas em trabalhos futuros.
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3.2 Regulador Linear Quadrático com Ação Integral e Rejeição de Dis-
túrbios

O teorema a seguir apresenta uma nova metodologia para o projeto de controladores
ótimos quadráticos com ação integral e rejeição de distúrbios. O método foi desenvolvido de uma
maneira mais simples que a metodologia clássica apresentada na Seção 2.3 e que considera o
Sistema (1.4) sujeito a distúrbios externos. A vantagem dessa nova formulação é que a referência
𝑟𝑘 foi considerada parte do sistema aumentado, não havendo necessidade de definir equações
de erro como em (2.31) a (2.34), que exigem que o sistema seja invariante no tempo como em
(2.25). Além disso, um ganho 𝐾𝑟𝑘 para a referência é obtido diretamente, sem a necessidade de
cálculos extras como em Smith et al. (2017). Porém, assim como 𝑑𝑘 , é necessário atualizar o
valor de 𝑟𝑘 em todo instante 𝑘 caso a referência não seja degrau.

Teorema 3.2.1. Considere o sistema linear definido por (1.4) e com ação integral discreta dada
por

ϵ𝑘+1 = ϵ𝑘 + 𝑟𝑘 − 𝐻𝑘𝑥𝑘 . (3.26)

Defina a sua forma aumentada

X𝑘+1 = F𝑘X𝑘 + G𝑘𝑢𝑘 (3.27)

através das seguintes identidades

X𝑘 =


𝑥𝑘

ϵ𝑘

𝑟𝑘

𝑑𝑘


, F𝑘 =


𝐹𝑘 0 0 𝐸𝑘

−𝐻𝑘 𝐼 𝐼 0
0 0 0 0
0 0 0 0


,G𝑘 =


𝐺𝑘

0
0
0


. (3.28)

Considere o seguinte problema de minimização quadrática associado ao Sistema (3.27)

min
𝑢𝑘

{
X𝑇𝑁+1P𝑁+1X𝑁+1 +

𝑁∑︁
𝑘=0

(
X𝑇𝑘 Q𝑘X𝑘 + 𝑢

𝑇
𝑘𝑅𝑘𝑢𝑘

)}
, (3.29)

𝑠.𝑎 X𝑘+1 = F𝑘X𝑘 + G𝑘𝑢𝑘 ,

com as matrizes P𝑁+1 = P𝑇𝑁+1 � 0, Q𝑘 = Q𝑇𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 = 𝑅𝑇𝑘 � 0 conhecidas e com dimensões
apropriadas em relação a (3.28) como segue

P𝑁+1 =


𝑃𝑥𝑁+1 𝑃𝑥ϵ𝑁+1 𝑃𝑥𝑟𝑁+1 𝑃𝑥𝑑𝑁+1
𝑃ϵ𝑥
𝑁+1 𝑃ϵ

𝑁+1 𝑃ϵ𝑟
𝑁+1 𝑃ϵ𝑑

𝑁+1
𝑃𝑟𝑥𝑁+1 𝑃𝑟ϵ𝑁+1 𝑃𝑟𝑁+1 𝑃𝑟𝑑𝑁+1
𝑃𝑑𝑥𝑁+1 𝑃𝑑ϵ𝑁+1 𝑃𝑑𝑟𝑁+1 𝑃𝑑𝑁+1


,Q𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄𝑥𝑘 , 𝑄

ϵ
𝑘 , 𝑄

𝑟
𝑘 , 𝑄

𝑑
𝑘 ), (3.30)

onde 𝑃𝑥𝑁+1, 𝑄
𝑥
𝑘 ∈ R

𝑛×𝑛; 𝑃𝑥ϵ𝑁+1, 𝑃
𝑥𝑟
𝑁+1 ∈ R

𝑛×𝑝; 𝑃𝑥𝑑𝑁+1 ∈ R
𝑛×𝑞, 𝑃ϵ

𝑁+1, 𝑃
𝑟
𝑁+1, 𝑃

ϵ𝑟
𝑁+1, 𝑃

𝑟ϵ
𝑁+1, 𝑄

ϵ
𝑘 , 𝑄

𝑟
𝑘 ∈

R𝑝×𝑝; 𝑃ϵ𝑥
𝑁+1, 𝑃

𝑟𝑥
𝑁+1 ∈ R

𝑝×𝑛; 𝑃ϵ𝑑
𝑁+1, 𝑃

𝑟𝑑
𝑁+1 ∈ R

𝑝×𝑞; 𝑃𝑑𝑁+1, 𝑄
𝑑
𝑘 ∈ R

𝑞×𝑞; 𝑃𝑑𝑥𝑁+1 ∈ R
𝑞×𝑛; 𝑃𝑑ϵ𝑁+1, 𝑃

𝑑𝑟
𝑘 ∈

R𝑞×𝑝.
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A solução para o Problema (3.29) resulta no Regulador Linear Quadrático com Ação
Integral para Sistemas Lineares Sujeitos a Distúrbios Externos (LQIED, Linear Quadratic
Regulator with Integral Action and External Disturbance) e é dada por

𝑢∗𝑘 = −K𝑘X𝑘 , (3.31)

em que

K𝑘 =
[
𝐾𝑥𝑘 𝐾ϵ

𝑘 𝐾𝑟𝑘 𝐾𝑑𝑘

]
=

(
𝑅𝑘 + G𝑇𝑘 P𝑘+1G𝑘

)−1
G𝑇𝑘 P𝑘+1F𝑘 ,

=

[
Φ𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1𝐹𝑘 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1𝐻𝑘

)
Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1 Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1 Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐸𝑘 ,

]
, (3.32)

P𝑘 = F 𝑇𝑘
(
P𝑘+1 − P𝑘+1G𝑘

(
𝑅𝑘 + G𝑇𝑘 P𝑘+1G𝑘

)−1
G𝑇𝑘 P𝑘+1

)
F𝑘 + Q𝑘 , (3.33)

𝑃𝑥𝑘 =

(
𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1

𝑇 − 𝑃𝑥ϵ𝑘+1
𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

))
𝐹𝑘−(

𝐹𝑇𝑘
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

))
𝐻𝑘 +𝑄𝑥𝑘 , (3.34)

𝑃𝑥ϵ𝑘 = 𝐹𝑇𝑘
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
, (3.35)

𝑃ϵ
𝑘 =

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
+𝑄ϵ

𝑘 , (3.36)

Φ𝑘 =

(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘 (3.37)

e
Ψ𝑘 = 𝐺𝑘Φ𝑘 . (3.38)

O sistema em malha fechada através de (3.31) é dado por

𝑥∗𝑘+1 = S𝑘X𝑘 , (3.39)

em que

S𝑘 =
[
𝑆𝑥𝑘 𝑆ϵ𝑘 𝑆𝑟𝑘 𝑆𝑑𝑘

]
= (F𝑘 − G𝑘K𝑘 )

=

[ (
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
−𝐺𝑘𝐾

ϵ
𝑘 −𝐺𝑘𝐾

𝑟
𝑘

(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

) ]
. (3.40)

Demonstração.
1) Lei de controle

A solução ótima 𝑢∗𝑘 apresentada no Teorema 3.2.1 é obtida diretamente através da
substituição de (3.28) e (3.30) na solução por equação de Riccati, que resulta em

𝑢∗𝑘 = −

©«
𝑅𝑘 +


𝐺𝑘

0
0
0



𝑇 
𝑃𝑥𝑘+1 𝑃𝑥ϵ𝑘+1 𝑃𝑥𝑟𝑘+1 𝑃𝑥𝑑𝑘+1
𝑃ϵ𝑥
𝑘+1 𝑃ϵ

𝑘+1 𝑃ϵ𝑟
𝑘+1 𝑃𝑒𝑑𝑘+1

𝑃𝑟𝑥𝑘+1 𝑃𝑟ϵ𝑘+1 𝑃𝑟𝑘+1 𝑃𝑟𝑑𝑘+1
𝑃𝑑𝑥𝑘+1 𝑃𝑑ϵ𝑘+1 𝑃𝑑𝑟𝑘+1 𝑃𝑑𝑘+1



𝐺𝑘

0
0
0


ª®®®®®®¬

−1 
𝐺𝑘

0
0
0



𝑇

(3.41)
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𝑃𝑥𝑘+1 𝑃𝑥ϵ𝑘+1 𝑃𝑥𝑟𝑘+1 𝑃𝑥𝑑𝑘+1
𝑃ϵ𝑥
𝑘+1 𝑃ϵ

𝑘+1 𝑃ϵ𝑟
𝑘+1 𝑃ϵ𝑑

𝑘+1
𝑃𝑟𝑥𝑘+1 𝑃𝑟ϵ𝑘+1 𝑃𝑟𝑘+1 𝑃𝑟𝑑𝑘+1
𝑃𝑑𝑥𝑘+1 𝑃𝑑ϵ𝑘+1 𝑃𝑑𝑟𝑘+1 𝑃𝑑𝑘+1



𝐹𝑘 0 0 𝐸𝑘

−𝐻𝑘 𝐼 𝐼 0
0 0 0 0
0 0 0 0



𝑥𝑘

ϵ𝑘

𝑟𝑘

𝑑𝑘


.

Desenvolvendo (3.41) tem-se

𝑢∗𝑘 = −
(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘

[ (
𝑃𝑥𝑘+1𝐹𝑘 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1𝐻𝑘

)
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 𝑃𝑥ϵ𝑘+1 𝑃𝑥𝑘+1𝐸𝑘

] 
𝑥𝑘

ϵ𝑘

𝑟𝑘

𝑑𝑘


.

(3.42)
Definindo

Φ𝑘 =

(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘 (3.43)

e substituindo em (3.42) obtém-se a forma vetorial de 𝑢∗𝑘

𝑢∗𝑘 = −
[
Φ𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1𝐹𝑘 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1𝐻𝑘

)
Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1 Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1 Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

] 
𝑥𝑘

ϵ𝑘

𝑟𝑘

𝑑𝑘


. (3.44)

A partir de (3.44) pode-se fazer as seguintes identificações

K𝑘 =
[
𝐾𝑥𝑘 𝐾ϵ

𝑘 𝐾𝑟𝑘 𝐾𝑑𝑘

]
=

[
Φ𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1𝐹𝑘 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1𝐻𝑘

)
Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1 Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1 Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

]
.

(3.45)
Substituindo (3.45) em (3.16) resulta na seguinte lei de controle ótima para sistemas com

ação integral sujeitos a distúrbios externos

𝑢∗𝑘 = −
(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘

)
, (3.46)

que corresponde a (3.31).

2) Equação de estado
A solução ótima 𝑥∗𝑘+1 apresentada no Teorema 3.2.1 é obtida substituindo (3.46) na

equação de estado do sistema (1.4), da seguinte forma

𝑥∗𝑘+1 = 𝐹𝑘𝑥𝑘 + 𝐺𝑘𝑢
∗
𝑘 + 𝐸𝑘𝑑𝑘

= 𝐹𝑘𝑥𝑘 − 𝐺𝑘

(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘

)
+ 𝐸𝑘𝑑𝑘 , (3.47)

resultando em

𝑥∗𝑘+1 =
(
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
𝑥𝑘 − 𝐺𝑘

(
𝐾ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘

)
+
(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

)
𝑑𝑘 (3.48)
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ou

𝑥∗𝑘+1 =

[ (
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
−𝐺𝑘𝐾

ϵ
𝑘 −𝐺𝑘𝐾

𝑟
𝑘

(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

) ] 
𝑥𝑘

ϵ𝑘

𝑟𝑘

𝑑𝑘


. (3.49)

A partir de (3.49) pode-se fazer as seguintes identificações

S𝑘 =
[ (
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
−𝐺𝑘𝐾

ϵ
𝑘 −𝐺𝑘𝐾

𝑟
𝑘

(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

) ]
,

que correspondem a (3.40).
3) Solução para a equação de Riccati

Como, por hipótese, P𝑘 = P𝑇𝑘 � 0, Q𝑘 = Q𝑇𝑘 � 0, a substituição de (3.28) e (3.30) na
solução por equação de Riccati (2.6) resulta em

𝑃𝑥𝑘 𝑃𝑥ϵ𝑘 𝑃𝑥𝑟𝑘 𝑃𝑥𝑑𝑘

𝑃ϵ𝑥
𝑘 𝑃ϵ

𝑘 𝑃𝑒𝑟𝑘 𝑃𝑒𝑑𝑘

𝑃𝑟𝑥𝑘 𝑃𝑟ϵ𝑘 𝑃𝑟𝑘 𝑃𝑟𝑑𝑘

𝑃𝑑𝑥𝑘 𝑃𝑑ϵ𝑘 𝑃𝑑𝑟𝑘 𝑃𝑑𝑘


=


𝛼 𝛽 𝛽 𝜒

𝛽𝑇 𝛿 𝛿 𝜑

𝛽𝑇 𝛿 𝛿 𝜑

𝜒𝑇 𝜑𝑇 𝜑𝑇 𝛾


+


𝑄𝑥𝑘 0 0 0
0 𝑄ϵ

𝑘 0 0
0 0 𝑄𝑟𝑘 0
0 0 0 𝑄𝑑

𝑘


, (3.50)

sendo

𝛼 =

(
𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1

𝑇 − 𝑃𝑥ϵ𝑘+1
𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

))
𝐹𝑘 (3.51)

−
(
𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃𝑒𝑘+1 − 𝑃

𝑥𝑒
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥𝑒
𝑘+1

))
𝐻𝑘 , (3.52)

𝛽 = 𝐹𝑇𝑘
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥𝑒
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥𝑒
𝑘+1

)
, (3.53)

𝜒 =

(
𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1

𝑇 − 𝑃𝑥ϵ𝑘+1
𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

))
𝐸𝑘 , (3.54)

𝛿 =

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥𝑒
𝑘+1

)
, (3.55)

𝜑 =

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1

𝑇 − 𝑃𝑥ϵ𝑘+1
𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐸𝑘 , (3.56)

𝛾 = 𝐸𝑇𝑘
(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐸𝑘 . (3.57)

A Figura 6 mostra o diagrama de blocos para a solução fornecida pelo Teorema 3.2.1, em
que 𝑢∗𝑘 é dado por (3.31). Com relação à formulação clássica do LQI (Figura 4), essa solução
deve fornecer uma melhor resposta do sistema caso exista 𝑑𝑘 ≠ 0 para algum 𝑘 ∈ [0, 𝑁].

Observação 3.2.1. Os ganhos 𝐾𝑥𝑘 e 𝐾𝜖𝑘 bem como as matrizes 𝑃𝑥 , 𝑃ϵ e 𝑃𝑥ϵ apresentados no
Teorema 3.2.1 são iguais aos da formulação clássica em (2.36) a (2.40). Assim, não havendo
distúrbio no sistema, ou seja, 𝑑𝑘 = 0, a formulação proposta no Teorema 3.2.1 é igual à do LQI
clássico apresentado na Seção 2.3.
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Figura 6 – Sistema espaço de estados com ação integral e rejeição de distúrbios

O Algoritmo 2 mostra a implementação do Teorema 3.2.1. Conforme já estabelecido
pela Observação 3.2.1, nota-se nesse algoritmo que as operações realizadas são semelhantes à
solução clássica do LQI apresentada na Seção 2.3, diferindo apenas pelo cálculo dos termos, 𝐾𝑑𝑘
e 𝐾𝑟𝑘 , sendo este último igual a 𝐾𝜖𝑘 e o primeiro obtido da mesma maneira que no Algoritmo 1.
Assim, não ocorrem aumentos significativos no grau de dificuldade de implementação nem no
tempo de cômputo da solução 𝑢𝑘 com relação ao LQI clássico.

Algoritmo 2: Algoritmo LQIED
Dados iniciais: 𝑄𝑥𝑘 � 0, 𝑄𝜖𝑘 � 0, 𝑅𝑘 � 0, 𝐹𝑘 ,𝐺𝑘 ,𝐸𝑘 , 𝐻𝑘 , 𝑟𝑘 , 𝑑𝑘 , conhecidos para
todo 𝑘 ∈ [0, 𝑁], 𝑃𝑥𝑁+1 � 0, 𝑃𝑥𝜖𝑁+1 � 0, 𝑃𝜖𝑁+1 � 0, 𝑥0 𝜖0 = 0 e 𝑁 .

for 𝑘 = 𝑁 to 0 do

Φ𝑘 ←
(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺𝑘

)−1
𝐺𝑇𝑘

Ψ𝑘 ← 𝐺𝑘Φ𝑘

𝐾𝑥𝑘 ← Φ𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1𝐹𝑘 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1𝐻𝑘

)
𝐾ϵ
𝑘 ← Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝐾𝑟𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥ϵ
𝑘+1

𝐾𝑑𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥
𝑘+1𝐸𝑘

𝑃𝑥𝑘 ←
(
𝐹𝑇𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1

𝑇 − 𝑃𝑥ϵ𝑘+1
𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

))
𝐹𝑘 −(

𝐹𝑇𝑘
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

))
𝐻𝑘 +𝑄𝑥𝑘

𝑃𝑥ϵ𝑘 ← 𝐹𝑇𝑘
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇𝑘

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
𝑃ϵ
𝑘 =

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
+𝑄ϵ

𝑘

end
for 𝑘 = 0 to 𝑁 do

𝑢∗𝑘 ← −
(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘

)
𝑥∗𝑘+1 ←

(
𝐹𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑥
𝑘

)
𝑥𝑘 − 𝐺𝑘

(
𝐾ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘

)
+
(
𝐸𝑘 − 𝐺𝑘𝐾

𝑑
𝑘

)
𝑑𝑘

ϵ𝑘+1 ← ϵ𝑘 + 𝑟𝑘 − 𝐻𝑘𝑥𝑘
end
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Observação 3.2.2. Note que a lei de controle ótima (3.46) depende apenas de 𝑃𝑥𝑘+1 e 𝑃𝑥ϵ𝑘+1 e
estes dependem apenas deles mesmos e de 𝑃ϵ

𝑘+1 nas suas recursões. Dessa maneira, as linhas e
colunas 3 e 4 da matriz aumentada P𝑘 , bem como 𝑄𝑟𝑘 e 𝑄𝑑

𝑘 (3.30), não têm influência sobre a
resposta do sistema em malha fechada, sendo utilizados apenas para garantir o adequamento das
dimensões das matrizes e obtenção da solução para o sistema aumentado através das identidades
(3.28).

A observação acima decorre das duas linhas de zeros em (3.28) pois, assim como na
seção anterior, assume-se que os distúrbios futuros 𝑑𝑘+𝑖, com 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑁 , são desconhecidos e
não podem ser manipulados como as entradas de controle 𝑢𝑘 . Além disso, são independentes de
𝑥𝑘 , ϵ𝑘 , 𝑟𝑘 e 𝑑𝑘 . O mesmo vale para as entradas 𝑟𝑘+𝑖. Embora estas sejam variáveis conhecidas em
sua essência, tratá-las dessa maneira permite uma abordagem mais geral do regulador com ação
integral sobre qualquer tipo de entrada.

Vale ressaltar que o tipo do sistema é aumentado em um pela inclusão de uma ação
integral (NISE, 2012). De acordo com a Definição 2.3.6 isso garante erro nulo em regime
permanente para entradas degrau. Para outros tipos de entrada não há essa garantia. Maiores
informações sobre erro em regime permanente podem ser consultadas em Nise (2012).

Proposição 3.2.1. Sejam P𝑁+1 = P𝑇𝑁+1 � 0, Q𝑘 = Q𝑇𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 � 0 conhecidas, o resultado
apresentado no Teorema 3.2.1 pode ser igualmente obtido ao utilizar o sistema aumentado (3.28)
diretamente em (2.19), resultando na seguinte solução[

𝑥∗𝑘+1
𝑢∗𝑘

]
=

[
S𝑘
K𝑘

]
X𝑘 , (3.58)

em que S𝑘 e K𝑘 são obtidos através da seguinte recursão


S𝑘
K𝑘
P𝑘

 =


0 0 0
0 0 0
0 0 −𝐼
0 0 F𝑘
𝐼 0 0
0 𝐼 0



𝑇 

P𝑘+1−1 0 0 0 𝐼 0
0 𝑅−1

𝑘 0 0 0 𝐼

0 0 Q−1
𝑘 0 0 0

0 0 0 0 𝐼 −G𝑘
𝐼 0 0 𝐼 0 0
0 𝐼 0 −G𝑇𝑘 0 0



−1 

0
0
−𝐼
F𝑘
0
0


. (3.59)

Demonstração. Direta pela equivalência entre a solução aumentada apresentada em (3.31) -
(3.33) e a solução clássica do LQR em (2.4) - (2.6) e pelo estabelecido no Lema 2.2.1.

Novamente, a vantagem da utilização da Proposição 3.1.1 em relação ao Teorema 3.1.1,
embora os resultados de ambos os métodos sejam iguais, consiste em permitir a abordagem de
sistemas sujeitos a incertezas paramétricas em trabalhos futuros.
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4 REGULADOR LINEAR GAUSSIANO

Neste capítulo serão apresentados o filtro de Kalman padrão (KF), o filtro de Kalman
para sistemas com entradas desconhecidas (KFUI) e o princípio da separação. Esses fundamentos
são de grande importância por permitirem a utilização dos controladores propostos no capítulo
anterior nos casos em que não é possível medir as variáveis de estado e/ou distúrbios externos.

4.1 Filtro de Kalman

Seja o sistema espaço de estados discreto, linear e invariante no tempo dado por

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑥𝑘 + 𝐺𝑢𝑘 + 𝑤𝑘 , (4.1a)

𝑦𝑘+1 = 𝐻𝑥𝑘+1 + 𝑣𝑘 . (4.1b)

De acordo com Franklin et al. (1998), estimativas ótimas 𝑥𝑘 podem ser calculadas a partir
de (4.2) a (4.5),

Π𝑘 = 𝑀𝑘 − 𝑀𝑘𝐻
𝑇
(
𝐻𝑀𝑘𝐻

𝑇 +𝑉
)−1

𝐻𝑀𝑘 , (4.2)

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 + Π𝑘𝐻
𝑇𝑉−1 (𝑦𝑘 − 𝐻𝑥𝑘 ) , (4.3)

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑥𝑘 + 𝐺𝑢𝑘 , (4.4)

𝑀𝑘+1 = 𝐹Π𝑘𝐹
𝑇 +𝑊, (4.5)

onde Π𝑘 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑀𝑘 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑊 ∈ R𝑛×𝑛 e 𝑉 ∈ R𝑝×𝑝 são, respectivamente, as seguintes
covariâncias

Π𝑘 = E
{
(𝑥 − 𝑥) (𝑥 − 𝑥)𝑇

}
, (4.6)

𝑀𝑘 = E
{
𝑥𝑘𝑥

𝑇
𝑘

}
, (4.7)

𝑊 = E
{
𝑤𝑘𝑤

𝑇
𝑘

}
, (4.8)

𝑉 = E
{
𝑣𝑘𝑣

𝑇
𝑘

}
. (4.9)

Maiores detalhes sobre o KF podem ser encontrados em Franklin et al. (1998), Kailath et
al. (2000), Ostertag e Goyena (2011), Aguirre (2015) e Lewis et al. (2007).
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O valor de um possível distúrbio 𝑑𝑘 agindo sobre o sistema estará armazenado em 𝑥𝑘 e,
consequentemente, será associado a 𝑥𝑘 . Porém, para a aplicação dos reguladores propostos no
capitulo anterior é necessária a estimativa 𝑑𝑘 , que será multiplicada por um ganho 𝐾𝑑𝑘 na lei de
controle para a obtenção de uma melhor resposta do sistema. Por isso, será utilizado o KFUI
apresentado a seguir.

4.2 Filtro de Kalman para Sistemas Sujeitos a Entradas Desconhecidas

O KFUI, proposto por Darouach et al. (1995), é uma abordagem do KF que é capaz
de estimar tanto os estados do sistema quanto entradas desconhecidas (distúrbios externos não
mensuráveis) que afetam o mesmo.

Considere o sistema discreto, estocástico, linear e invariante no tempo representado por

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑥𝑘 + 𝐺𝑢𝑘 + 𝐸𝑑𝑘 + 𝑤𝑘 , (4.10a)

𝑦𝑘+1 = 𝐻𝑥𝑘+1 + 𝑣𝑘 , (4.10b)

onde 𝑑𝑘 ∈ R𝑞 é um vetor de entradas desconhecidas e 𝐸 ∈ R𝑛×𝑞 é o parâmetro das entradas
desconhecidas.

De acordo com Darouach et al. (1995) as estimativas ótimas dos estados e da entrada
desconhecida são dadas por (4.11) a (4.13),

𝑥𝑘 |𝑘 = 𝐹𝑥𝑘 |𝑘 + 𝐺𝑢𝑘 , (4.11)

𝑥𝑘+1|𝑘+1 = 𝑥𝑘 |𝑘 + 𝐸𝑑𝑘 |𝑘+1 + L𝑥𝑘+1
[
𝑦𝑘+1 − 𝐻

(
𝑥𝑘 |𝑘 + 𝐸𝑑𝑘 |𝑘+1

)]
, (4.12)

𝑑𝑘 |𝑘+1 = L𝑑𝑘+1
(
𝑦𝑘+1 − 𝐻𝑥𝑘 |𝑘

)
, (4.13)

onde 𝑥 e 𝑑 são as estimativas dos estados e da entrada desconhecida, respectivamente e os ganhos
L𝑥𝑘+1 e L𝑑𝑘+1 são dados por

L𝑥𝑘+1 =

(
𝑀−1
𝑘 |𝑘 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1

𝐻𝑇𝑉−1, (4.14)

L𝑑𝑘+1 = Π𝑑𝑥
𝑘+1|𝑘+1𝐻

𝑇𝑉−1, (4.15)

com
𝑀𝑘 |𝑘 = 𝐹Π

𝑥
𝑘 |𝑘𝐹

𝑇 +𝑊 , (4.16)

Π𝑑𝑥
𝑘+1|𝑘+1 = Π𝑑

𝑘 |𝑘+1𝐸
𝑇𝑀−1

𝑘 |𝑘

(
𝑀−1
𝑘 |𝑘 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1

, (4.17)



Capítulo 4. REGULADOR LINEAR GAUSSIANO 29

Π𝑑
𝑘 |𝑘+1 =

(
𝐸𝑇𝐻𝑇

(
𝑉 + 𝐻𝑀𝑘 |𝑘𝐻

𝑇
)−1

𝐻𝐸

)−1
, (4.18)

Π𝑥
𝑘+1|𝑘+1 =

(
𝑀−1
𝑘 |𝑘 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1
+ Π𝑥𝑑

𝑘+1|𝑘+1

(
Π𝑑
𝑘 |𝑘+1

)−1
Π𝑑𝑥
𝑘+1|𝑘+1, (4.19)

em que Π𝑥 ∈ R𝑛×𝑛 é a matriz de covariância do erro da estimativa dos estados, Π𝑑 ∈ R𝑞×𝑞 é a
matriz de covariância do erro da estimativa da entrada desconhecida e Π𝑑𝑥 ∈ R𝑞×𝑛 é a matriz de
covariância do erro cruzado da estimativa dos estados e da entrada desconhecida (Π𝑥𝑑 =

(
Π𝑑𝑥

)𝑇
).

4.3 Regulador Linear Gaussiano para Sistemas com Entradas Desconhe-
cidas

O princípio da separação afirma que as otimizações do controle e das estimativas
realizadas pelo filtro de Kalman podem ser tratados como dois problemas distintos (OSTERTAG;
GOYENA, 2011). Assim, é possível utilizar os controladores LQRED e LQIED propostos no
Capítulo 3 (sistemas sem ruídos) substituindo nas leis de controle (3.18) e (3.46) as variáveis de
estado 𝑥𝑘 e os distúrbios externos 𝑑𝑘 por suas respectivas estimativas filtradas 𝑥𝑘 e 𝑑𝑘 obtidas
através do KFUI. Dessa maneira, as proposições a seguir estabelecem dois novos controladores
para sistemas com entradas desconhecidas.

Proposição 4.3.1. A combinação entre o LQRED e o KFUI constitui o Regulador Linear
Gaussiano para Sistemas com Entradas Desconhecidas (LQGUI, Linear Quadratic Gaussian
with Unknow Inputs)

O algoritmo a seguir apresenta a implementação do LQGUI. Por consequência do princí-
pio da separação, o primeiro laço de repetição, onde são calculados os ganhos do controlador, é o
mesmo do LQRED no Algoritmo 1, embora os parâmetros 𝐹, 𝐺, 𝐸 , 𝐻 devam ser invariantes
no tempo. No segundo laço de repetição é incluída a parte da filtragem em que obtém-se as
estimativas de 𝑥 e 𝑑 para serem utilizadas com os ganhos previamente calculados.
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Algoritmo 3: Algoritmo LQGUI
Dados iniciais: 𝑄𝑥𝑘 � 0 e 𝑅𝑘 � 0 conhecidos para todo 𝑘 ∈ [0, 𝑁], 𝐹, 𝐺, 𝐸 , 𝐻,
𝑃𝑥𝑁+1 � 0, 𝑉 � 0,𝑊 � 0, Π𝑥0|0 � 0, 𝑥0, 𝑦0, 𝑢0 e 𝑁 .

for 𝑘 = 𝑁 to 0 do

Φ𝑘 ←
(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑃𝑥𝑘+1𝐺

)−1
𝐺𝑇

𝐾𝑥𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥
𝑘+1𝐹

𝐾𝑑𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥
𝑘+1𝐸

𝑃𝑥𝑘 ← 𝐹𝑇
(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1𝐺Φ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
𝐹

end
for 𝑘 = 0 to 𝑁 do

𝑦𝑘 ← 𝐻𝑥𝑘

𝑥𝑘−1 ← 𝐹𝑥𝑘−1 + 𝐺𝑢∗𝑘−1
𝑀𝑘−1 ← 𝐹Π𝑥𝑘−1𝐹

𝑇 +𝑊

Π𝑑
𝑘−1 ←

(
𝐸𝑇𝐻𝑇

(
𝑉 + 𝐻𝑀𝑘−1𝐻

𝑇
)−1

𝐻𝐸

)−1

Π𝑑𝑥
𝑘 ← Π𝑑

𝑘−1𝐸
𝑇𝑀−1

𝑘−1

(
𝑀−1
𝑘−1 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1

Π𝑥𝑑𝑘 ←
(
Π𝑑𝑥
𝑘

)𝑇
Π𝑥𝑘 ←

(
𝑀−1
𝑘−1 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1
+ Π𝑥𝑑𝑘

(
Π𝑑
𝑘−1

)−1
Π𝑑𝑥
𝑘

L𝑥𝑘 ←
(
𝑀−1
𝑘−1 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1

𝐻𝑇𝑉−1

L𝑑𝑘 ← Π𝑑𝑥
𝑘 𝐻

𝑇𝑉−1

𝑑𝑘−1 ← L𝑑𝑘 (𝑦𝑘 − 𝐻𝑥𝑘−1)
𝑥𝑘 ← 𝑥𝑘−1 + 𝐸𝑑𝑘−1 + L𝑥𝑘

[
𝑦𝑘 − 𝐻

(
𝑥𝑘−1 + 𝐸𝑑𝑘−1

)]
𝑢∗𝑘 ← −

(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘−1

)
𝑥∗𝑘+1 ←

(
𝐹 − 𝐺𝐾𝑥𝑘

)
𝑥𝑘 +

(
𝐸 − 𝐺𝐾𝑑𝑘

)
𝑑𝑘−1

end

Proposição 4.3.2. A combinação entre o LQIED e o KFUI constitui o Regulador Linear
Gaussiano com Ação Integral para Sistemas com Entradas Desconhecidas (LQGUI-I, Linear
Quadratic Gaussian with Integral Action and Unknow Inputs)

A implementação do LQGUI-I pode ser realizada pelo algoritmo a seguir. Devido ao
princípio da separação, o laço de repetição para o cálculo dos ganhos é o mesmo do LQIED no
Algoritmo 2, porém os parâmetros 𝐹, 𝐺, 𝐸 , 𝐻 são invariantes no tempo. No segundo laço de
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repetição encontram-se as etapas de filtragem e aplicação do controle.
Algoritmo 4: Algoritmo LQGUI-I

Dados iniciais: 𝑄𝑥𝑘 � 0, 𝑄𝑒
𝑘 � 0, 𝑅𝑘 � 0, 𝑟𝑘 conhecidos para todo 𝑘 ∈ [0, 𝑁],

𝜖0 = 0, 𝐹, 𝐺, 𝐸 , 𝐻, 𝑃𝑥𝑁+1 � 0, 𝑃𝑥𝑒𝑁+1 � 0, 𝑃𝑒𝑁+1 � 0, 𝑉 � 0,𝑊 � 0, Π𝑥0|0 � 0, 𝑥0,
𝑑−1 e 𝑁 .

for 𝑘 = 𝑁 to 0 do

Φ𝑘 ←
(
𝑅𝑘 + 𝐺𝑇𝑃𝑥𝑘+1𝐺

)−1
𝐺𝑇

Ψ𝑘 ← 𝐺Φ𝑘

𝐾𝑥𝑘 ← Φ𝑘

(
𝑃𝑥𝑘+1𝐹 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1𝐻

)
𝐾ϵ
𝑘 ← Φ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝐾𝑟𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥ϵ
𝑘+1

𝐾𝑑𝑘 ← Φ𝑘𝑃
𝑥
𝑘+1𝐸

𝑃𝑥𝑘 ←
(
𝐹𝑇

(
𝑃𝑥𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇

(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1

𝑇 − 𝑃𝑥ϵ𝑘+1
𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥
𝑘+1

))
𝐹 −(

𝐹𝑇
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

))
𝐻 +𝑄𝑥𝑘

𝑃𝑥ϵ𝑘 ← 𝐹𝑇
(
𝑃𝑥ϵ𝑘+1 − 𝑃

𝑥
𝑘+1Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
− 𝐻𝑇

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
𝑃ϵ
𝑘 =

(
𝑃ϵ
𝑘+1 − 𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

𝑇
Ψ𝑘𝑃

𝑥ϵ
𝑘+1

)
+𝑄ϵ

𝑘

end
for 𝑘 = 0 to 𝑁 do

𝑦𝑘 ← 𝐻𝑥𝑘

𝑥𝑘−1 ← 𝐹𝑥𝑘−1 + 𝐺𝑢∗𝑘−1
𝑀𝑘−1 ← 𝐹Π𝑥𝑘−1𝐹

𝑇 +𝑊

Π𝑑
𝑘−1 ←

(
𝐸𝑇𝐻𝑇

(
𝑉 + 𝐻𝑀𝑘−1𝐻

𝑇
)−1

𝐻𝐸

)−1

Π𝑑𝑥
𝑘 ← Π𝑑

𝑘−1𝐸
𝑇𝑀−1

𝑘−1

(
𝑀−1
𝑘−1 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1

Π𝑥𝑑𝑘 ←
(
Π𝑑𝑥
𝑘

)𝑇
Π𝑥𝑘 ←

(
𝑀−1
𝑘−1 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1
+ Π𝑥𝑑𝑘

(
Π𝑑
𝑘−1

)−1
Π𝑑𝑥
𝑘

L𝑥𝑘 ←
(
𝑀−1
𝑘−1 + 𝐻

𝑇𝑉−1𝐻
)−1

𝐻𝑇𝑉−1

L𝑑𝑘 ← Π𝑑𝑥
𝑘 𝐻

𝑇𝑉−1

𝑑𝑘−1 ← L𝑑𝑘 (𝑦𝑘 − 𝐻𝑥𝑘−1)
𝑥𝑘 ← 𝑥𝑘−1 + 𝐸𝑑𝑘−1 + L𝑥𝑘

[
𝑦𝑘 − 𝐻

(
𝑥𝑘−1 + 𝐸𝑑𝑘−1

)]
𝑢∗𝑘 ← −

(
𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘 + 𝐾

ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘 + 𝐾

𝑑
𝑘 𝑑𝑘−1

)
𝑥∗𝑘+1 ←

(
𝐹 − 𝐺𝐾𝑥𝑘

)
𝑥𝑘 − 𝐺

(
𝐾ϵ
𝑘ϵ𝑘 + 𝐾

𝑟
𝑘𝑟𝑘

)
+
(
𝐸 − 𝐺𝐾𝑑𝑘

)
𝑑𝑘−1

ϵ𝑘+1 ← ϵ𝑘 + 𝑟𝑘 − 𝐻𝑥𝑘
end
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Observação 4.3.1. Como pode ser observado em (4.13) e nos Algoritmos 3 e 4, o KFUI possui
um atraso na obtenção da estimativa 𝑑𝑘 . Isso terá um impacto negativo nos controladores
gaussianos, pois o sistema não terá uma ação de controle adequada nos instantes em que 𝑑𝑘
apresentar variações.

As soluções encontradas na literatura para o problema apresentado na Observação
4.3.1 exigem que o modelo em espaço de estados da Equação 1.4 tenha uma segunda matriz
de parâmetros para as entradas desconhecidas na Equação (1.4b) (DAROUACH et al., 2003;
GILLĲNS; De Moor, 2007; CHENG et al., 2009; PAN et al., 2011; PAN et al., 2015) e, até onde
vai o conhecimento do autor, não foi encontrado na literatura um modelo equivalente para os
sistemas tratados no Capítulo 5 a seguir.
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5 MODELAGEM E SIMULAÇÕES

Neste capítulo serão apresentados os modelos matemáticos do painel fotovoltaico e do
conversor cc-cc do tipo boost, sendo este último um modelo em espaço de estados com distúrbios
externos. Em seguida são realizados algumas simulações numéricas utilizando o modelo obtido
para o conversor e os controladores propostos nos Capítulos 3 e 4. Nestes exemplos são feitas
comparações com métodos de rejeição de distúrbios encontrados na literatura.

5.1 Modelagem Matemática de um Painel Fotovoltaico

O funcionamento de um painel fotovoltaico é caracterizado pelas suas curvas corrente
× tensão e potência × tensão, as quais têm comportamento conforme apresentado na Figura 7.
Alguns pontos importantes são observados nessas curvas: a corrente de curto-circuito, a tensão
de circuito aberto e o ponto de máxima potência.
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Figura 7 – Curvas de um painel fotovoltaico: (a) Corrente × Tensão, (b) Potência × Tensão

Para cada valor de irradiância solar e temperatura que incidir sobre o painel haverá um
par distinto dessas curvas características, fazendo com que os pontos mencionados (em especial
o ponto de máxima potência) sejam alterados. Esse fato pode ser melhor observado nas Figuras
8 e 9, onde a curva de potência e o valor de máxima potência variam com a irradiância e a
temperatura, respectivamente.
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Figura 8 – Variação da curva de potência fornecida por um painel fotovoltaico em função da
irradiância
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Figura 9 – Variação da curva de potência fornecida por um painel fotovoltaico em função da
temperatura

O circuito em modelo de um diodo para uma célula fotovoltaica é baseado em uma
fonte 𝑖𝑔 (𝑡), cuja corrente depende da irradiância 𝑔(𝑡) e da temperatura 𝑇 (𝑡) que incidem sobre a
superfície da célula em um instante de tempo 𝑡 (TIAN et al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN;
NGUYEN, 2015). Tal circuito é apresentado na Figura 10.

Figura 10 – Circuito equivalente da célula fotovoltaica.

A Lei de Kirchoff das correntes para esse circuito fornece a Equação (5.1), mostrando
que a corrente 𝑖𝑔 (𝑡) se divide em três parcelas: 𝑖𝑑 (𝑡), que passa pelo diodo, 𝑖𝑠ℎ (𝑡), que passa pelo
resistor 𝑅𝑠ℎ, e 𝑖𝑝ℎ (𝑡), que é a corrente fornecida pela célula.

𝑖𝑔 (𝑡) = 𝑖𝑑 (𝑡) + 𝑖𝑠ℎ (𝑡) + 𝑖𝑝ℎ (𝑡). (5.1)
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A corrente gerada 𝑖𝑔 (𝑡) se relaciona com a temperatura e a irradiância de acordo com
(TIAN et al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

𝑖𝑔 (𝑡) =
𝑔(𝑡)
𝑔𝑟

[
𝐼𝑠𝑐 + 𝛼𝐼𝑠𝑐 (𝑇 (𝑡) − 𝑇𝑟)

]
, (5.2)

onde 𝑔𝑟 é a irradiância solar de referência, geralmente 1000 W/m2 ; 𝑇𝑟 é a temperatura de
referência, 298 K; 𝐼𝑠𝑐 é a corrente de curto-circuito da célula fotovoltaica nas condições de
referência (1000 W/m2 e 298 K); e 𝛼𝐼𝑠𝑐 é o coeficiente de temperatura da corrente de curto-circuito
dado em A/°C.

A corrente 𝑖𝑑 (𝑡) que circula pelo diodo apresenta um decaimento exponencial à medida
que a tensão 𝑣𝑝ℎ (𝑡) aumenta e é afetada pela temperatura sobre a célula. O valor de 𝑖𝑑 (𝑡) é dado
por (TIAN et al., 2012; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

𝑖𝑑 (𝑡) = 𝐼0(𝑡)
[
exp

(
𝑞
(
𝑣𝑝ℎ (𝑡) + 𝑖𝑝ℎ (𝑡)𝑅𝑠

)
𝑎𝐵𝑇𝑟

)
− 1

]
, (5.3)

onde 𝑞 é a carga de um elétron, 1,60x10-3 C; 𝑎 é o fator de idealização do diodo; 𝐵 é a constante
de Boltzmann, 1,38x10-38 J/K; 𝐼0 é a corrente de saturação reversa do diodo, dada por (TIAN et
al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

𝐼0(𝑡) = 𝐼0𝑟
(
𝑇 (𝑡)
𝑇𝑟

)3
exp

[
𝑞𝑉𝑔

𝑎𝐵

(
1
𝑇𝑟
− 1
𝑇 (𝑡)

)]
, (5.4)

sendo𝑉𝑔 a tensão de folga de banda e 𝐼0𝑟 é a corrente de saturação reversa do diodo nas condições
de referência.

Por último, a corrente 𝑖𝑠ℎ (𝑡) é calculada por

𝑖𝑠ℎ (𝑡) =
𝑣𝑝ℎ (𝑡) + 𝑖𝑝ℎ (𝑡)𝑅𝑠

𝑅𝑠ℎ
. (5.5)

As equações acima podem ser generalizadas para painéis fotovoltaicos, onde são dispostas
𝑁𝑆 células em série e 𝑁𝑃 células em paralelo, assim como apresentado na Figura 11.

Figura 11 – Circuito equivalente de um painel fotovoltaico.
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Com isso, a corrente fornecida por um painel fotovoltaico pode ser calculada a partir da
seguinte equação (TIAN et al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

𝑖𝑝ℎ (𝑡) = 𝑁𝑝𝑖𝑔 (𝑡) − 𝑁𝑝𝑖′𝑑 (𝑡) −
𝑁𝑝

𝑅𝑠ℎ

(
𝑣𝑝ℎ (𝑡)
𝑁𝑆

+
𝑖𝑝ℎ (𝑡)𝑅𝑠
𝑁𝑃

)
, (5.6)

onde 𝑖′𝑑 (𝑡) é dada por

𝑖′𝑑 (𝑡) = 𝐼0(𝑡)


exp

©«
𝑞

(
𝑣𝑝ℎ (𝑡)
𝑁𝑠

+
𝑖𝑝ℎ (𝑡)𝑅𝑠
𝑁𝑝

)
𝑎𝐵𝑇𝑟

ª®®®®¬
− 1


(5.7)

e 𝐼0𝑟 pode ser calculada de acordo com (NGUYEN; NGUYEN, 2015)

𝐼0𝑟 =
𝐼𝑠𝑐

exp
(
𝑞𝑉𝑜𝑐

𝑎𝐵𝑇𝑟𝑁𝑆

)
− 1

. (5.8)

Substituindo (5.2) em (5.6) e resolvendo para 𝑔(𝑡) obtém-se uma forma analítica para se
calcular a irradiância da seguinte maneira

𝑔(𝑡) =
[
𝑖𝑝ℎ (𝑡)
𝑁𝑝

+ 𝑖′𝑑 (𝑡) +
1
𝑅𝑠ℎ

(
𝑣𝑝ℎ (𝑡)
𝑁𝑆

+
𝑖𝑝ℎ (𝑡)𝑅𝑠
𝑁𝑃

)]
× 𝑔𝑟

𝐼𝑠𝑐 + 𝛼𝐼𝑠𝑐 (𝑇 (𝑡) − 𝑇𝑟)
. (5.9)

5.2 Modelagem do Conversor Boost Conectado a um Painel Fotovoltaico

As aplicações desenvolvidas fornecem uma metodologia para sistemas de geração
fotovoltaica que apresentam uma etapa de conversão. Será empregado o conversor boost, o qual
funciona como elevador de tensão e cujo circuito é apresentado na Figura 12 juntamente com o
circuito equivalente do painel fotovoltaico (veja Figura 11).

Figura 12 – Painel fotovoltaico conectado ao conversor boost

A teoria acerca dos conversores básicos (buck, boost, buck-boost, entre outros) já é
consolidada e pode ser encontrada em Erickson e Maksimović (2001). Entretanto, a modelagem
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aqui apresentada tem como objetivo mostrar de que maneira o conversor boost está sujeito a
distúrbios externos. A metodologia pode ser analogamente aplicada a outros tipos de conversores.

A tensão 𝑣𝑝ℎ (𝑡) e a corrente 𝑖𝑝ℎ (𝑡) de saída do painel fotovoltaico correspondem à tensão
e corrente de entrada do conversor, respectivamente. Assim, a tensão 𝑣𝑜 (𝑡) na saída do conversor
também está sujeita às variações da irradiância.

A modelagem matemática do conversor é realizada em duas etapas. Na primeira, ilustrada
na Figura 13, a chave 𝑆 está em condução. Pela Lei de Kirchoff das tensões obtém-se a Equação
(5.10a) e como 𝑖𝑐 (𝑡) = −𝑖𝑜 (𝑡) tem-se a Equação (5.10b) com 𝑣𝑐 (𝑡) = 𝑣𝑜 (𝑡).

Figura 13 – Primeira etapa de operação do conversor boost.

𝐿
𝑑

𝑑𝑡
𝑖𝑝ℎ (𝑡) = 𝑣𝑝ℎ (𝑡). (5.10a)

𝐶
𝑑

𝑑𝑡
𝑣𝑜 (𝑡) = −

𝑣𝑜 (𝑡)
𝑅

. (5.10b)

Na segunda etapa, a chave 𝑆 está em bloqueio e o circuito se apresenta conforme ilustrado
na Figura 14. Pela Lei de Kirchoff das tensões obtém-se a Equação (5.11a) e pela Lei de Kirchoff
das correntes tem-se a Equação (5.11b).

Figura 14 – Segunda etapa de operação do conversor boost.
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𝐿
𝑑

𝑑𝑡
𝑖𝑝ℎ (𝑡) = 𝑣𝑝ℎ (𝑡) − 𝑣𝑜 (𝑡). (5.11a)

𝐶
𝑑

𝑑𝑡
𝑣𝑜 (𝑡) = 𝑖𝑝ℎ (𝑡) −

𝑣𝑜 (𝑡)
𝑅

. (5.11b)

A mudança de estado da chave 𝑆 ocorre através da aplicação de um sinal de onda quadrada
à mesma. Sendo 𝑇𝑠 o período desse sinal de chaveamento, define-se a razão cíclica 𝑢𝑐 (𝑡) como
sendo a razão entre o tempo 𝑇𝑜𝑛 em que a chave permanece em condução e 𝑇𝑠, conforme a
Equação (5.12). O valor de 𝑢𝑐 (𝑡), que varia entre 0 e 1, é comumente alterado através da técnica
de PWM (Pulse Width Modulation) (ERICKSON; MAKSIMOVIĆ, 2001).

𝑢𝑐 (𝑡) =
𝑇𝑜𝑛

𝑇𝑠
. (5.12)

O comportamento do conversor para um ciclo completo de operação pode ser obtido
através da média ponderada, com relação a 𝑇𝑠, das duas etapas de operação do conversor
(Equações (5.10) e (5.11)). Essa média fornece as seguintes equações

𝐿
𝑑

𝑑𝑡
𝑖𝑝ℎ (𝑡) = 𝑣𝑝ℎ (𝑡) − [1 − 𝑢𝑐 (𝑡)] 𝑣𝑜 (𝑡), (5.13)

𝐶
𝑑

𝑑𝑡
𝑣𝑜 (𝑡) = [1 − 𝑢𝑐 (𝑡)] 𝑖𝑝ℎ (𝑡) −

𝑣𝑜 (𝑡)
𝑅

. (5.14)

Os sinais 𝑖𝑝ℎ (𝑡), 𝑣𝑜 (𝑡), 𝑣𝑝ℎ (𝑡) e 𝑢𝑐 (𝑡) apresentam uma pequena oscilação em torno de
um valor médio (ponto de operação). Dessa maneira, pode-se reescrever esses sinais a partir das
seguintes somas (ERICKSON; MAKSIMOVIĆ, 2001)

𝑖𝑝ℎ (𝑡) = 𝐼𝑝ℎ + 𝑖𝑝ℎ (𝑡), (5.15)

𝑣𝑜 (𝑡) = 𝑉𝑜 + �̃�𝑜 (𝑡), (5.16)

𝑣𝑝ℎ (𝑡) = 𝑉𝑝ℎ + �̃�𝑝ℎ (𝑡), (5.17)

𝑢𝑐 (𝑡) = 𝑈𝑐 + �̃�𝑐 (𝑡), (5.18)

onde 𝐼𝑝ℎ, 𝑉𝑜, 𝑉𝑝ℎ e𝑈𝑐 são os valores médios de 𝑖𝑝ℎ (𝑡), 𝑣𝑜 (𝑡), 𝑣𝑝ℎ (𝑡) e 𝑢𝑐 (𝑡), respectivamente; e
𝑖𝑝ℎ (𝑡), �̃�𝑜 (𝑡), �̃�𝑝ℎ (𝑡) e �̃�𝑐 (𝑡) são pequenas variações em torno desses valores médios.

Substituindo as Equações (5.15) a (5.18) em (5.13) e (5.14) e linearizando o resultado
conforme Erickson e Maksimović (2001), obtém-se o modelo de pequenos sinais do conversor
boost dado por

𝐿
𝑑

𝑑𝑡
𝑖𝑝ℎ (𝑡) = �̃�𝑝ℎ (𝑡) − (1 −𝑈𝑐)�̃�𝑜 (𝑡) +𝑉𝑜�̃�𝑐 (𝑡), (5.19a)
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𝐶
𝑑

𝑑𝑡
�̃�𝑜 (𝑡) = (1 −𝑈𝑐)𝑖𝑝ℎ (𝑡) − 𝐼𝑝ℎ�̃�𝑐 (𝑡) −

�̃�𝑜 (𝑡)
𝑅

. (5.19b)

Dessa linearização resultam algumas características importantes da operação do conversor
boost. A tensão média de saída 𝑉𝑜 do conversor depende da tensão média 𝑉𝑝ℎ em sua entrada e
da razão cíclica𝑈𝑐 de acordo com (ERICKSON; MAKSIMOVIĆ, 2001)

𝑉𝑜 =
𝑉𝑝ℎ

1 −𝑈𝑐
. (5.20)

Analogamente, a corrente 𝐼𝑝ℎ é dada pela seguinte equação

𝐼𝑝ℎ =
𝑉𝑜

𝑅(1 −𝑈𝑐)
. (5.21)

Colocando a Equação (5.19) na forma de espaço de estados obtém-se a seguinte
representação de um sistema linear e invariante no tempo

¤̃𝑥 (𝑡) = F 𝑥 (𝑡) + G�̃�𝑐 (𝑡) + E �̃�𝑝ℎ (𝑡), (5.22a)

�̃�(𝑡) = H𝑥 (𝑡), (5.22b)

onde

F =


0 − (1 −𝑈𝑐)

𝐿

(1 −𝑈𝑐)
𝐶

− 1
𝑅𝐶


é o parâmetro do sistema,

G =

[
𝑉0
𝐿
−
𝐼𝑝ℎ

𝐶

]𝑇
é o parâmetro da entrada �̃�𝑐 (𝑡),

E =

[
1
𝐿

0
]𝑇

é o parâmetro da entrada �̃�𝑝ℎ (𝑡),

𝑥(𝑡) =
[
𝑖𝑝ℎ (𝑡) �̃�𝑜 (𝑡)

]𝑇
são as variáveis de estado do sistema eH é o parâmetro de saída. O

valor de H depende de qual medida o sistema de controle projetado levará em consideração
(por exemplo, �̃�(𝑡) = 𝑖𝑝ℎ (𝑡) → H =

[
1 0

]
, �̃�(𝑡) = �̃�𝑜 (𝑡) → H =

[
0 1

]
ou �̃�(𝑡) =[

𝑖𝑝ℎ (𝑡) �̃�𝑜 (𝑡)
]𝑇
→ H = 𝐼2×2) . Os valores de 𝐼𝑝ℎ, 𝑉𝑜, 𝑉𝑝ℎ, 𝑈𝑐, 𝐿, 𝑅 e 𝐶 são previamente

conhecidos, pois são provenientes do dimensionamento do conversor. Dessa maneira, são
conhecidos a matriz F e os vetores G e E.

O sinal �̃�𝑐 (𝑡) é uma entrada manipulável a partir do ajuste no sinal de chaveamento
do conversor e, portanto, é o atuador do sistema, onde é aplicada a lei de controle ótima dos
controladores propostos nos capítulos anteriores. Por outro lado, a tensão �̃�𝑝ℎ (𝑡) não pode ser
controlada diretamente porque é fornecida pelo painel fotovoltaico e, com isso, depende da
irradiância solar, que é uma variável aleatória e não manipulável. Com isso, pode-se dizer que
variações em �̃�𝑝ℎ (𝑡) constituem distúrbios para o sistema da Equação (5.22).
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Como a metodologia desenvolvida nos capítulos anteriores é para sistemas discretos, é
necessária a discretização de (5.22). Neste trabalho as discretizações foram realizadas através da
técnica zero order hold (ZOH) conforme estabelecido em MathWorks (2019).

Discretizando o sistema linear e invariante no tempo da Equação (5.22) tem-se um novo
sistema assim como apresentado na Equação (1.4), em que 𝑘 é um índice de tempo, para uma
certa taxa de amostragem 𝑇𝑎. As seguintes transformações são realizadas durante a discretização:

F → 𝐹,G → 𝐺, E → 𝐸,H → 𝐻,

𝑥(𝑡) → 𝑥𝑘 , ¤𝑥(𝑡) → 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘 =
[
𝑖𝑝ℎ𝑘 𝑣𝑜𝑘

]𝑇
,

𝑥(𝑡) → 𝑥𝑘 , ¤̃𝑥 → 𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘 =
[
𝑖𝑝ℎ𝑘 �̃�𝑜𝑘

]𝑇
,

𝑣𝑝ℎ (𝑡) → 𝑣𝑝ℎ𝑘 = 𝑑𝑘 ,𝑦(𝑡) → 𝑦𝑘 , 𝑢𝑐 (𝑡) → 𝑢𝑐𝑘

�̃�𝑝ℎ (𝑡) → �̃�𝑝ℎ𝑘 = 𝑑𝑘 ,�̃�(𝑡) → �̃�𝑘 , �̃�𝑐 (𝑡) → �̃�𝑐𝑘 ,

(5.23)

sendo o sistema final utilizado para o projeto do controlador dado por

𝑥𝑘+1 = 𝐹𝑥𝑘 + 𝐺�̃�𝑐𝑘 + 𝐸�̃�𝑝ℎ𝑘 ,
�̃�𝑘 = 𝐻𝑥𝑘 .

(5.24)

5.3 Simulações Numéricas

Para os exemplos a seguir, considere o Sistema (1.4) com os parâmetros dados por
(5.25), obtidos através da modelagem de um conversor boost (ver Seção 5.2) com especificações
apresentadas na Tabela 1, sendo que o valor𝑉𝑝ℎ = 29 V corresponde à tensão de máxima potência
fornecida por um painel fotovoltaico de modelo 1Soltech 1STH-215-P para uma referência de 1000
W/m2 de irradiância solar e o ponto de operação escolhido foi𝑈𝑐 = 0, 5. Os valores de indutância
e capacitância foram dimensionados conforme Erickson e Maksimović (2001) para uma operação
em modo contínuo do conversor. O modelo resultante da modelagem foi discretizado utilizando
matriz de transição de estados e ZOH, metodologia clássica (OGATA, 1995), e aplicada via
função c2d do MATLAB®. Foi utilizada uma frequência de amostragem 𝑓𝑠 = 25 kHz, que
corresponde a uma frequência cinco vezes maior que a frequência de chaveamento utilizada no
conversor (5 kHz, conforme Tabela 1) e atende ao Teorema da Amostragem1.

𝐹 =

[
0, 9942 −0, 1005
0, 1079 0, 9808

]
, 𝐺 =

[
11, 8188
−0, 9496

]
, 𝐸 =

[
0, 2024
0, 0110

]
, 𝐻 =

[
1 0

]
,∀𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁.

(5.25)

1Seja 𝑥(𝑡) um sinal contínuo no tempo, 𝑓𝑐 a maior frequência entre as componentes de 𝑥(𝑡) e 𝑓𝑠 a frequência
com que este sinal é amostrado. Se 𝑓𝑠 > 2 𝑓𝑐 , então o sinal contínuo 𝑥(𝑡) pode ser completamente reconstruído por
um sinal amostrado 𝑥𝑘 (OGATA, 1995).
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Tabela 1 – Especificações do conversor boost utilizado nas simulações numéricas

Tensão quiescente de entrada 𝑉𝑝ℎ 29 V
Tensão quiescente de saída 𝑉𝑜 58 V
Razão cíclica quiescente𝑈𝑐 0.5
Indutância 𝐿 19.73 mH
Capacitância 𝐶 18.38 mF
Frequência de chaveamento 5 kHz

5.3.1 Exemplo 1

Nesta primeira simulação é feita uma análise comparativa das respostas fornecidas pelos
controladores LQR clássico (2.4), LQRED (3.6), DALQR (A.1) e ELQR (A.4) para o Sistema
(5.25) quando este é perturbado por um distúrbio caracterizado pela função 𝑑𝑘 = 0, 95𝑘 , o mesmo
utilizado na análise feita por Singh e Pal (2017), conforme ilustra a Figura 15. As formulações do
DALQR e ELQR são apresentadas no Apêndice A.

0 50 100 150 200
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1
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k

Figura 15 – Distúrbio aplicado no Exemplo 1

São avaliadas mudanças nos pesos𝑄𝑥 e 𝑅 de acordo com o que foi explanado no Capítulo
2. Considerando as dimensões do Sistema (5.25), 𝑅 é um escalar e 𝑄𝑥 é uma matriz diagonal de
ordem dois, ou seja, .

𝑄𝑥 =

[
𝑄𝑥 (1, 1) 0

0 𝑄𝑥 (2, 2)

]
Em um primeiro estudo de caso é mantida a mesma proporção entre os pesos. No Caso 2

busca-se observar a resposta do sistema quando𝑄𝑥 (1, 1) é muito maior que 𝑅 e𝑄𝑥 (2, 2), ou seja,
a prioridade do controlador é obter um menor erro na primeira variável de estado. O terceiro caso
faz essa mesma análise para a segunda variável de estado, penalizando 𝑄𝑥 (2, 2) em relação aos
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outros pesos. Por último, o Caso 4 avalia um aumento no peso 𝑅 para observar o comportamento
do sistema frente a uma penalização no esforço de controle.

5.3.1.1 Caso 1

• 𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 = 𝐼 e 𝑅 = 𝐼 (mesma proporção entre os pesos), em que 𝐼 indica matriz
identidade.

A Figura 16 apresenta as normas euclidianas, | |𝑥𝑘 | |, das variáveis de estado do Sistema
(5.25) após a simulação. Nota-se que o ELQR apresenta uma resposta mais rápida, ou seja,
o estado do sistema converge para zero em menos iterações. Em contrapartida, esse método
apresenta um sobressinal acentuado nos instantes iniciais se comparado com o LQRED e o
DALQR. O LQR clássico apresenta o pior desempenho, sendo bastante afetado pelos distúrbios.
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Figura 16 – Normas das variáveis de estado - Exemplo 1 - Caso 1

A evolução da função custo 𝐽 (2.2) para cada instante 𝑘 é apresentada na Figura 17,
mostrando que 𝐽𝐸𝐿𝑄𝑅 apresenta um crescimento mais acentuado nos instantes iniciais, mas
acomoda em um valor menor, que os demais métodos, o que se reflete em melhor desempenho
do sistema ao longo do processo realizado. A Tabela 2 apresenta o custo final de cada método
para este caso. O LQRED proposto apresenta melhor resultado que o DALQR e o LQR clássico.
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Figura 17 – Evolução da função custo - Exemplo 1 - Caso 1

Tabela 2 – Custo final - Exemplo 1 - Caso 1

LQRED ELQR DALQR LQR
𝐽 0,6952 0,5428 0,7577 1,8359

A Figura 18 apresenta o sinal de controle gerado por cada regulador. Nota-se que, no
instante inicial, quando ocorre uma variação instantânea no valor de 𝑑𝑘 , o ELQR apresenta um
maior esforço de controle 𝑢𝑘 de tal forma que o seu valor máximo é maior que o valor máximo
atingido pelo LQR clássico, ou seja, max( |𝑢𝑘 |𝐸𝐿𝑄𝑅) > max( |𝑢𝑘 |𝐿𝑄𝑅). A depender de qual seja
o atuador que receba esse sinal de controle, seus limites físicos podem ser extrapolados ou, caso
exista algum limitador (saturação) nesse atuador, a resposta projetada pode não ser atingida. Por
outro lado, o valor máximo de |𝑢𝑘 | a partir do LQRED e DALQR são menores que max( |𝑢𝑘 |𝐿𝑄𝑅).
Os valores de max( |𝑢𝑘 |) são apresentados na Tabela 3 para cada método.

Observe que o valor inicial 𝑢𝑜 do LQR clássico é zero, pois sua lei de controle 𝑢𝑘 = 𝐾𝑥𝑘𝑥𝑘
apenas percebe o distúrbio no instante seguinte quando o efeito do mesmo se propaga pelo estado
do sistema. Os outros métodos já atuam sobre o distúrbio no mesmo instante em que ele ocorre.
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Figura 18 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 1

Tabela 3 – Valor máximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 1

LQRED ELQR DALQR LQR
max( |𝑢𝑘 |) 0,0177 0,0345 0,0168 0,0187

5.3.1.2 Caso 2

• 𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 (1, 1) = 1000, 𝑄𝑥 (2, 2) = 1 e 𝑅 = 𝐼 (maior importância para a primeira
variável de estado).

A Figura 19 apresenta as normas euclidianas das variáveis de estado do Sistema (5.25)
para este segundo caso analisado. Nota-se que os três métodos de rejeição de distúrbio apresentam
uma resposta semelhante com relação a sobressinal e à rejeição do distúrbio. O LQR clássico
apresenta um desempenho inferior, necessitando de mais iterações para atingir o zero.
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Figura 19 – Normas das variáveis de estado - Exemplo 1 - Caso 2
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A evolução da função custo 𝐽 (2.2) é apresentada na Figura 20, reforçando a ideia de
que o LQRED, ELQR e DALQR, apresentam um desempenho semelhante. Os valores de 𝐽𝐿𝑄𝑅
estão divididos por 100, para uma melhor visualização dos resultados para os quatro métodos
no mesmo gráfico. Os valores finais dos custos para cada método são apresentados na Tabela 4,
sendo possível observar que, neste caso analisado, o LQRED apresenta, levemente, um menor
custo em relação ao ELQR e DALQR. Isso mostra que o desempenho dos reguladores depende
dos pesos utilizados.
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Figura 20 – Evolução da função custo - Exemplo 1 - Caso 2

Tabela 4 – Custo final - Exemplo 1 - Caso 2

LQRED ELQR DALQR LQR
𝐽 3,2215 3,2329 3,2958 385,1288

A Figura 21 apresenta o sinal de controle gerado por cada regulador. A Tabela 5 apresenta
os valores max( |𝑢𝑘 |) para cada método, percebendo-se que LQRED e ELQR têm esse valor
máximo levemente superior ao do LQR.
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Figura 21 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 2

Tabela 5 – Valor máximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 2

LQRED ELQR DALQR LQR
max( |𝑢𝑘 |) 0,0163 0,0164 0,0161 0,0161

5.3.1.3 Caso 3

• 𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 (1, 1) = 1, 𝑄𝑥 (2, 2) = 1000 e 𝑅 = 𝐼 (maior importância para a segunda
variável de estado).

A Figura 22 apresenta as normas euclidianas das variáveis de estado do Sistema (5.25)
para este terceiro caso analisado. Nota-se, a princípio, o elevado sobressinal do ELQR em relação
aos demais métodos, mas sua acomodação é mais rápida. A resposta do LQRED e do DALQR
são melhores que a resposta do LQR clássico. Com relação ao Caso 1, este terceiro caso apresenta
uma resposta mais rápida, pois o estado do sistema converge em menos iterações para zero.
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Figura 22 – Normas das variáveis de estado - Exemplo 1 - Caso 3

A evolução da função custo 𝐽 (2.2) é apresentada na Figura 23, mostrando que o ELQR
é superior em relação aos demais métodos. O LQRED proposto se apresenta como o segundo
melhor método. Os valores finais dos custos para cada método são apresentados na Tabela 6.
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Figura 23 – Evolução da função custo - Exemplo 1 - Caso 3

Tabela 6 – Custo final - Exemplo 1 - Caso 3

LQRED ELQR DALQR LQR
𝐽 40,4809 5,5851 76,1018 151,7416

A Figura 24 apresenta o sinal de controle gerado por cada regulador. A Tabela 7 apresenta
os valores max( |𝑢𝑘 |) para cada método, onde percebe-se uma situação semelhante em relação ao
Caso 1, o ELQR tem um esforço de controle mais acentuado que os demais métodos quando
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ocorre a variação instantânea em 𝑑0 (k=0). O LQRED e o DALQR têm os menores esforços de
controle nesse instante inicial.

0 10 20 30 40 50 60 70

amostra [k]

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06
|u

k
|

LQRED

ELQR

DALQR

LQR

Figura 24 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 3

Tabela 7 – Valor máximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 3

LQRED ELQR DALQR LQR
max( |𝑢𝑘 |) 0,0269 0,0553 0,0257 0,0351

5.3.1.4 Caso 4

• 𝑄𝑥 (𝑃𝑁+1 = 𝐼), 𝑄𝑥 = 𝐼 e 𝑅 = 1000 (maior limitação para o esforço de controle).

Neste caso a discussão começará pela análise do esforço de controle, cujo comportamento
apresentado por cada regulador se encontra na Figura 25. A Tabela 7 apresenta os valores
max( |𝑢𝑘 |) para cada método. Observa-se que o LQRED apresenta um sinal de controle mais
limitado em relação ao ELQR e DALQR, atendendo melhor a ideia de aumentar o peso 𝑅,
referente à penalização do esforço de controle conforme discutido no Capítulo 2. Isso se deve
ao fato de que o ELQR e o DALQR não utilizam o valor de 𝑅 no cálculo de 𝐾𝑑 , como pode
ser observado em (A.1) e (A.4) no Apêndice A. Assim, nesses métodos o valor da parcela
𝐾𝑑𝑑𝑘 é limitado pelo valor de 𝑑𝑘 , de modo que torna difícil para o projetista do controlador
contornar possíveis problemas no atuador variando o valor de 𝑅. Por outro lado, o LQRED leva
em consideração o valor de 𝑅 no cálculo de 𝐾𝑑 de acordo com (3.7).
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Figura 25 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 4

A Figura 26 apresenta as normas euclidianas das variáveis de estado do Sistema (5.25)
para o Caso 4. Nota-se que, embora ainda seja melhor que o LQR clássico, o desempenho do
LQRED diminui muito em relação aos outros dois métodos de rejeição de distúrbio, mas isso se
deve ao fato de ocorrer uma limitação do esforço de controle no ganho 𝐾𝑑 também, como já foi
discutido anteriormente.
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Figura 26 – Normas das variáveis de estado - Exemplo 1 - Caso 4

A evolução da função custo 𝐽 (2.2) é observada na Figura 27 e a Tabela 8 apresenta o
custo final para cada método. Neste estudo de caso o DALQR apresentou custo final semelhante
ao ELQR, mostrando, mais uma vez, que o desempenho dos reguladores depende dos pesos
utilizados.
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Figura 27 – Evolução da função custo - Exemplo 1 - Caso 4

Tabela 8 – Custo final - Exemplo 1 - Caso 4

LQRED ELQR DALQR LQR
𝐽 5,3429 3,1730 3,1908 8,2196

Tabela 9 – Valor máximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 4

LQRED ELQR DALQR LQR
max( |𝑢𝑘 |) 0,0132 0,0193 0,0161 0,0131

5.3.2 Exemplo 2

Este exemplo numérico mostra uma comparação de desempenho entre o LQI clássico
(2.35), LQIED (3.31), e os métodos DALQR (A.1) e ELQR (A.4) implementados com ação
integral (DALQR-I e ELQR-I). O DALQR-I foi implementado com as mesmas identidades do
LQIED, conforme (3.28), mas excluindo-se a linha e a coluna 4, porque estas são responsáveis
pelo cálculo do ganho 𝐾𝑑𝑘 no LQIED, enquanto no DALQR 𝐾𝑑𝑘 é dado por (A.2). Nas simulações
realizadas, o ELQR-I não admitiu utilizar essas mesmas identidades pois, devido à linha de zeros,
o termo (𝑃𝑘 −𝑄) em (A.4) se torna singular durante a solução da equação recursiva de Riccati e,
assim, não admite a sua inversa, necessária para o cálculo de 𝐾𝑑𝑘 através deste método. Assim,
o ELQR-I e o LQI clássico foram implementados com as identidades clássicas (2.29) e, para
manter uma comparação mais justa entre os métodos, tiveram o ganho 𝐾𝑟𝑘 igual ao do LQIED e
DALQR-I adicionado (estes dois últimos métodos diferem apenas no ganho 𝐾𝑑𝑘 ).

Neste exemplo é avaliada também a raiz média do erro quadrático (RMSE, Root Mean
Square Error) entre a saída do sistema e a referência. Como a ideia é fazer a saída do sistema
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seguir uma determinada referência, este indicador é mais adequado na avaliação do erro (𝑟𝑘 − 𝑦𝑘 )
pois representa um acumulo sempre positivo do mesmo, enquanto a integral do erro ϵ𝑘 pode se
anular.

Considere novamente o Sistema (5.25), mas agora com a ação integral (3.26) associada
a este sistema. A referência utilizada é 𝑟𝑘 = 2, ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁] e o gráfico do distúrbio aplicado é
apresentado na Figura 28.
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Figura 28 – Distúrbio aplicado no Exemplo 2

5.3.2.1 Caso 1

• 𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 = 𝐼, 𝑄ϵ = 𝐼 e 𝑅 = 𝐼.

Assim como no Exemplo 1, este primeiro caso mostra uma análise da resposta do sistema
utilizando pesos em mesma proporção. A Figura 29 mostra as saídas do sistema com a utilização
de cada método e na Figura 30 observa-se o módulo do esforço de controle resultante. Note que,
como já mencionado anteriormente, a própria formulação clássica do LQI consegue compensar
o distúrbio de forma a atingir a resposta desejada. Entretanto, os métodos de rejeição de distúrbio
fazem isso com menor sobressinal, com menor tempo de acomodação e com menores picos no
esforço de controle nos instantes em que ocorrem os distúrbios.
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Figura 29 – Saídas do sistema - Exemplo 2 - Caso 1
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Figura 30 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 2 - Caso 1

A Tabela 10 apresenta o custo final J (2.2) e o RMSE de cada método. Nota-se que
o LQIED apresenta o melhor resultado, seguindo a referência estipulada com custo e RMSE
levemente inferiores com relação aos outros métodos de rejeição de distúrbio. O LQI clássico tem
o pior desempenho pois sua lei de controle não apresenta um ganho 𝐾𝑑 voltado para compensar
distúrbios.

Tabela 10 – Custo final e RMSE - Exemplo 2 - Caso 1

LQIED ELQR-I DALQR-I LQI

𝐽 [×103] 5,7730 5,7760 5,7733 5,8097
RMSE 0,2173 0,2225 0,2174 0,4314
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5.3.2.2 Caso 2

Como a resposta no Caso 1 já foi bem satisfatória em termos de erro em regime
permanente, será apresentado apenas este próximo caso aumentando o peso 𝑄ϵ para tentar forçar
o LQI clássico a ter uma resposta melhor. Considere os seguintes pesos

• 𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 = 𝐼, 𝑄ϵ = 1000 e 𝑅 = 𝐼.

A Figura 29 apresenta as saídas do sistema com a utilização de cada método. A Figura
30 mostra o módulo do esforço de controle resultante. Observa-se que, embora apresente uma
resposta mais rápida, o LQI clássico ainda sofre os efeitos dos distúrbios, enquanto os outros
métodos conseguem rejeitá-los. Conforme especificado em Smith et al. (2017), ocorre um
incremento indesejável no esforço de controle do método clássico devido ao aumento de 𝑄𝜖 ,
enquanto os outros métodos não apresentam este problema.
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Figura 31 – Saídas do sistema - Exemplo 2 - Caso 2

A Tabela 11 apresenta o custo final J (2.2) e o RMSE de cada método. Embora o RMSE
do LQI clássico tenha melhorado em relação ao caso anterior, ainda é aproximadamente o dobro
do RMSE dos outros métodos, os quais apresentaram desempenhos semelhantes se comparados
entre si.

Tabela 11 – Custo final e RMSE - Exemplo 2 - Caso 2

LQIED ELQR-I DALQR-I LQI

𝐽 [×104] 5,8495 5,8495 5,8496 5,8744
RMSE 0,2000 0,2000 0,2000 0,3974
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Figura 32 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 2 - Caso 2

5.3.3 Exemplo 3

Este exemplo aborda a aplicação do LQGUI, LQRED combinado com o KFUI, apresen-
tado no Capítulo 4.

Considere o Sistema (5.25) sujeito a entradas desconhecidas, ou seja, distúrbios não
mensuráveis, com comportamento de acordo com a Figura 15. Foi incluído um ruído de 5%
nos estados e na saída. Considere o Caso 1 do Exemplo 1 (𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 = 𝐼 e 𝑅 = 𝐼). As
covariâncias do KFUI foram definidas como2 Π𝑥0|0 = 𝐼,𝑊 = 𝐼 e 𝑉 = 1.

A Figura 33 mostra a norma dos estados para LQGUI, ELQG, DALQG (ELQR/DALQR
combinado com KFUI) e LQG (clássico). A Figura 34 apresenta o sinal de controle gerado por
cada regulador e a Figura 17 mostra a evolução da função custo J (2.2) para cada controlador.

Primeiramente nota-se a mesma situação do Exemplo 1: a formulação clássica apresenta
o pior desempenho por não ter um ganho 𝐾𝑑 para as estimativas 𝑑𝑘 . Os controladores têm o
comportamento da norma dos estados, do esforço de controle e da função custo semelhante ao
que foi apresentado no Exemplo 1 - Caso 1, entretanto o desempenho é um pouco pior devido à
presença de ruídos no sistema e ao atraso do KFUI (veja Observação 4.3.1) na realização da
estimativa de 𝑑𝑘 . O mesmo ocorre com relação aos casos 2, 3 e 4 do Exemplo 1, portanto eles
serão omitidos neste quarto exemplo, valendo-se das mesmas discussões já apresentadas.

2Foram testados outros valores para 𝑉 e𝑊 , mas não resultaram em mudanças nos resultados das estimativas.
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Figura 33 – Normas das variáveis de estado - Exemplo 3
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Figura 34 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 3

Como os parâmetros do sistema, os ruídos e os pesos do controlador e do filtro são
iguais em todos os métodos, a estimativa 𝑑𝑘 obtida através de (4.13) por eles é a mesma e está
apresentada na Figura 39 juntamente com o sinal real.
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Figura 35 – Evolução da função custo - Exemplo 3
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Figura 36 – Estimativa da entrada desconhecida - Exemplo 3

5.3.4 Exemplo 4

Considere novamente o sistema e KFUI do exemplo anterior. Este exemplo mostra uma
implementação do LQGUI com ação integral (LQGUI-I). Os pesos utilizados para o regulador
foram 𝑃𝑁+1 = 𝐼, 𝑄𝑥 (1, 1) = 50, 𝑄𝑥 (2, 2) = 1, 𝑄ϵ = 10 e 𝑅 = 𝐼, os pesos do KFUI são Π𝑥0|0 = 𝐼,
𝑊 = 𝐼 e 𝑉 = 1 e a referência utilizada é 𝑟𝑘 = 2, ∀𝑘 ∈ [0, 𝑁].

A Figura 37 mostra as saídas do sistema com a utilização de cada método. Na Figura
30 observa-se o módulo do esforço de controle resultante. Note que, os métodos de rejeição de
distúrbio funcionam com as estimativas 𝑥𝑘 e 𝑑𝑘 do KFUI e conseguem controlar o sistema para
que a saída atinja a referência desejada.

O LQG-I, método clássico, apresenta um comportamento semelhante ao apresentado
pelo LQI clássico no Exemplo 2, rejeita o distúrbio devido à ação integral e mantém a resposta
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do sistema na referência estabelecida, mas apresenta um sobressinal quando ocorre variação
instantânea em 𝑑𝑘 . Os métodos de rejeição de distúrbio também têm esse comportamento de
sobressinal na saída 𝑦𝑘 , pois, devido ao atraso na estimativa da entrada desconhecida 𝑑𝑘 (veja
Observação 4.3.1), o sistema é afetado pelo distúrbio no instante em que ocorre uma variação
instantânea, havendo ainda uma elevação no sinal de controle se comparado com o método
clássico. Entretanto, como d permanece constante, a rejeição do distúrbio começa a ocorrer no
instante 𝑘 + 1 seguinte com uma redução no esforço de controle.
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Figura 37 – Saídas do sistema - Exemplo 4
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Figura 38 – Sinais de controle resultantes - Exemplo 4

Observe na Tabela 12 que, embora apresentem melhor desempenho, os métodos de
rejeição de distúrbio (LQGUI-I, ELQG-I e DALQG-I) têm custo final J (2.2) e RMSE próximos
aos do método clássico LQG-I. Isso é uma consequência direta do atraso na estimativa da entrada
desconhecida 𝑑𝑘 .
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Tabela 12 – Custo final e RMSE - Exemplo 4

LQGUI-I ELQG-I DALQG-I LQG-I

𝐽 [×104] 5,8697 5,8693 5,8692 5,8942
RMSE 0,2971 0,2963 0,2961 0,3304

Novamente, como os parâmetros do sistema, os ruídos e os pesos do controlador e do
filtro são iguais em todos os métodos, a estimativa 𝑑𝑘 da entrada desconhecida realizada por eles
é a mesma e está apresentada na Figura 39 juntamente com o sinal real. Neste exemplo fica mais
fácil ver o atraso que ocorre na estimativa da entrada desconhecida pelo KFUI.
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Figura 39 – Estimativa da entrada desconhecida - Exemplo 4
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6 APLICAÇÕES DESENVOLVIDAS

Neste capítulo são apresentados os resultados de duas aplicações envolvendo sistemas fo-
tovoltaicos e utilizando os modelos matemáticos dos conversores boost e dos painéis fotovoltaicos.
Como explanado no capítulo anterior, a tensão e a corrente de entrada de conversores conectados
a painéis fotovoltaicos estão sujeitas às variações de irradiância solar, que é uma variável que
possui um comportamento aleatório. O modelo espaço de estados do conversor foi obtido de
tal forma que variações na sua tensão de entrada correspondem à distúrbios externos/entradas
desconhecidas. Nesse sentido, a primeira aplicação consiste na estimativa de irradiância através
do KFUI e dos modelos do painel e do conversor. A segunda corresponde à realização de
rastreamento de máxima potência utilizando LQIED. As aplicações foram desenvolvidas em
ambiente MATLAB/Simulink®.

6.1 Aplicação do KFUI na Estimativa de Irradiância

Esta aplicação compreende a metodologia empregada em Madureira et al. (2019a),
publicado nos Anais do 14º Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente sob o título de:
Irradiance Estimation Using Kalman Filter for State-space Systems with Unknown Inputs.

Considerando a modelagem matemática apresentada na Seção 5.1, no datasheet do
fabricante do painel fotovoltaico são encontradas as constantes𝑉𝑜𝑐, 𝐼𝑠𝑐, 𝛼𝐼𝑠𝑐, 𝑁𝑆 e 𝑁𝑃. Os valores
de 𝑅𝑠, 𝑅𝑠ℎ, 𝑎 e 𝑉𝑔 podem ser obtidos conforme apresentado em Tian et al. (2012) e Tan et al.
(2013). A temperatura foi considerada constante a 25 ºC, pois essa grandeza pode ser facilmente
medida sem apresentar obstáculos financeiros ou técnicos. Com isso, os efeitos de variação da
temperatura na Equação (5.9) se cancelam. Portanto, para o cálculo de 𝑔(𝑡) resta o conhecimento
de duas incógnitas, 𝑖𝑝ℎ (𝑡) e 𝑣𝑝ℎ (𝑡).

6.1.1 Estimativa de 𝑖𝑝ℎ𝑘 e 𝑣𝑝ℎ𝑘
Para cada medida da tensão de saída 𝑣𝑜𝑘 e conhecendo-se 𝑉𝑜, calcula-se a perturbação

�̃�𝑜𝑘 (nesse caso, �̃�(𝑡) = �̃�𝑜 (𝑡) → H =

[
0 1

]
em (5.22)) a partir da Equação (5.16), ou seja:

�̃�𝑜𝑘 = 𝑣𝑜𝑘 −𝑉𝑜 (6.1)

Com isso, �̃�𝑜𝑘 e os parâmetros 𝐹, 𝐺 e 𝐸 do conversor são utilizados nas Equações (4.11)
a (4.19) do KFUI. Como resultado, obtém-se as estimativas ˆ̃

𝑖𝑝ℎ𝑘 , ˆ̃𝑣𝑜𝑘 e ˆ̃𝑣𝑝ℎ𝑘 . Consequentemente,
pode-se calcular 𝑖𝑝ℎ𝑘 , �̂�𝑜𝑘 e �̂�𝑝ℎ𝑘 através das Equações (6.2) a (6.4).

𝑖𝑝ℎ𝑘 = 𝐼𝑝ℎ +
ˆ̃
𝑖𝑝ℎ𝑘 (6.2)

�̂�𝑜𝑘 = 𝑉𝑜 + ˆ̃𝑣𝑜𝑘 (6.3)
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�̂�𝑝ℎ𝑘 = 𝑉𝑝ℎ + ˆ̃𝑣𝑝ℎ𝑘 (6.4)

6.1.2 Estimativa da irradiância

Em tempo discreto, a Equação (5.9) pode ser representada pela Equação (6.5).

𝑔𝑘 =

[
𝑖𝑝ℎ𝑘

𝑁𝑝
+ 𝑖′𝑑 𝑘 +

1
𝑅𝑠ℎ

(
𝑣𝑝ℎ𝑘

𝑁𝑆
+
𝑖𝑝ℎ𝑘𝑅𝑠

𝑁𝑃

)]
× 𝑔𝑟

𝐼𝑠𝑐 + 𝛼𝐼𝑠𝑐 (𝑇𝑘 − 𝑇𝑟)
(6.5)

Para cada instante 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 as únicas incógnitas para realizar o cálculo de 𝑔𝑘
são 𝑣𝑝ℎ𝑘 e 𝑖𝑝ℎ𝑘 . Considerando que a fonte de entrada do conversor seja um painel fotovoltaico
com modelo matemático apresentado na Seção 5.1, o circuito resultante é o mesmo ilustrado na
Figura 12. Com as estimativas �̂�𝑝ℎ𝑘 e 𝑖𝑝ℎ𝑘 realizadas através do filtro de Kalman é possível obter
uma estimativa �̂�𝑘 para a irradiância, susbstituindo �̂�𝑝ℎ𝑘 e 𝑖𝑝ℎ𝑘 na Equação (6.5).

6.1.3 Resultados

Foram realizadas simulações no software MATLAB/Simulink® utilizando o circuito da
Figura 12 juntamente com o KFUI.

Utilizou-se o painel fotovoltaico de modelo 1Soltech 1STH-215-P, cujas especificações
estão disponíveis na biblioteca MATLAB’s Specialized Power Systems Toolbox e são apresentadas
na Tabela 13 para uma referência de 1000 W/m2.

Tabela 13 – Especificações do painel solar 1STH-215-P

Potência máxima 213,15 W
Tensão de circuito aberto 36,30 V
Tensão de máxima potência 29,00 V
Corrente de curto-circuito 7,84 A
Corrente de máxima potência 7,35 A
Células por módulo 6 x 10
Fator de idealidade do diodo 0,98
Resistência shunt 𝑅𝑠ℎ 313,40 Ω

Resistência série 𝑅𝑠 0,39 Ω

O conversor boost utilizado foi projetado de acordo com Erickson e Maksimović (2001)
e tem as especificações conforme Tabela 14.

As matrizes de ponderação do KFUI utilizadas foram

𝑉 = 0.2030 × 10−5

𝑊=

[
0.1807 × 10−5 0

0 0.1807 × 10−5

]
.

Através de medidas de irradiância obtidas na base de dados do Instituto Nacional de
Pesquisas Espaciais - INPE (2019), dois dias com as seguintes características foram analisados:
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Tabela 14 – Especificações do conversor boost

Tensão quiescente de entrada 𝑉𝑝ℎ 29,3 V
Tensão quiescente de saída 𝑉𝑜 58 V
Razão cíclica quiescente𝑈𝑐 0,4948
Indutância 𝐿 19,94 µH
Capacitância 𝐶 36,34 µF
Frequência de chaveamento 50 kHz

• Dia 1: céu limpo;

• Dia 2: céu nublado;

Dois casos foram analisados para cada dia:

• Caso 1: ausência de ruído na medida da tensão de saída do conversor;

• Caso 2: presença de ruído gaussiano com média 0 e desvio padrão 1 na medida de 𝑣𝑜 (𝑡);;

Os resultados foram avaliados através da Normalized Root Mean Square Error (nRMSE),
de acordo com (SCOLARI et al., 2018a; SCOLARI et al., 2018b),

𝑛𝑅𝑀𝑆𝐸 =
1
�̄�

√√√
𝑁∑︁
𝑘=1

(
𝑀𝑘 − �̂�𝑘

)2
𝑁

, (6.6)

em que 𝑁 é o número de medidas disponíveis, �̄� é a média das medidas, 𝑀𝑘 é a 𝑘-ésima medida
conhecida e �̂�𝑘 é a 𝑘-ésima estimativa da irradiância obtida pelo KFUI.

Os nRMSEs obtidos para as estimativas no primeiro dia podem ser observados na Tabela
15. Os gráficos das estimativas de irradiância e da tensão e corrente de saída do painel fotovoltaico
são apresentados nas Figuras 40 a 42.

Tabela 15 – nRMSE para estimativas do Dia 1

nRMSE[%]
�̂�𝑘 �̂�𝑝ℎ𝑘 𝑖𝑝ℎ𝑘

Caso 1 0,93 5,66 0,65
Caso 2 3,96 6,92 3,93
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Figura 40 – Estimativa de irradiância – Dia 1
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Figura 41 – Estimativa da tensão de saída do painel fotovoltaico – Dia 1
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Figura 42 – Estimativa da corrente de saída do painel fotovoltaico – Dia 1

No segundo dia analisado, as estimativas foram obtidas com nRMSEs apresentados na
Tabela 16 e com os gráficos das Figuras 43 a 45.

Tabela 16 – nRMSE para estimativas do Dia 2

nRMSE[%]
�̂�𝑘 �̂�𝑝ℎ𝑘 𝑖𝑝ℎ𝑘

Caso 1 8.32 5.72 4.55
Caso 2 14.23 13.15 12.46
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Figura 43 – Estimativa de irradiância – Dia 2
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Figura 44 – Estimativa da tensão de saída do painel fotovoltaico – Dia 2
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Figura 45 – Estimativa da corrente de saída do painel fotovoltaico – Dia 2

Os resultados mostram que, através da metodologia aplicada, as estimativas obtidas
apresentaram valores de nRMSE compatíveis com métodos baseados em satélites e processamento
de imagens, os quais representam o estado da arte em estimativa de irradiância. Além disso,
verificou-se que o KFUI pode substituir capacitores utilizados como filtro de tensão na saída de
painéis fotovoltaicos, reduzindo o custo desse tipo de sistema, principalmente os de grande porte.

Assim, devido à formulação espaço de estados empregada, esse trabalho sobre estimativa
da irradiância apresenta novas perspectivas para controle de sistemas fotovoltaicos como, por
exemplo, a aplicação dos reguladores propostos nos Capítulos 3 e 4. Maiores detalhes podem ser
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encontrados em Madureira et al. (2019a).

6.2 Regulador de Máxima Potência em Painéis Fotovoltaicos com LQIED

Esta aplicação foi apresentada em Madureira et al. (2019b), publicado nos Anais da 14ª
Conferência Brasileira de Dinâmica, Controle e Aplicações sob o título de: Regulador Linear
Quadrático com Ação Integral para Sistemas Lineares com Rejeição de Distúrbios.

Considere o painel fotovoltaico alimentando uma carga resistiva 𝑅 através de um conversor
boost conforme ilustrado na Figura 12. As Figuras 8 e 9 mostram como a potência de um painel
fotovoltaico depende do valor de irradiância, da temperatura e da tensão na saída do mesmo.

A ideia básica dessa aplicação é regular a máxima potência do painel fotovoltaico a partir
do controle realizado sobre a razão cíclica de chaveamento do semicondutor 𝑆 do conversor.
Alterando essa razão cíclica, a resistência equivalente conectada ao painel muda o seu valor
e, consequentemente, ocorre uma variação na tensão e corrente de saída do painel. Dessa
maneira, o controlador deve fazer com que em cada instante 𝑘 a razão cíclica forneça uma
resistência equivalente tal que o produto da tensão e corrente (potência elétrica) na saída do
sistema fotovoltaico coincida com o ponto de máxima potência para a irradiância. A variação na
tensão 𝑣𝑝ℎ (𝑡) foi modelada como um distúrbio para o sistema, visto que essa variável depende
diretamente da irradiância solar, uma grandeza de comportamento estocástico.

Um dos métodos mais comuns e de simples aplicação para esse rastreamento do ponto
de máxima potência (MPPT, Maximum Power Point Tracking) consiste no algoritmo Perturba e
Observa (P&O). Basicamente, o P&O altera a razão cíclica do conversor baseando-se na curva
de potência e nas medidas de tensão e corrente da saída do painel fotovoltaico (SUMATHI et al.,
2015).

Na simulação realizada foram comparados o LQIED, LQI clássico e um algoritmo P&O
clássico obtido em Sumathi et al. (2015) a fim de verificar qual dos três faz o sistema operar da
forma mais eficiente, ou seja, fornecendo maior potência durante o período analisado.

Os painéis fotovoltaicos utilizados são do modelo 1Soltech 1STH-215-P. As especificações
do painel para uma referência de 1000 W/m2 e do conversor utilizados na simulação são
apresentadas nas Tabelas 13 e 14. O conversor foi modelado de acordo com (5.24) a partir dessas
especificações e considerando a medida como sendo �̃�𝑘 = 𝑖𝑝ℎ𝑘 . Os detalhes sobre o modelo
matemático e as características dos painéis fotovoltaicos e desse tipo de conversor podem ser
consultados nas Seções 5.1 e 5.2.

Dois casos foram analisados: um com referências do tipo degrau e outro com medidas
reais de irradiância obtidas em um dia de céu aberto com passagem de algumas nuvens. Os dados
do segundo caso foram obtidos na base de dados do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais -
INPE (2019). A saída considerada no modelo matemático é a potência fornecida pelo painel.
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6.2.1 Caso 1

A Figura 46 mostra o resultado do primeiro caso, onde percebe-se que nos três métodos
a saída converge para as referências de máxima potência. A Tabela 17 apresenta a potência final
obtida por cada método no período analisado.
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Figura 46 – Potência do sistema fotovoltaico para o Caso 1

Tabela 17 – Potência total do sistema fotovoltaico para o Caso 1

Referência LQIED LQI clássico P&O
Potência [MW] 118,951 118,281 117,947 115,095

Os resultados distintos se devem à resposta de cada método às variações dos pontos
de máxima potência (referência), que provocam efeitos transitórios na resposta do sistema. Os
tempos de acomodação em cada um desses transitórios são menores nas respostas do LQIED e do
LQI clássico, permitindo que o sistema permaneça por mais tempo no ponto de máxima potência
quando comparados com a saída do P&O. Além disso, o LQIED apresenta menor overshoot
(diferença entre a referência e a saída em momentos transitórios) em relação aos outros métodos.
Neste ponto, o LQIED é melhor que o LQI clássico devido ao seu ganho 𝐾𝑑𝑘 , que fornece uma
melhor rejeição do distúrbio causado pela variação no valor da referência.

6.2.2 Caso 2

As curvas de potência obtidas no segundo caso, onde foram utilizadas medidas reais de
irradiância, são apresentadas na Figura 47 e observa-se novamente que através dos três métodos
a potência do sistema converge para a referência estabelecida.
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Figura 47 – Potência do sistema fotovoltaico para o Caso 2

A Tabela 18 apresenta a potência final obtida por cada método no período analisado. O
LQIED apresenta o melhor desempenho, sendo válidos os mesmos pontos discutidos no Caso 1
a respeito da resposta transitória do sistema.

Tabela 18 – Potência total do sistema fotovoltaico para o Caso 2

Referência LQIED LQI clássico P&O
Potência [MW] 93,656 90,861 89,636 85,353
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7 CONCLUSÕES

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia para o projeto de controladores ótimos
baseados em funcional quadrático para sistemas lineares sujeitos a entradas desconhecidas
(distúrbios/entradas externas não mensuráveis). Na teoria de sistemas de controle, a proposta
apresentada tem a importância de fornecer esforços de controle que resultem em uma resposta
mais adequada para um sistema linear influenciado pela ação de distúrbios, mesmo que eles não
possam ser medidos. Para isso, primeiramente foi proposto um Regulador Linear Quadrático
para sistemas sujeitos a distúrbios/entradas externas (LQRED) baseado na técnica de sistemas
aumentados e na solução clássica do Regulador Linear Quadrático (LQR). Combinando o LQRED
com o Filtro de Kalman para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas (KFUI), obteve-se o
Regulador Gaussiano para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas (LQGUI), que pode ser
aplicado em situações em que as variáveis de estado e/ou distúrbios externos não são mensuráveis.

Investigou-se também a inclusão de ação integral nos controladores desenvolvidos, visto
que esse é o método clássico para a rejeição de distúrbios através da redução do erro em regime
permanente e por se tratar de uma técnica comumente utilizada nos conversores chaveados
utilizados em sistemas fotovoltaicos, que também foi objeto de estudo dessa pesquisa. Além disso,
essa análise acerca da ação integral não foi realizada em propostas de controladores semelhantes
encontradas na literatura. Como consequência, obteve-se dois novos controladores que consistem
no LQRED e LQGUI com ação integral, LQIED e LQGUI-I, respectivamente.

Os métodos propostos foram testados em simulações numéricas e comparados com as
formulações clássicas e outras propostas de reguladores com rejeição de distúrbios encontrados
na literatura, o ELQR (SINGH; PAL, 2017) e o DALQR (OSTERTAG; GOYENA, 2011).
As simulações contemplaram tanto situações envolvendo distúrbios mensuráveis e entradas
desconhecidas e constatou-se em todos os casos analisados que as soluções clássicas (LQR, LQI
e LQG) apresentam, em comparação com os outros métodos, maior valor final para a função
custo quadrática. Isso se deve ao fato de que os métodos com rejeição de distúrbio têm uma
lei de controle que é função não só do estado do sistema mas também do distúrbio/entrada
desconhecida.

Entre os métodos de rejeição de distúrbios/entradas desconhecidas, o melhor valor final
para a função custo depende da situação analisada. Nos casos com ação integral, o valor da função
custo distúrbio foram muito semelhantes. Já nos outros casos, observou-se que o desempenho dos
métodos está associado com os pesos 𝑄 e 𝑅 utilizados, ressaltando-se que o ELQR apresentou
os menores valores de função custo de uma maneira geral.

Analisando-se o esforço de controle, observou-se que a rejeição de distúrbio/entradas
desconhecidas pode exigir mais do atuador com relação ao método clássico, sendo necessária
uma análise criteriosa dessa variável por parte do projetista para que não sejam excedidos limites
físicos do sistema. O ELQR apresentou esforços de controle mais elevados nos instantes em
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que ocorrem variações instantâneas no valor do distúrbio. Além disso, o LQRED apresentou
resultados com melhor limitação no esforço de controle, pois em sua solução o ganho associado
ao distúrbio depende diretamente do peso 𝑅, enquanto nas formulações do ELQR e do DALQR a
influência de 𝑅 se dá apenas no ganho associado ao estado.

Ainda com relação ao esforço de controle ocorre um outro problema nos controladores
gaussianos, pois existe um atraso de tempo entre a medição da saída do sistema e a estimativa da
entrada desconhecida, o que gera um esforço de controle elevado quando o valor do distúrbio varia
instantaneamente. Para solucionar este problema é necessário um estimador que forneça a entrada
desconhecida no mesmo instante da medida, solução não encontrada na revisão bibliográfica
realizada durante esta pesquisa.

Algumas aplicações práticas da metodologia proposta foram desenvolvidas para sis-
temas fotovoltaicos, onde a variação da irradiância solar pode ser considerada um distúrbio
externo/entrada desconhecida que se relaciona diretamente com a tensão de entrada em con-
versores chaveados, dispositivos normalmente conectados nas saídas dos painéis fotovoltaicos.
Para isso, o primeiro passo foi obter a modelagem desse sistema em espaço de estados sujeito a
distúrbios externos/entradas desconhecidas. Com esse modelo foi possível utilizar o KFUI para
estimar irradiância solar de maneira adequada e aplicar o LQIED para regular a máxima potência
de um sistema fotovoltaico. A importância deste trabalho para essas aplicações consiste em
realizar um rastreamento de máxima potência mais eficiente se comparado com o LQI clássico
e o método Perturba e Observa (que é o mais empregado), resultando em maior produção de
energia pelo sistema fotovoltaico e diminuição da quantidade de painéis necessários para os
empreendimentos. E mesmo que não seja possível medir a irradiância ou a tensão de entrada
do conversor, a aplicação é garantida pelo LQGUI-I, embora ocorra uma perda de desempenho
devido ao atraso entre medida e estimativa por parte do KFUI.

Dessa maneira, este trabalho contribui com novas metodologias para tratar adequadamente
do problema de sistemas sujeitos a distúrbios externos/entradas desconhecidas, destacando-se os
controladores com ação integral e suas aplicações em sistemas fotovoltaicos.

Trabalhos futuros envolvem a prova de convergência e estabilidade dos controladores
LQRED e LQIED, bem como sua aplicação em sistemas sujeitos a incertezas paramétricas. Além
disso, as aplicações em sistemas fotovoltaicos devem seguir com a utilização do LQGUI com
ação integral em simulações e, posteriormente, com implementações em experimentos reais.
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APÊNDICE A – OUTROS MÉTODOS BASEADOS EM
LQR PARA REJEIÇÃO DE DISTÚRBIOS

Os dois métodos apresentados a seguir têm a proposta de atenuar o efeito dos distúrbios
sobre o sistema utilizando leis de controle que apresentem um ganho adicional sobre o distúrbio
externo, desde que este faça parte do modelo do sistema em espaço de estados.

A.1 Disturbance Acomodating Linear Quadratic Regulator

Teorema A.1.1. (OSTERTAG; GOYENA, 2011) Seja um sistema linear invariante no tempo dado
por (1.4) o Regulador Linear Quadrático com Acomodação de Distúrbio (DALQR, Disturbance
Acomodating Linear Quadratic Regulator) fornece a seguinte lei de controle 𝑢𝑘 que minimiza o
efeito de distúrbios sobre o sistema

𝑢𝑘 = −
(
𝐾𝑥𝑥𝑘 + 𝐾𝑑𝑑𝑘

)
(A.1)

onde
𝐾𝑑 = 𝐺†𝐸 (A.2)

𝐺† =
(
𝐺𝑇𝐺

)−1
𝐺𝑇 (A.3)

Na formulação apresentada no Teorema A.1.1 o ganho 𝐾𝑥 é calculado de acordo com a
formulação clássica do LQR, ou seja, Equações (2.5) e (2.6) (SINGH; PAL, 2017).

A.2 Extended Linear Quadratic Regulator

Teorema A.2.1. (SINGH; PAL, 2017) Seja um sistema linear invariante no tempo dado por
(1.4) em que 𝑑𝑘 = 0∀𝑘 ≥ 𝑁 , o Regulador Linear Quadrático Estendido (ELQR, Extended Linear
Quadratic Regulator) apresenta a lei de controle ótima dada por

𝑢∗𝑘 = −
(
𝐾𝑥𝑥𝑘 + 𝐾𝑑𝑑𝑘 + 𝐾′𝑑

)
(A.4)

𝐾𝑑 = 𝐾𝑥 (𝑃𝑘 −𝑄)−1𝐷𝑘 (A.5)

𝐾′𝑑 = 𝐾𝑥 (𝑃𝑘 −𝑄)−1𝐷′𝑘 (A.6)

𝐷𝑘 = (𝐹 − 𝐺𝐾𝑥)𝑇 (𝑃𝑘+1𝐸 + 𝐷𝑘+1) (A.7)
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𝐷′𝑘 = (𝐹 − 𝐺𝐾𝑥)𝑇 (𝐷𝑘+1 (𝑑𝑘+1 − 𝑑𝑘 ) + 𝐷′𝑘+1) (A.8)

onde 𝐷𝑘 , 𝐷
′
𝑘 ∈ R

𝑛×𝑞 e 𝐾𝑥𝑘 e 𝑃𝑘 são calculado de acordo com a formulação clássica do LQR, ou
seja, Equações (2.5) e (2.6).

Observação A.2.1. Note que 𝐾′𝑑 depende do conhecimento prévio da sequência {𝑑𝑘 }𝑁𝑘=0,
entretanto como o objetivo deste trabalho é propor controladores para sistemas sujeitos a
entradas desconhecidas (distúrbios não mensuráveis), as simulações foram realizadas com
𝐾′𝑑 = 0.
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