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Regulador Linear Gaussiano
para Sistemas Lineares

com Entradas Desconhecidas

RESUMO

Neste trabalho € apresentado o desenvolvimento de um Regulador Linear Gaussiano para
sistemas espaco de estados sujeitos a distirbios externos ndo mensuraveis, conhecidos como
entradas desconhecidas. Para isso, foi formulado um Regulador Linear Quadrético com rejei¢ao de
distdrbios que juntamente com o Filtro de Kalman para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas
fornece uma agiio de controle baseada nas estimativas dos distirbios. E proposta também a
inclusdo da mesma metodologia em controladores com agdo integral, mostrando que € possivel
melhorar a rejei¢do de distirbios nestes. Alguns exemplos numéricos sdo apresentados e os
resultados sdo comparados com outras propostas da literatura, mostrando que a metodologia
apresenta bom desempenho e tem relevancia para utilizacdo em problemas praticos. Algumas
aplicagdes envolvendo sistemas de geragdo fotovoltaica foram decorrentes dessa pesquisa, como a
realizacdo de estimativa de irradiancia solar a partir do Filtro de Kalman para sistemas sujeitos a
entradas desconhecidas e a aplicacdo do controlador com agado integral proposto no rastreamento
de maxima poténcia em painéis fotovoltaicos. Nesse sentido, boas perspectivas sao esperadas
visto que a metodologia empregada pode resultar em maior eficiéncia e redugdo de custos nesse
tipo de sistema.

Palavras-chave: LQG, LQR, LQI, rejeicdo de distirbio.
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1 INTRODUCAO

Uma das principais questdes abordadas na teoria de controle € a acao de distdrbios/entradas
externas sobre o sistema. Esses disturbios correspondem a entradas que ndo sdo manipuldveis
diretamente pelo controlador e podem degradar o desempenho de todo um sistema de controle se
nao forem considerados durante a etapa de projeto.

Um exemplo de aplicacdo que envolve este tipo de problema sao os veiculos aéreos ndo
tripulados (UAV, Unmanned Aerial Vehicle), que estao sujeitos a rajadas de vento que podem
impedi-los de seguir a trajetéria desejada. Grande nimero de pesquisas tem se voltado para
a rejei¢do de disturbios nesta aplicacdo, como em Xiong et al. (2011), Smith et al. (2017) e
Hoshu et al. (2019). Outra drea que tem recebido muita ateng@o para a implementacdo de novas
estratégias de controle é a de fontes renovéveis de energia elétrica, como a fotovoltaica e edlica.
Propostas de rejeicao de disttirbio nestes sistemas tem sido aplicadas recentemente, como em Yu
e Hu (2019), Benrabah et al. (2019) e Singh et al. (2019).

A técnica cldssica para a rejeicao de distirbios € a utilizacao de controladores com agao
integral, que reduzem o erro em regime permanente entre a saida do sistema e uma determinada
referéncia, a qual representa a saida desejada (GOLNARAGHI; KUO, 2009; NISE, 2012).
Entretanto, outras propostas de rejei¢do de disturbios, como Cerri et al. (2009), Ostertag e Goyena
(2011), Smith et al. (2017), Wang et al. (2017) e Singh e Pal (2017), estdao relacionadas com
a teoria de controle 6timo através do Regulador Linear Quadrético (LQR, Linear Quadratic
Regulator).

Controle 6timo envolve a otimizacdo de um determinado indice de desempenho do
sistema garantindo que o mesmo seja controlado adequadamente dentro de seus limites fisicos
(estabilidade). O surgimento do LQR (KALMAN, 1960b) como um recurso para o caso particular
em que o indice de desempenho associado ao sistema € uma fun¢ao quadrética, tornou mais eficaz
a solugdo de diversos problemas em controle 6timo relacionados a sistemas lineares modelados
em espago de estados. O LQR € amplamente utilizado devido a sua eficacia, facil implementacio

e baixo custo computacional.

1.1 Motivacao

Na formulacao cldssica do LQR, a modelagem matematica do sistema nao considera a
acao de distirbios, sendo a lei de controle resultante fun¢ao apenas das varidveis de estado e,
como discutido recentemente em Smith et al. (2017), Wang et al. (2017) e Singh e Pal (2017),
uma lei de controle que esteja relacionada com o disttirbio € mais eficiente. No entanto, essas
novas propostas nao contemplam a investigacao de uma agdo integral em suas formula¢des do
LQR e, visto que a integracao ja estd associada com o tema de rejeicao de disttrbios, essa andlise

se faz necessaria.
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Um tipo de sistema em que o estudo da agdo integral é muito discutida e envolvida
com a rejeicao de distirbios sdo os conversores chaveados cc-cc (PADMANABAN et al., 2015;
BRISILLA etal.,2019; MORENO-VALENZUELA, 2019; ARMGHAN et al., 2020), dispositivos
de conversao de energia comumente empregados em sistemas fotovoltaicos. O controle desses
conversores estd diretamente ligado a eficiéncia do sistema fotovoltaico, sendo que quanto melhor
for a rejeicdo de distarbios por parte do controlador, maior serd a produgdo de energia elétrica
(MADUREIRA et al., 2019b; SINGH et al., 2019).

Em especial, existe o caso em que as varidveis de estado e/ou os distiirbios externos nao
sao mensuraveis devido a fatores técnicos ou econdmicos. Nestas circunstancias, os distirbios sao
conhecidos na literatura como entradas desconhecidas (DAROUACH et al., 1995). Por exemplo,
em alguns casos os sistemas fotovoltaicos necessitam de medidas de irradiancia e o instrumento
de medida que realiza essa medi¢do, o pirandmetro, € muito caro (MADUREIRA et al., 2019a).
Quando o sistema de controle no espago de estados necessita de varidveis nao mensuraveis, uma
alternativa vidvel € realizar estimativas através observadores de Luenberger ou filtro de Kalman
e, baseado no principio da separacao (veja Moudgalya (2007), Ostertag e Goyena (2011), Lewis
et al. (2012), Lewis et al. (2007)), utilizar essas estimativas diretamente no controlador.

Entretanto, as formulacdes mais bdsicas destas ferramentas ndo estimam os valores
das entradas desconhecidas, necessdrios para uma a¢do de controle mais eficiente conforme
mencionado anteriormente. Em Ostertag e Goyena (2011) e He et al. (2017) podem ser encontradas
metodologias que utilizam observadores de Luenberger para estimar a entrada desconhecida
e realizar o controle em espaco de estados a partir dessa estimativa. Porém, observadores sao
propostos para sistemas deterministicos, em que ndo sdo considerados a presenga de ruidos nas
varidveis de estado e na saida do sistema.

Proposto por Kalman (1960a), o filtro de Kalman padrao (KF) é um estimador 6timo
recursivo para varidveis de estado que engloba sistemas estocdsticos e € muito utilizado em
combinacdo com o LQR, o que constitui o Regulador Linear Gaussiano (LQG, Linear Quadratic
Gaussian Regulator), como apresentado em Cerri et al. (2009) e Mateescu et al. (2012). Um
KF para sistemas com entradas desconhecidas (KFUI, Kalman Filter with Unknown Inputs)
foi proposto por Darouach et al. (1995) e estima tanto as varidveis de estado quanto entradas
desconhecidas.

Dessa maneira, motivado pela crescente demanda por energia elétrica que exige cada vez
mais o estudo e desenvolvimento de fontes de energia limpas e renovaveis, este trabalho busca
propor uma metodologia mais simples e intuitiva para o projeto de controladores 6timos para
sistemas sujeitos a entradas desconhecidas, sendo considerada a inclusdo de acdo integral no
sistema. Para isso, primeiro serdo propostos um Regulador Linear Quadrético para Sistemas
Lineares Sujeitos a Distirbios Externos (LQRED, Linear Quadratic Regulator with External
Disturbance) e um Regulador Linear Quadrético com Ag¢do Integral para Sistemas Lineares
Sujeitos a Distirbios Externos (LQIED, Linear Quadratic Regulator with Integral Action and
External Disturbance). Entao, o LQRED e o LQIED sao combinados com o KFUI obtendo
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o Regulador Linear Gaussiano para Sistemas com Entradas Desconhecidas (LQGUI, Linear
Quadratic Gaussian with Unknow Inputs). Os controladores propostos sdo comparados com outros
métodos da literatura e aplicados em modelos espago de estados linearizados de conversores

CC-CC.

1.2 Formulaciio do Problema de Controle Otimo

A teoria de controle pode ser dividida em controle cldssico e controle moderno, cuja
principal mudanca estd na ado¢do de modelos em espago de estados pelo dltimo. A principal
vantagem desses modelos € representar sistemas nao lineares, variantes no tempo, com multiplas
entradas e saidas e condic¢des iniciais nao nulas. Técnicas de controle 6timo, incluindo o LQR
tratado neste trabalho, sdo propostos a partir de modelos em espago de estados.

Neste trabalho sao utilizados modelos de tempo discreto, visando a implementacao das
solucdes propostas através de tecnologias digitais, as quais permitem maior flexibilidade para
alteracdes no projeto do controlador.

Um modelo matematico em espaco de estados de tempo discreto € constituido por um
conjunto de equagdes a diferencas de primeira ordem que representa um determinado sistema em
func¢do do estado x; e entradas de controle u;. O estado x; € composto por varidveis de estado,
as quais constituem o menor conjunto linearmente independente das varidveis! de um sistema
dindmico que, em fun¢do dos valores iniciais em um instante k, relacionados aos parametros
do sistema e entradas de controle, permite caracterizar o comportamento dessas varidveis para
todo tempo k > k, (OGATA, 1995). As entradas de controle u; estdo associadas aos atuadores
que modificam diretamente o estado do sistema. O espaco de estados de tempo continuo € um
conjunto de equacdes diferenciais com as mesmas caracteristicas.

O modelo nominal de um sistema linear discreto em espacgo de estado € dado por

Xir1 = Frxp + Grug, (1.1a)

Yk = Hyxg, (1.1b)

z z

em que x; € R" é o vetor de varidveis de estado, u; € R™ € o vetor de entradas de controle,
yr € RP é o vetor de saidas, Fj, € R™" ¢ a matriz de pardmetros do sistema, G, € R™" ¢ o vetor
de parAmetros de entrada, H; € RP*" € o parAmetro da saida e k € Z.

O LQR em sua formulagao classica consiste em solucionar o seguinte problema de

minimizagao restrita a dinamica do Sistema (1.1)

N

: T T T
nl}}(n Xy PN+1XN+1 + Z (kuxk + ukRkuk) , (1.2)
k=0

s.a xXg+1 = Frxp + Gruyg,

1Por exemplo, posicdo, velocidade, tensdo e corrente. No entanto, quando o conjunto de equacdes a diferencgas
ou diferenciais € linear, € comum a utilizacao de transformacdes lineares que descaracterizam o significado fisico
das varidveis de estado para facilitar a andlise do sistema.
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R ¢ uma matriz simétrica? e definida positiva® conhecida e Py, € Q € R™"

em que Ry €
sdo matrizes simétricas e semidefinidas positivas 4 também conhecidas. A solugdo cldssica para

este problema € dada em funcao do estado x; conforme apresentado abaixo

up = f(xx) = Kpxi, (1.3)
com Kj € R™".

Neste trabalho sdo considerados sistemas espaco de estados sujeitos a distirbios externos

que tém o seguinte modelo

Xk+1 :Fkxk+Gkuk+Ekdk, (1.4a)

Vi = Hyxyg, (1.4b)

em que dy € R? é o vetor de distirbios/entradas externas, E;, € R"™? é o parAmetro dos distirbios
externos e os demais parametros e varidveis sao iguais aos do Sistema (1.1).

A Solucgao (1.3) € fornecida para modelos matematicos que ndo consideram a influéncia
de entradas externas. Entretanto, conforme ilustrado na Figura 1, os sistemas representados por
estes modelos mais simples também podem estar sujeitos a distdrbios em situagdes préticas e,
neste caso, a lei de controle «, ndo atuard diretamente sobre os efeitos dos distirbios dj no

sistema.

d Modelo do sistema
—— Y X
* Xen = Fox + G,
u
;‘.

v

A

*
e = f(x;)

Figura 1 — Sistema de controle sem rejeicao de distirbios

Para solucionar esta questio € necessario obter um modelo com o termo Ed; conforme

(1.4) e resolver o seguinte problema de otimizacao
N
nl}in XJT\7+1PN+IXN+1 + Z (szxk + quuk) , (1.5)
k=0

5.a Xp41 = Frxp + Grup + Edyg,

sendo a lei de controle 6tima resultante fungao do estado x; e do distdrbio dy, ou seja,

uy, = f(xk, di) (1.6)

2Uma matriz € simétrica se for igual a sua transposta.

3Uma matriz R € R™™ §é definida positiva se u” Ru > 0, Yu € R™ e u # 0. A notagio R > 0 indica que R é
uma matriz definida positiva.

4Uma matriz Q € R™" ¢ semidefinida positiva se x’ Qx > 0, Vx € R" e x # 0. A nota¢io Q > 0 indica que Q
€ uma matriz semidefinida positiva.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

Dado o Problema (1.5), constitui o objetivo geral deste trabalho a proposi¢ao de uma
nova metodologia para o projeto de controladores 6timos com rejei¢do de disturbio, investigando
a inclusdo de acdo integral no sistema.

A Figura 2 mostra um diagrama de blocos que ilustra a ideia basica dessa solucao.

Modelo do sistema

dk » S X
u: Xpo = Fx + Gy + Evd >
X
1—

”; = f(x.d,) |

Figura 2 — Sistema de controle com rejeicao de distirbios

1.3.2  Objetivo Especifico

Combinar a metodologia desenvolvida para o projeto dos controladores 6timos com
rejeicao de distirbio com o KFUI a fim de proporcionar o projeto de controladores para sistemas
sujeitos a entradas desconhecidas. O resultado consiste em controladores com uma lei de controle
dada por

uy = f (e, di). (1.7)

em que X e cfk sdo estimativas de x; e d, respectivamente, obtidas a partir de y; pelo KFUI.

Essa ideia estd ilustrada na Figura 3.

Modelo do sistema

d,—> ] Vi
k _
Uy
. k Vi
0= fGed) [JeulT
t.:','_ uk
LaG

Figura 3 — Sistema de controle para entradas desconhecidas
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1.3.3  Objetivos Secundarios

Também constituem objetivos deste trabalho:

* Aplicagdo do KFUI na estimativa de irradiancia através do modelo matemaético de

conversores chaveados cc-cc.

* Aplicagdo do LQIED na realizagcdo de rastreamento de mixima poténcia em sistemas
fotovoltaicos.

1.4 Contribuicoes

A abordagem desta pesquisa € a rejeicao de distdrbios em sistemas lineares modelados
em espacos de estados. Em func¢do deste problema, a principal contribuicdo deste trabalho € a
formulagdao do LQGUI com ag¢do integral (LQGUI-I), que, proposto de uma maneira intuitiva
através de controladores quadréticos e filtro de Kalman, permite uma melhor resposta do sistema
frente a entradas desconhecidas. O LQGUI com acao integral foi obtido através do LQIED, que é
uma formulacao proposta neste trabalho e que também constitui uma contribuicao importante.

Além disso, foram contribui¢des decorrentes deste trabalho as seguintes aplicacoes

desenvolvidas para sistemas fotovoltaicos:

* estimativa de irradiincia através do KFUI e dos modelos matematicos de painéis fotovol-

taicos e conversores chaveados cc-cc;

* rastreamento de maxima poténcia utilizando LQIED.
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1.5

1.6

Estrutura do Texto
Esta dissertacdo estd organizada como segue.

Capitulo 2: apresenta de maneira bésica o problema de minimizacdo de um indice de
desempenho quadratico; mostra a solugdo cldssica do LQR e outra baseada em minimos

quadrados ponderados restrito (MQPR); apresenta a formulacao classica do LQI.

Capitulo 3: contém o desenvolvimento das propostas para projeto de controladores com
rejeicdo de distirbios, LQRED e LQIED.

Capitulo 4: apresenta o KFUI e sua combinagdao com os controladores propostos no
Capitulo 3, resultando em uma solucdo para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas,

nos quais nao € possivel medir as varidveis de estado e/ou distirbios externos.

Capitulo 5: expde algumas simulagdes dos controladores propostos em um contexto de
sistemas fotovoltaicos. Primeiro, sdo apresentadas as modelagens matemadticas do painel
fotovoltaico e do conversor cc-cc do tipo boost. Em seguida, sdo feitos algumas simulag¢des
numéricas utilizando o modelo do conversor e comparando os controladores propostos

com outros métodos da literatura.

Capitulo 6: Apresenta os resultados de duas aplicacdes que foram desenvolvidas para
sistemas fotovoltaicos. A primeira € uma utilizacdo do KFUI para realizar estimativas de
irradidncia através dos modelos do painel e do conversor. A segunda € uma aplicacdo do

LQIED na realizagdo de rastreamento de mdxima poténcia em painéis fotovoltaicos.

Publicacoes

MADUREIRA, V. S.; CHAGAS, T. P. das; JESUS, G. Q. de. Irradiance Estimation Using
Kalman Filter for State-space Systems with Unknown Inputs. Anais do 14° Simpésio
Brasileiro de Automacao Inteligente. Galoa, 2019. Disponivel em: <https://proceedings.
science/proceedings/100113/_papers/111315>.

MADUREIRA, V. S.; CHAGAS, T. P. das; JESUS, G. Q. de. Regulador Linear Quadratico
com Acdo Integral para Sistemas Lineares com Rejeicao de Distirbios. Anais da 14°
Conferéncia Brasileira de Dinamica, Controle e Aplicacdes. Equipe do Portal de
Eventos Cientificos da EESC-USP, 2019. Disponivel em: <http://biblioteca.eesc.usp.br/
images/soac/dincon/dincon2020anais.pdf>.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo apresenta alguns conceitos preliminares e a base matemdtica para o
desenvolvimento dos controladores com rejei¢@o de disttrbio no proximo capitulo. A seguir serdo
apresentadas a solugdo cldssica do LQR e a formulacdo apresentada em Cerri (2009). Embora a
primeira seja muito conhecida na literatura tradicional (OGATA, 1995; MOUDGALYA, 2007;
LEWIS et al., 2012), a segunda apresenta uma contribui¢do para sistemas com incertezas nos
parametros que € baseada na teoria de fun¢des penalidade e Minimos Quadrados Ponderados
(MQP). Assim, apesar de o presente trabalho ndo tratar de modelos com incertezas nos parametros,
serd natural a evolucdo para o caso robusto em trabalhos futuros. Também sera apresentada a

formulacgdo clédssica do LQR com ac¢do integral, o LQI.

2.1 Formulacao Classica do LQR

Considere o sistema linear, discreto e definido em espago de estados na sua forma nominal

(com auséncia de ruido e distirbios no modelo matematico) por

Xir1 = Fixp + Grug, (2.1a)

Yk = Hyxg, (2.1b)

onde F; € R™", Gy € R e H; € RP*". O problema de controle 6timo tem como objetivo
minimizar um determinado indice de desempenho, determinando uma sequéncia de esforcos de
N . . . P
controle {ulzv} 4o (Ou seja, ui,Vk € [0, N]) que faga o estado do sistema seguir uma trajetdria
Otima {x,t} r—o- No caso do LQR, esse indice de desempenho corresponde a seguinte fungéo
custo quadrética
N
T T T
J =X P + ) (D Qure +uf R ), 22)
k=0
sendo as matrizes Py > 0, Qr > 0 e Ry > 0 todas simétricas e o problema de minimizagao
estabelecido como segue
min {J}, (2.3)
Uk

s.a Xp41 = Fixp + Grug.

O indice de desempenho (2.2) € utilizado em problemas de minima energia, onde se
deseja obter uma sequéncia {uz }j{vzo que minimiza a energia dos estados do sistema e dos esforcos
de controle necessdrios para isso, o que corresponde a manter estado e controle préximos a
zero (LEWIS et al., 2012). Entretanto, por se apresentar como um problema de otimizagao
analiticamente soluciondvel e que converge para trajetorias estaveis, € muito utilizado em diversas

aplicagdes. O primeiro termo em (2.2), xlT\, +1PN+1XN+1, diz respeito ao estado final do sistema.
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O termo x%Q kXk estd associado ao quao afastado de zero o estado do sistema se encontra. Por
ultimo, quk uy estd relacionado com a energia despendida para que a trajetdria x, seja atendida.

Dessa maneira, os pesos Q, Ry e Py funcionam como uma balanca entre o desempenho
do sistema e energia a ser utilizada. Aumentar valores na matriz Q significa aumento de
desempenho, pois penaliza as varidveis de estado do sistema para que elas se aproximem do zero
mais rapidamente. Aumentar os valores em R penaliza os atuadores, levando-os a diminuir a
energia (ou recursos) consumida pelos mesmos. J4 aumentos em Py, levam a reducao do estado

final do sistema.

2.1.1 Solugdo

A solucdo classica para o Problema (2.3) fornece uma sequéncia 6tima de controle
{u;}7, dada por (LEWIS et al., 2012)

up = —Kixy, (2.4)
onde )
Ki = (Ri+ GIPiaGr) GLPiFy, 2.5)
T T -1y
Py =F, (Pk+l _Pk+1Gk(Rk+GkPk+le) GkPk+1)Fk+Qk, (2.6)

em que (2.6) € uma equacgao algébrica de Riccati! de tempo discreto (DARE, Discrete Time
Algebraic Riccati Equation).
Em malha fechada (Figura 1), o sistema (2.1) passa a ser representado, através de (2.4),
por
Xip = (Fx — GeKy) x. 2.7)

2.2 Formulacao do LQR Baseada em MQPR

O problema de minimos quadrados restritos consiste em encontrar uma solucdo 6tima
z que minimize um funcional quadratico f(z) sujeito a uma restricdo de igualdade g(z). A

formulacdo do problema € apresentada da seguinte maneira

mtin f(2), (2.8)

s.a g(z) =0,

emque f,g :R" > RezeR".
A solug@o recursiva para o LQR apresentada em Cerri (2009) € obtida através de Minimos

Quadrados Ponderados Restrito (MQPR). Para isso, o autor utilizou as teorias de MQP e funcdes

1Jacopo Francesco Riccati - Matemadtico italiano que primeiro investigou a versdo escalar deste tipo de equacdo:
Y = px)y* +q )y +r(x).
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penalidade para obter uma solucio para a funcdo f(z) = (Az — B)T U (Az — B) sujeita a restricdo
de igualdade g(z) = Cz — D. As fungdes penalidade incluem as restri¢des de um problema de
otimizagdo diretamente na fungdo custo, de modo que quando tais restri¢des sao violadas o valor

da funcio custo se eleva. A solucdo obtida em Cerri (2009) € apresentada na proposicao abaixo.

Proposicao 2.2.1. (CERRI, 2009) Seja o problema de minimos quadrados restritos dado por
min {(Az — B)"U (Az - B)}, (2.9)
Z

s.aCz=D,

emque A € R™™, C € RP™ U € R™" é uma matriz de ponderagdo definida positiva, z € R™,
BeR'eD eR”.

A solugdo otima 7" para (2.9) é dada por

olfu™ o A B
=10 0 o0 cCc||D]. (2.10)
I AT ¢t o 0

Considere agora o seguinte problema de minimizacao
min{f (z,u)}, (2.11)

s.az=Fx+Gu,

em que F € R e G € R™" sio conhecidos, z € R" e u € R™ sdo variaveis de decisdo, x € R"

é conhecido e a funcéo objetivo f : R" x R” — R é dada por
f(zu) =72 Pz+x"Ox + u’ Ru, (2.12)

sendo P, Q € R™" e R € R™ matrizes definidas positivas conhecidas.

Fazendo as seguintes correspondéncias

I 0 0 P 0 O

A=|01|.8=|0 [xU=|0 R 0| C=]|1 —G],Z:lZ]eZ):Fx,
u

0 0 -1 0 0 Q0

(2.13)
pode-se reescrever (2.11) como
min {(AZ - 8) U (AZ - B)}, (2.14)
s.aCZ =9,

que tem a forma do Problema (2.9).
O coroldrio a seguir define o método de solu¢do do Problema (2.11) através da substitui¢ao
de (2.13) em (2.10), desde que as matrizes P, Q e R sejam definidas positivas.
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Corolario 2.2.1. (CERRI, 2009) A solucdo étima (z*,u”) do Problema (2.11) é dada por

z L (2.15)
= X .
u* K
com
_ 17T r 1 -1 -
00 P 0 0 0 I 0 0
00 0 R' o 0 0 I 0
L 00 o o o' o0 0 o0 -1
- (2.16)
K 00 0 0 0 0 I -G F
I 0 I 0 0 I 0 0 0
0 1 o I 0 -G o o 0

O valor minimo _de f(z,u) pode ser calculado através de
F(ut) =T (LTPL + KTRK + Q) X
Considere novamente o sistema (2.1),
X+l = Frxy + Gruy,

Yk = Hyxp.

Cerri (2009) apresenta uma solucdo para o LQR que consiste em obter a sequéncia 6tima

* “\ 1NV .
{(xp,1>uz) } o Para o seguinte problema
N
in fxy,,P . R 2.18
min Xy, Pni1xnver + X Qrxp +uy Riug) ¢ s (2.13)
Xk+1-Uk
k=0
s.a xpy1 = Frxp + Gruy.

Note que, em (2.18), a minimizacao € feita tanto na varidvel u; quanto em xj41. A partir

do corolério 2.2.1, obtém-se a solucdo enunciada no teorema a seguir.

Teorema 2.2.1. (CERRI, 2009) Sejam Py > 0, Qr > 0 e Ry > 0 matrizes simétricas. A

solucdo do problema de minimizacdo (2.18) é dada por

Ferr = Sk (2.19)
u, = Kixy,
com
- -T- _1 _1 -
00 0 P00 0 1 0
¢ 00 O 0O R 0 0 0 I 0
¢ 00 —I 0 0 Q9 0 o0 1
K | = (2.20)
b 00 Fy 0 0 0 0 I -Gg Fy
¢ 10 0 I 0 0 I 0 0 0
0171 0 O I 0 -G, 0 0 0
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A vantagem em utilizar a solucdo (2.19) ao invés da formulacao cldssica estd associada
com a solucdo de problemas de controle envolvendo sistemas sujeitos a incertezas paramétricas.
O Lema a seguir apresenta um resultado importante que relaciona a solucdo (2.19) com a

formulacio cldssica do LQR estabelecida em (2.4) a (2.7) através da equacao recursiva de Riccati.

Lema 2.2.1. (CERRI, 2009) A Equacdo (2.19) pode ser equivalentemente reescrita da seguinte

maneira
-1
Xy = (F - G(R+G"PriG) GTPk+1F) Xk, 2.21)
Ly
T -1
= —(R+G Pk+1G) G Pio F X1 (2.22)
Ky
sendo |
Py =FT (Pk+1 - Pk+1G(R + GTPk+1G) GTPk+1) F+0. (2.23)

Assim, desde que Py41 > 0, Qx > 0 e Ry > 0 sejam matrizes simétricas, (2.19) e (2.4)

resultam na mesma lei de controle.

2.3 Regulador Linear Quadratico com Acao Integral

Nesta secao € apresentado como pode ser incluida uma acao integral no modelo espaco
de estados e como a solugdo cldssica do LQR absorve os novos termos adicionados no sistema
de controle. De um modo geral, a acdo integral € utilizada nos controladores para reduzir o erro
entre a resposta do sistema (saida) e uma determinada referéncia a ser seguida. As defini¢des a
seguir sdo necessdrias para um melhor entendimento das consequéncias da acao integral sobre o

sistema.

Definicao 2.3.1. (NISE, 2012) Uma funcdo de transferéncia H(s) é um modelo matemdtico que
relaciona entrada U(s) e saida Y (s) de um sistema no dominio de Laplace. Uma funcdo de

transferéncia pode ser representada através de polinomios da seguinte forma

3 Y(s) B C(s+z1)(s+22)...

H(s) = U(s)  s"(s+p1)(s+p2)..

(2.24)

onde C é uma constante.

Definicao 2.3.2. (NISE, 2012) Os valores que fazem H(s) se tornar zero sdo chamados de zeros
de H(s). Nesse caso, {-z1,—22, ...} sdo zeros de H(s).

Definicao 2.3.3. (NISE, 2012) Os valores que fazem H(s) se tornar infinita sdo chamados de
polos de H(s). Nesse caso, {—p1,—p2, ...} sao polos de H(s). O valor zero também é um polo
caso h > 0.
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Definicao 2.3.4. (NISE, 2012) O valor de h determina o Tipo do sistema. Se h = 1, o sistema é

do Tipo 1. Se h =2, o sistema é do Tipo 2. E assim sucessivamente.

Definicao 2.3.5. (NISE, 2012) O nuimero de integracoes puras em uma fungdo de transferéncia

consiste no niimero de polos na origem, ou seja, equivale ao valor de h.

Definicao 2.3.6. (NISE, 2012) Para uma referéncia ry do tipo degrau (isto é, ry = r,Vk € Z),
o0 erro em regime permanente de um sistema realimentado é nulo se houver pelo menos uma

integracdo pura no caminho entre referéncia e saida.

Dessa maneira, a ideia basica da inclusdo da acdo integral € aumentar o tipo do sistema
para reduzir o erro em regime permanente. Nos modelos em espago de estados a acdo integral €
adicionada como segue.

Considere o sistema espaco de estados com parAmetros os F € R, G € R™"™ H € RP*"
constantes para todo k € Z.

Xi41 = Fxp + Guy,
Yi = Hxg.

Defina o somatorio (integral discreta) €;,; € R? do erro entre a saida y; e uma referéncia
rr € RP como
€k+1 = €k + Tk — Vi (2.26)
ou

€rsl = € + 1 — Hxy. (2.27)

A Figura 4 mostra o diagrama de blocos do sistema espaco de estados com (2.26) (acdo
integral) incluida. Note que a malha interna, que realimenta o estado xj, constitui o0 modelo
para o qual foi dada a solucdo do LQR na Sec¢do 2.1. A malha externa, que realimenta y; estd

associada ao termo integral €.

v
e
L €L uk

—>crt1 =€+ (75 — Ur) FPug = f(Tr, ep) =P Tpy1 = Faop + Guy | H

Yk l‘kT

Figura 4 — Sistema espago de estados com acao integral

Uma solu¢do comumente empregada no problema de otimizacio quadratica do sistema

da Figura 4 € incluir o termo €; como um novo estado no modelo matematico e obter um sistema
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aumentado da seguinte forma
Xp+1 = AXp + Buy + / } Tk, (2.28)
com ]
F 0 G _ Xk
A= ,B= JXp = . (2.29)
-H 1 0 €k

Na literatura tradicional, a dedugdo desse tipo de regulador € feita através de uma andlise

em regime permanente onde supde-se entradas do tipo degrau (ry = r,Vk € Z) e sistemas
invariantes no tempo (OGATA, 1995; FENG et al., 2007). Esta formulacao cldssica do LQI

minimiza o seguinte funcional

(o] ~
. XN+1 ~ »

min . + u{Rkuk ,
Uk k=0 EN+1

T
0" 0 AN+t
0 QE EN+1

)fk =Xk — Xoo»

em que

€k = € — €co,

Uy = Up — Uoo,

fk:rk—rm:O,

onde oo denota valor de regime permanente.

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

A solugdo 6tima de estado estaciondrio que minimiza (2.30) € dada por (FENG et al.,

2007)

up =—(K'x; + K) ,

com
K* = ® (P'F - P*H),

K¢ = ®P*

P = (FT (P* — P*wpY) — HT (PxeT - PxeT‘PPx)) F-

(FT (P — P*wpe) — {7 (Pe _ PxeTlPPxe)) H+ 0%,

pre = FT (P — prwpe) _ g7 (Pe - P“T‘I‘Pxe) ,

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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P = (Pe - PxeT\PPxe) , (2.40)
-1

®= (R + GTPXG) G7, 2.41)

Y =GO, (2.42)

em que P* € R™" > 0, P e R™? > 0e P € RP*? > (.

A inclusdo da acdo integral aumenta o Tipo do sistema e reduz a zero o erro em regime
permanente para referéncias do tipo degrau (NISE, 2012) e, como pode ser observado na Figura 4,
garante que influéncias de distirbios externos sejam rejeitadas mesmo que nao estejam incluidos
no modelo em espaco de estados como em (1.4), pois estd sempre for¢cando o sistema a retornar
para a referéncia (GOLNARAGHI; KUO, 2009; SMITH et al., 2017). Entretanto, é demonstrado
no préximo capitulo que essa inclusao do distirbio no modelo matematico do LQI reduz ainda
mais o erro em regime permanente entre saida e referéncia.

A acdo integral gera também um atraso na resposta do sistema. Note que (2.35) ndo tem
informagdo sobre a referéncia ry, que € estabelecida através de €, que, por sua vez, depende de
€x—1. Como apresentado em Furutani et al. (1997), Hagiwara et al. (2002) e Smith et al. (2017),
solugdes para este problema envolvem um termo adicional K’ r; na lei de controle, diminuindo

esse atraso.
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3 CONTROLADORES OTIMOS COM REJEICAO DE DIS-
TURBIO

Este capitulo apresenta duas propostas para projeto de 6timos quadraticos com rejei¢ao
de distirbios para sistemas modelados de acordo com (1.4), o LQRED e o LQIED. Em especial,
este ultimo se mostra como uma importante contribui¢c@o por resultar em uma lei de controle que
melhora ainda mais as caracteristicas de rejeicao de distirbio ja inerentes da agdo integral. A
obtencao desses controladores € realizada através de uma metodologia simples e intuitiva que
consiste em utilizar sistemas aumentados que tenham a forma da representacdo nominal (1.1) de

um sistema em espago de estados.

3.1 Regulador Linear Quadratico com Rejeicao de Distiirbio

Como discutido no Capitulo 2, o LQR € utilizado com o objetivo de manter o estado de
determinado sistema em um ponto de equilibrio nulo. Quando uma perturbacdo externa ocorre e
o sistema deixa esse equilibrio, o LQR atua tentando fazer com que o mesmo retorne ao estado
nulo garantindo a estabilidade do sistema e levando em conta uma relagdo entre os esfor¢os do
controlador e desempenho, dada através das matrizes Q e R do funcional quadrético J em (2.2).
Esse fato pode ser observado na Figura 5, onde um distirbio € aplicado no intervalo [50,150]
a um dado sistema discreto. Note que o médulo do esfor¢o de controle do LQR varia apenas
quando o estado do sistema € diferente de zero, e isso significa que o atuador estd operando no
sentido de fazer o sistema voltar para o zero. Entretanto, enquanto o distirbio existe no sistema, o
esforco de controle aplicado ndo consegue remover completamente o seu efeito sobre a resposta

do sistema devido a sua dinimica.

27 | = = ===
| N
| I —Distarbio %%
S 0.03F
1r | o
I = 0.02"
| I =
I 0.01¢
0 ‘ | | |
0 50 100 150 200 250 00 50 100 150 200 250
amostra [K] amostra [K]

() (b)

Figura 5 — Exemplo de sistema de controle com LQR: (a) Norma dos estados e disttrbio, (b)
Sinal de controle resultante.

Nesse sentido, levando em consideracao que a ideia do controlador 6timo quadratico é

minimizar o indice de desempenho J em (2.2), o controlador com rejeicao de distirbios deve
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buscar reduzir, com relagdo a formulacgdo cldssica, o valor desse mesmo indice de desempenho
quando o sistema estd sujeito a esses distirbios.

Considere novamente o sistema (1.4),
X+l = Fixp + Grug + Exdy,

Vi = Hyxy.

O teorema a seguir apresenta um novo método para o projeto de controladores 6timos
quadréticos com rejeicdo de distdrbios. A metodologia consiste em criar um modelo aumentado

contendo o parametro dos distirbios externos e substitui-lo na solu¢do classica do LQR (2.4).

Teorema 3.1.1. Considere o sistema linear discreto sujeito a distiirbios externos representado
em espaco de estado por (1.4).

Defina a forma aumentada de (1.4) como

Xir1 = Fx Xy + Gruy, (3.2)
através das seguintes identidades
Xk Fr Eg Gy
Xy = s Fr = ,Gr = 33
k i k 0 0 k 0 (3.3)

Considere o seguinte problema de minimiza¢do quadrdtica associado ao Sistema (3.2)
N

nl}in {X1€+1pN+1XN+1 +Z ({\’kTQka +M£Rkuk)} , (3.4)
k=0

s.a Xip1 = FaXi + Grug,

com as matrizes Pny = P{, 120, & = Q,{ >0eRy = Rz > 0 conhecidas e com dimensoes

apropriadas em relagdo a (3.3) como segue

Px de Qx O
Pya=| o e@u=| T8 . 3.5)
PN+1 PN+1 0 Qk

onde Py, 0, € R™", P, 0{ e R™4, Pil e R™4, PL e R,

A solugdo otima para o Problema (3.4) consiste no Regulador Linear Quadrdtico para
Sistemas Lineares Sujeitos a Distiirbios Externos (LORED, Linear Quadratic Regulator with
External Disturbance) e é dada por

u,’i = K Xk, (3.6)
em que
-1
K = [ Ky K ] = (Rk + Q,{Pank) Gl Pra1 T

= | Py, Fe oPy (3.7)
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-1
fﬂ:ﬁ&%—%%ﬂ&+%ﬂ4@gﬂﬂﬁﬁ+@, (3.8)
P = Fy (P = PinGre®uPiy) Fic+ Q5. (3.9)
(4
-1
o = (R + GIPL, Gr) G (3.10)

O sistema em malha fechada através de (3.6) é dado por

Xl = SeXe (3.11)
sendo
Se=|sp st | = - 6K
=| (- Guky) (Bx-Gikf) |- (3.12)
Demonstragdo.

1) Lei de controle
A solugdo 6tima uj apresentada no Teorema 3.1.1 é obtida diretamente através da

substitui¢ao de (3.3) e (3.5) na solucgdo cléssica (2.4), que resulta em

T T

d d
ui = | Ry + Gk Pra P || Ge Gk Pi P || Fe Ex || xk
d d d d
0 Pkil P 0 0 Pkﬁl P 0 0 dy
(3.13)
Desenvolvendo (3.13) tem-se
* T o Xk
wy =~ (Re +GIPL,Gr) GT| Py Fe Pl Ex | ) ] (3.14)
k
Definindo |
= (R + G P}, Gx) G, (3.15)
e substituindo em (3.14) obtém-se a forma vetorial de u; dada por
* x x Xk
wp == | Py, Fe @ B | ) (3.16)
k
A partir de (3.16) pode-se fazer as seguintes identificacoes
K= | K K| =] oePy Fe ouP | (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.16) resulta na seguinte lei de controle 6tima para sistemas

sujeitos a distirbios externos

uj = = (Kixi+ Kidi)., (3.18)



Capitulo 3. CONTROLADORES OTIMOS COM REJEICAO DE DISTURBIO 19

que € equivalente a (3.6)

2) Equagdo de estado
A solugdo 6tima x;,, apresentada no Teorema 3.1.1 ¢ obtida substituindo (3.18) na

equacdo de estado do sistema (1.4), da seguinte forma

Xlt+1 = Fkxk+Gku,t+Ekdk (3.19)
= Fkxk - Gk (szk + Kgdk) + Ekdk, (320)
resultando em
%in = (Fe = GiK3) i + (Ex - Guk{) i (3.21)
ou, em forma vetorial,
* _ X d Xk
xin = | (Fo-Giky) (Ex-Gikf) | ol (3.22)

A partir de (3.22) pode-se fazer as seguintes identificacoes
Se=| s st | =] (Fe-Gukd) (Ex-Gukf) |,

conforme apresentado em (3.12).

3) Solugdo para a equagdo de Riccati

A substituicdo de (3.3) e (3.5) na solucdo por equagdo de Riccati (2.6) resulta em

P)li Pid _ FZ (P£+1 - PiHqu)szH) Fi Fl{ (P§+1 - PiHqu)kP)liH) Ey + Q)Icc
d d T T d
ka Py E, (Piﬂ - szqu)ksz) Fr E} (Pin - Pi+1Gk¢’kPi+1) Ey 0 Qk
(3.23)

]

A Figura 2 mostra o diagrama de blocos para a solu¢do fornecida pelo Teorema 3.1.1, em
que u; € dado por (3.6). Com relacdo a formulagéo cldssica do LQR essa solucdo deve fornecer

um menor valor para o funcional quadratico (2.2) caso exista dy # 0 para algum k € [0, N].

Observacao 3.1.1. Caso dy =0, a solucdo resultante do Teorema 3.1.1 tem a mesma solucdo
do LOR cldssico dada por (2.4). Com isso, os ganhos K; e K,‘j sdo independentes um do outro

~ *
na obtengdo de u,.

O Algoritmo 1 resume o Teorema 3.1.1, mostrando sua implementagdo. Note nesse
algoritmo a ideia estabelecida na Observacdo 3.1.1: as operacdes realizadas sao semelhantes a
solucdo cldssica do LQR apresentada na Se¢do 2.1, diferindo apenas pelo cdlculo de um tnico

termo extra, K,f, que, por sua vez, € obtido de forma semelhante a Kj(‘ , apenas substituindo

] |



Capitulo 3. CONTROLADORES OTIMOS COM REJEICAO DE DISTURBIO 20

Fy por Ej. Dessa maneira, ndo ocorrem aumentos significativos no grau de dificuldade de

implementag¢do nem no tempo de coOmputo da solugdo u; com relacao ao método cldssico.

Algoritmo 1: Algoritmo LQRED

Dados iniciais: 0; > 0, Ry > 0, F,G,Ex, di, conhecidos para todo k € [0, N],

Py, =0,x0¢eN.
for Kk = N to O do
T px -1

O — (R +GLPL, Gy) Gl
Kf — ®PL, Fy
K — @ P}, E;
Pi — FkT (Pi+1 - Pi+lechPi+l) Fy

end
for k =0to N do
uz — — (szk + K]ildk)
sz — (Fk - GkK]f) Xi + (Ek - Gng) dk

end

Observacio 3.1.2. Note em (3.16) que, em relagcdo a P, apenas o cdlculo de P, é necessdrio
para a obtengdo da solugdo otima (x,,,,u,) e que P, corresponde a equagdo recursiva de

Riccati (2.6). Dessa maneira, os pesos Pd, Pzd, PZx e QZ sdo irrelevantes sobre o valor de uz.

Proposicao 3.1.1. Sejam Py = P]{, >0 @ = Q,{ > 0 e R; > 0 conhecidas, o resultado
apresentado no Teorema 3.1.1 pode ser igualmente obtido ao utilizar o sistema aumentado (3.3)

diretamente em (2.19), resultando na seguinte solucdo

Xl ] | S | x, (3.24)
Uy K
em que Sy e Ky sdo obtidos através da seguinte recursdo
(00 0] [P 0 0 o0 1 0 ] '[o]
s, 00 O 0 R 0 | 0 0 I 0
%, | = 00 -1 0 0 @ 0O 0 O -1 (3.25)
0 0 % 0 0 0 0 I -Gk Fr
P 10 0 I 0 0 I 0 0 0
o7 0| O I 0 -g{ 0 0 | |[0]
Demonstracdo. Direta pela equivaléncia entre a solucdo aumentada apresentada em (3.6) - (3.8)
e a solucdo clédssica do LQR em (2.4) - (2.6) e pelo estabelecido no Lema 2.2.1. ]

O resultado mostrado na Proposicao 3.1.1 foi apresentado em Cerri et al. (2009) através
de outra metodologia e a vantagem de sua utilizacdo em relagdo ao Teorema 3.1.1, embora os
resultados de ambos os métodos sejam iguais, consiste em permitir a abordagem de sistemas

sujeitos a incertezas paramétricas em trabalhos futuros.
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3.2 Regulador Linear Quadratico com Ac¢ao Integral e Rejeicao de Dis-

tarbios

O teorema a seguir apresenta uma nova metodologia para o projeto de controladores
otimos quadraticos com ac¢do integral e rejeicdo de distirbios. O método foi desenvolvido de uma
maneira mais simples que a metodologia cldssica apresentada na Secdo 2.3 e que considera o
Sistema (1.4) sujeito a disttirbios externos. A vantagem dessa nova formulagao € que a referéncia
ri fol considerada parte do sistema aumentado, ndo havendo necessidade de definir equagdes
de erro como em (2.31) a (2.34), que exigem que o sistema seja invariante no tempo como em
(2.25). Além disso, um ganho K ,C para a referéncia € obtido diretamente, sem a necessidade de
cdalculos extras como em Smith et al. (2017). Porém, assim como dj, € necessario atualizar o

valor de r; em todo instante k caso a referéncia ndo seja degrau.

Teorema 3.2.1. Considere o sistema linear definido por (1.4) e com agdo integral discreta dada
por

€yl = € + 1 — Hpxy. (3.26)

Defina a sua forma aumentada

Xir1 = T + Gruy (3.27)
através das seguintes identidades
Xk F, 0 0 Eg G
€k -H, I I O 0
Xy = s Fr = , Gk = . 3.28
S 7 0 00 0 97 o 528
dx 0O 00 O 0

Considere o seguinte problema de minimiza¢do quadrdtica associado ao Sistema (3.27)
N

n;in X1{7+17)N+1XN+1 +Z (XkTQka +u£Rkuk) , (3.29)
k=0

s.a Xip1 = FaXi + Grug,

com as matrizes Pyi1 = 7)1{, 120 Q= Q,{ >0eRy = Rg > 0 conhecidas e com dimensoes

apropriadas em relacdo a (3.28) como segue

d
P7V+1 P)JCVEH P)Ii/r+1 PJJCV+1
pe* pE 2 Ped . 4
Pl = Pﬁi:l Pﬁ“ Pf“ Pii,“ Qi = diag(Q;. 0%, O} Q). (3.30)
N+1 N+1 N+1 N+1

dx de dr d
PN+1 PN+1 PN+1 PN+1

X X nXn, pxe X7 nxp . pxd nxq pe r €r re € r
onde Py, Qp € R Py, Py € RV Py € RPY Py Py Pyers Par Qi O €
RPXP. p&  prx o ppXn. Ped Prd € RPX4.- Pd Qd € RI¥4 . de € RI*". Pde Pdr c

> 7 N+1° 7 N+1 > 7 N+1° 7 N+l > T N+1° =k > 7 N+l > T N+1° Tk
RI*P,
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A solucdo para o Problema (3.29) resulta no Regulador Linear Quadrdtico com A¢cdo
Integral para Sistemas Lineares Sujeitos a Distiirbios Externos (LQIED, Linear Quadratic

Regulator with Integral Action and External Disturbance) e é dada por

uz = —Ki Xk, (3.31)
em que
-1
K= | K K Ky K| = (Re+ GIPuaiGi) GIPinTi
= | @k (Pl Fe- P HY) @uPRS, OPE, OPLLEG | (B3D)
T T -1 or
Pi = F; (ml - Pi1Gi (Ri + Gl PrniGt) 6 ﬂm) T + Qs (3.33)
X T X X T xe T xe T X
P = (Fk (Prs1 = Pra¥iPry) — Hy (Pk+1 T k1 lPkPk+1)) Fi—
(FE (PE5s = PLaePis) = H] (P - PPl )| Her 0 (339
X€E T ( pxe X X€ T € xe T X€
P = Fi (P = P YePsy) — Hy (Pk+1 — P LPkPkH)’ (3.35)
Py = (PL - PSR PE, ) + 05 (3.36)
T -
= (R + GLPL, Gr) G (3.37)
e
W, = G Dy (3.38)

O sistema em malha fechada através de (3.31) é dado por

Xie = SkXi, (3.39)
em que
Sk = [ S;os¢ S, s¢ ] = (Fx — GkKie)
=| (- Guk}) -Giki —-Guk} (Ex-Gik{) |. (3.40)
Demonstragdo.

1) Lei de controle
A solugdo 6tima u, apresentada no Teorema 3.2.1 é obtida diretamente através da

substituicao de (3.28) e (3.30) na solugao por equacao de Riccati, que resulta em

T 1 -
G Pl P& Pl P G Gy
d
uz =—| Ry + Pekjil P2+1 PZ:—I PZ+1 0 0 (3.41)
d )
Pl P P Pl 0 0

d. d d d
0 Pk)frl Pkil Pk:l Pk+1 0 0
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P P P P)liil Fr 00 Ex Xk
Pl P Pila P?-f-l -H, I 1 0 €k
Pl Piér Pra szil 0 000 Tk
PZﬁl Pgil PZ:] Pg+1 0 00 0 di

Desenvolvendo (3.41) tem-se

Xk
; - €k
i = ~(Re+ GLPLAGH) G| (PP Piat) Py PRy PlaBe ||
d
(3.42)
Definindo .
O = (R + GL P}, Gi) G (3.43)
e substituindo em (3.42) obtém-se a forma vetorial de u,
Xk
* €k
e G L L AT S A Y o | D B
d

A partir de (3.44) pode-se fazer as seguintes identificagdes

Ki=| Ki Ki KD KE | = | @c(PLaFio- PR HY) OcPl, Py, OuPfEx
(3.45)
Substituindo (3.45) em (3.16) resulta na seguinte lei de controle 6tima para sistemas com

acdo integral sujeitos a distirbios externos

i = - (Ko + Kgew + Kprico+ Kidi) (3.46)

que corresponde a (3.31).

2) Equagdo de estado
A solugdo 6tima x; ., apresentada no Teorema 3.2.1 é obtida substituindo (3.46) na

equacao de estado do sistema (1.4), da seguinte forma

x,:_l = Fixp + Gkuz + Erdy

= Fix; — Gy (szk + K;ek + K]Zrk + Kgdk) + Erdy, (3.47)
resultando em

x;:+l = (Fk - GkK;:)xk -Gy, (K]iek + K]};I’k) + (Ek - Gka) dy (3.48)
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ou

%io = | (Fe-Giky) -Gik§ -Gik (Ex - Gik{) | . (349)

A partir de (3.49) pode-se fazer as seguintes identificagoes
Si=| (Fe-GiKj) -GiKf -Guky (Ex-Guk{) |.

que correspondem a (3.40).
3) Solugdo para a equacdo de Riccati
Como, por hipétese, Py = PkT >0,Q = Q,{ > 0, a substituicdo de (3.28) e (3.30) na

solucdo por equacgao de Riccati (2.6) resulta em

Pi P Py opy @« B B x| |G 0 0 0
P PL PY P | BT 66 0 0, 0 0 (3.50)
Pr P P, PY Bl 6 5 ¢ 0 0 Q, 0| '
Pfx Pie Pzr P,‘f ol oy 0O 0 O QZ
sendo
a=(FI(PL,, — P%, WiPL,,) - HE (P,T — P 7w, Pi )| F (3.51)
k \k+1 k1 Th k1 k \" k+1 k1 Tk k41 k :
T T T
= (FT (Pi5 = Pk PSy) = HE (PL,y - Ay TP, ) ) Hi (3.52)
B=F{ (P = PLaWaPi) — HE (Phy - PEATWePLS, ). (3:53)
x = (FL (P = PLePLy) - HE (P, = PGP ) B B9
6= (Phy - PSP ) (3.55)
0 = (P~ PI TP ) Er (356)
Y= El{ (Pi+1 _PzHTszH) Ej. (3.57)
O

A Figura 6 mostra o diagrama de blocos para a solucio fornecida pelo Teorema 3.2.1, em
que u; é dado por (3.31). Com relagio a formulacdo cldssica do LQI (Figura 4), essa solugdo

deve fornecer uma melhor resposta do sistema caso exista d; # 0 para algum k € [0, N].

Observacio 3.2.1. Os ganhos K; e K; bem como as matrizes P*, P¢ e P** apresentados no
Teorema 3.2.1 sdo iguais aos da formulagdo cldssica em (2.36) a (2.40). Assim, ndo havendo
distiurbio no sistema, ou seja, dy = 0, a formulacdo proposta no Teorema 3.2.1 é igual a do LQI

classico apresentado na Segao 2.3.
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dy

o ¢ Yo 4 . "
*
P i1 = €x+ (18 — Ur) P un = @k, €, 7r, di) 9 Trr1 = Fror + Grug + Erdg ‘|->Hk

Tk

ur A Iklk

Figura 6 — Sistema espacgo de estados com acgdo integral e rejeicao de distirbios

O Algoritmo 2 mostra a implementacao do Teorema 3.2.1. Conforme ja estabelecido
pela Observacao 3.2.1, nota-se nesse algoritmo que as operacdes realizadas sao semelhantes a
solucgdo cldssica do LQI apresentada na Secdo 2.3, diferindo apenas pelo cdlculo dos termos, K,‘f
e K}, sendo este tltimo igual a K} e o primeiro obtido da mesma maneira que no Algoritmo 1.
Assim, ndo ocorrem aumentos significativos no grau de dificuldade de implementagcdo nem no

tempo de computo da solucdo uy com relagido ao LQI cléssico.

Algoritmo 2: Algoritmo LQIED
Dados iniciais: O} > 0, Q} > 0, R; > 0, Fi,G,Ex, Hy, ¢, di, conhecidos para
todo k € [0, N], Py,, =0, Py, =20,P5,; >20,x0ep=0e N.
for k = N to 0 do
T px -l
¢ — (Ri+GLPL, Gx) Gl
Y, «— G, Dy
Ky — @i (P Fi = P, Hi)
K — 0P,
K — oP,
K{ — @, P} Ex
T T T T
Py (FL(Phy - PLaWkPLy) - HE (PIT = P TP, )) Fic-
T T T
(Fk (Pt = Prat WiPily) — Hy (PZH - P ‘Pkpiil)) Hi + 0y
T T T
Pif — F[ (Pfs, = PLyWaPYS,) - HT (Ph, - P 9ePYS,

Py = (P - Pl WP ) + 05

end

for k =0to N do
= (K + Kfew+ Kre + Kfdy)
Xia — (Fi = Guky) xi - Gi (Kfew + Kiri) + (Ex - GiK{) di
€k+1 < €x + 1k — Hyxy

end
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Observacio 3.2.2. Note que a lei de controle otima (3.46) depende apenas de Py, e P;5, e
estes dependem apenas deles mesmos e de P, nas suas recursées. Dessa maneira, as linhas e
colunas 3 e 4 da matriz aumentada Py, bem como Q; e Qi (3.30), ndo tém influéncia sobre a
resposta do sistema em malha fechada, sendo utilizados apenas para garantir o adequamento das
dimensoes das matrizes e obtengdo da solugdo para o sistema aumentado através das identidades
(3.28).

A observacgao acima decorre das duas linhas de zeros em (3.28) pois, assim como na
secdo anterior, assume-se que os disttrbios futuros dy4;, comi = 1,2, ..., N, sdo desconhecidos e
ndo podem ser manipulados como as entradas de controle u;. Além disso, sdo independentes de
Xk, €k, 't € dx. O mesmo vale para as entradas r.;. Embora estas sejam varidveis conhecidas em
sua esséncia, trati-las dessa maneira permite uma abordagem mais geral do regulador com ac¢do
integral sobre qualquer tipo de entrada.

Vale ressaltar que o tipo do sistema € aumentado em um pela inclusdo de uma acado
integral (NISE, 2012). De acordo com a Definicdo 2.3.6 isso garante erro nulo em regime
permanente para entradas degrau. Para outros tipos de entrada ndo hd essa garantia. Maiores

informacdes sobre erro em regime permanente podem ser consultadas em Nise (2012).
Proposicao 3.2.1. Sejam Py = P]{, >0 @ = Q,{ > 0 e R, > 0 conhecidas, o resultado
apresentado no Teorema 3.2.1 pode ser igualmente obtido ao utilizar o sistema aumentado (3.28)

diretamente em (2.19), resultando na seguinte solucdo

xlt+1 _ Sk
Uy K

em que Sy e Ky sdo obtidos através da seguinte recursdo

Xk, (3.58)

- _T_ __1_
00 O Peor 0 0 0 I 0 0
s 000 o0 R' 0 0 0 I 0
¢ 00 I 0 0 Q' 0 0 0 -1
K | = (3.59)
P 00 0 0 0 0 I -G Fr
¢ 100 I 0 0 I 0 0 0
|01 0 | 0 I 0 -gf 0o o0 | |oO

Demonstracdo. Direta pela equivaléncia entre a solu¢do aumentada apresentada em (3.31) -
(3.33) e a solugdo cldssica do LQR em (2.4) - (2.6) e pelo estabelecido no Lema 2.2.1. ]

Novamente, a vantagem da utilizagdo da Proposi¢@o 3.1.1 em relacdo ao Teorema 3.1.1,
embora os resultados de ambos os métodos sejam iguais, consiste em permitir a abordagem de

sistemas sujeitos a incertezas paramétricas em trabalhos futuros.
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4 REGULADOR LINEAR GAUSSIANO

Neste capitulo serdo apresentados o filtro de Kalman padrao (KF), o filtro de Kalman
para sistemas com entradas desconhecidas (KFUI) e o principio da separacdo. Esses fundamentos
sao de grande importancia por permitirem a utilizagao dos controladores propostos no capitulo

anterior nos casos em que nao € possivel medir as varidveis de estado e/ou disturbios externos.

4.1 Filtro de Kalman

Seja o sistema espago de estados discreto, linear e invariante no tempo dado por

Xipe1 = Fxp + Guy + wy, (4.18.)

Y+l = Hxpyr +vg. (4.1b)

De acordo com Franklin et al. (1998), estimativas 6timas X, podem ser calculadas a partir
de (4.2)a (4.5),

-1

M = My — MyHT (HMkHT + v) HM,, 4.2)

fe =X +IGHTVT! (v — HE) (4.3)

Xie1 = FXp + Guy, 4.4)

M1 = FILFT + W, (4.5)

onde IT; € R™", M; € R™", W € R™ e V € RP*P sdo, respectivamente, as seguintes
covariancias

M =&{(x-x) (x-x)"}, (4.6)

My = & {xi%) }, (4.7)

wW=6§& {wsz} , (4.8)

V=&{vvi}. (4.9)

Maiores detalhes sobre o KF podem ser encontrados em Franklin et al. (1998), Kailath et
al. (2000), Ostertag e Goyena (2011), Aguirre (2015) e Lewis et al. (2007).
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O valor de um possivel distirbio d; agindo sobre o sistema estard armazenado em xy e,
consequentemente, serd associado a X;. Porém, para a aplicacdo dos reguladores propostos no
capitulo anterior é necessdria a estimativa dy, que serd multiplicada por um ganho K,f na lei de
controle para a obtenc¢do de uma melhor resposta do sistema. Por isso, serd utilizado o KFUI

apresentado a seguir.

4.2 Filtro de Kalman para Sistemas Sujeitos a Entradas Desconhecidas

O KFUI, proposto por Darouach et al. (1995), € uma abordagem do KF que € capaz
de estimar tanto os estados do sistema quanto entradas desconhecidas (distirbios externos nao
mensurdveis) que afetam o mesmo.

Considere o sistema discreto, estocastico, linear e invariante no tempo representado por

Xk+1 =ka+Guk+Edk+Wk, (4.103.)

Vi+1 = Hxpqq +vi, (4.10b)

onde d; € R? é um vetor de entradas desconhecidas e E € R™? ¢ o parAmetro das entradas
desconhecidas.

De acordo com Darouach et al. (1995) as estimativas 6timas dos estados e da entrada
desconhecida sdo dadas por (4.11) a (4.13),

Xk|k :F)?k|k+Guk, “4.11)
Rt = T + Edigen + L5, [yk+1 -H ()?kuc + Ecik|k+1)] , 4.12)
diker = L9, (virr — HXg ) (4.13)

onde X e d sdo as estimativas dos estados e da entrada desconhecida, respectivamente e os ganhos

X d 5
+1 € L4 sdo dados por

-1
’,g+1:(Mk_|}{+HTV_1H) H'V, (4.14)

d d Ty, -1
Loy =1 H' V", (4.15)

com
My = FIT  FT + W, (4.16)
-1
d _nd Tag—1 (ag-1 , Tyl

ke = et E Mklk(Mk|k+H 4 H) ; 4.17)
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-l

nglk+1:(ETHT(V+HMk|kHT) HE) : (4.18)
x — (v e V) e (e ) e 4.19
ka1 = \ Mg + T ke \ M K+ 1]k+1° (4.19)

em que IT" € R™" é a matriz de covariancia do erro da estimativa dos estados, ¢ € R ¢ a
matriz de covariancia do erro da estimativa da entrada desconhecida e [1%¥ € R?*" ¢ a matriz de

T
covariancia do erro cruzado da estimativa dos estados e da entrada desconhecida (H"d = (de) ).

4.3 Regulador Linear Gaussiano para Sistemas com Entradas Desconhe-

cidas

O principio da separagdo afirma que as otimizagdes do controle e das estimativas
realizadas pelo filtro de Kalman podem ser tratados como dois problemas distintos (OSTERTAG;
GOYENA, 2011). Assim, € possivel utilizar os controladores LQRED e LQIED propostos no
Capitulo 3 (sistemas sem ruidos) substituindo nas leis de controle (3.18) e (3.46) as varidveis de
estado x; e os distirbios externos dj por suas respectivas estimativas filtradas £ e cik obtidas
através do KFUI. Dessa maneira, as proposi¢des a seguir estabelecem dois novos controladores

para sistemas com entradas desconhecidas.

Proposicao 4.3.1. A combinacdo entre o LORED e o KFUI constitui o Regulador Linear
Gaussiano para Sistemas com Entradas Desconhecidas (LQGUI, Linear Quadratic Gaussian

with Unknow Inputs)

O algoritmo a seguir apresenta a implementacao do LQGUI. Por consequéncia do princi-
pio da separagdo, o primeiro lago de repeti¢do, onde sdo calculados os ganhos do controlador, € o
mesmo do LQRED no Algoritmo 1, embora os parametros F, G, E, H devam ser invariantes
no tempo. No segundo laco de repeticdo € incluida a parte da filtragem em que obtém-se as

estimativas de X e d para serem utilizadas com os ganhos previamente calculados.
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Algoritmo 3: Algoritmo LQGUI
Dados iniciais: 0} > 0 e R; > 0 conhecidos para todo k € [0,N], F, G, E, H,
P;CVH >0,V>=0W>0, H)(;|O > 0, x0, yo, up € N.
for k = N to0Odo
-1
O — (Re+GTPL,G) G

K «— O P}, F

K! — @ P} E

Pi —F' (Pi+1 - P)l§+lG(DkPi+l) F
end
for k =0to N do

Vi < H)Ck

Xp—1 «— FXp_1 + G”/t—l
My_y « FIT,_F" +W
L
e, (ETHT (V + HMk_lHT) HE)
-1
dx d Tas—1 -1 Ty/—1
g ETME! (M + HTV )
T
! ()
-1 -1
M e (M + V' H) (g ) g
-1
£y« (M + 'V H) HTV
L —nEav!
di1 — L (yi — Hxy—1)
R Fro1 + Edy_y + L [)’k -H (fk—l + chk—l)]

" d 3
Lt;z — — (szk + dek—l)

Xia < (F=GK}) &+ (E - GK{) diy

end

Proposicao 4.3.2. A combinagdo entre o LOQIED e o KFUI constitui o Regulador Linear
Gaussiano com Acao Integral para Sistemas com Entradas Desconhecidas (LQGUI-I, Linear

Quadratic Gaussian with Integral Action and Unknow Inputs)

A implementacdo do LQGUI-I pode ser realizada pelo algoritmo a seguir. Devido ao
principio da separacdo, o laco de repeti¢do para o cdlculo dos ganhos € o mesmo do LQIED no

Algoritmo 2, porém os parametros F, G, E, H sdo invariantes no tempo. No segundo lagco de
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repeticdo encontram-se as etapas de filtragem e aplicacdo do controle.

Algoritmo 4: Algoritmo LQGUI-I

Dados iniciais: Q] > 0, Qf > 0, R; > 0, r conhecidos para todo k € [0, N],
«=0,F,G,E,H,Py,, =0,Py, =0,P;, =0,V>0W>0TI, > 0, %,
d_1eN.

for k =N toOdo

®y — (Ri+ GTP;gHG)_lGT

Y, «— Gy

K} — O (P{, F = Pis,H)

K§ — OP,

K,C — CDkP’,iil

K! — @ P} E

Py (FT (Play = Pl WaPyy) - HT (P = P TP ) F -
(FT (PiS, - PELePES,) - HT (P, = PIS TGP, ) ) H + 0

Py — FT (Pl = P WiPyS,) — HT (P, - PP,

T
Py = (Ph = PP ) + 05
end

for k =0to N do
yk<—H.Xk

X1 — FXp_1 + Guz_l
Mi_y « FIT,_ FT +W
PR
me | — (ETHT(V+HMk_1HT) HE)
-1
d d - _ _
M 1 ETMEL (M7 + HTVH)
T
! ()
-1 -1
M (M + HV'H) (g, ) T
-1
£y« (M + 'V H) HTV
.E,‘Cl — HiXHTV_l
di-1 — [:f (yk — HXg-1)
R X + Edjy + L [yk -H ()?k—l + Ea?k—l)]

l/lz — — (Kz)?k + K,iek + K;;I’k + K/ila?k—l)
Xia © (F = GK}) &1 - G (Kfex + Kiri) + (E - GK{) dicy

€rsl <— € + 1y — Hxy

end




Capitulo 4. REGULADOR LINEAR GAUSSIANO 32

Observacao 4.3.1. Como pode ser observado em (4.13) e nos Algoritmos 3 e 4, o KFUI possui
um atraso na obtencdo da estimativa dy. Isso terd um impacto negativo nos controladores
gaussianos, pois o sistema ndo terd uma acdo de controle adequada nos instantes em que dy

apresentar variagoes.

As solugdes encontradas na literatura para o problema apresentado na Observacgao
4.3.1 exigem que o modelo em espaco de estados da Equacao 1.4 tenha uma segunda matriz
de parametros para as entradas desconhecidas na Equacao (1.4b) (DAROUACH et al., 2003;
GILLIINS; De Moor, 2007; CHENG et al., 2009; PAN et al., 2011; PAN et al., 2015) e, até onde
vai o conhecimento do autor, ndo foi encontrado na literatura um modelo equivalente para os

sistemas tratados no Capitulo 5 a seguir.
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5 MODELAGEM E SIMULACOES

Neste capitulo serdo apresentados os modelos matematicos do painel fotovoltaico e do
conversor cc-cc do tipo boost, sendo este tltimo um modelo em espago de estados com disttirbios
externos. Em seguida sao realizados algumas simula¢des numéricas utilizando o modelo obtido
para o conversor e os controladores propostos nos Capitulos 3 e 4. Nestes exemplos sdo feitas

comparacdes com métodos de rejei¢do de distirbios encontrados na literatura.

5.1 Modelagem Matematica de um Painel Fotovoltaico

O funcionamento de um painel fotovoltaico € caracterizado pelas suas curvas corrente
X tensdo e poténcia X tensao, as quais t€ém comportamento conforme apresentado na Figura 7.
Alguns pontos importantes sdo observados nessas curvas: a corrente de curto-circuito, a tensao

de circuito aberto e o ponto de médxima poténcia.

8 2507 Ponto de maxima poténcia—_, |
< =200}
‘2 8[ Corrente de curto-circuito = \ A
2 © 150+ Poténcia maxima
o4 (g 1001 Tensdo
S ol E de maxima
Tenséo de circuito aberto—__ | S0 poteéncia
0 ‘ ‘ ‘ ¢ ‘ 0 ‘ ‘ . !
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Tenséo [V] Tenséo [V]

(a) (b)

Figura 7 — Curvas de um painel fotovoltaico: (a) Corrente X Tensdo, (b) Poténcia X Tensao

Para cada valor de irradiancia solar e temperatura que incidir sobre o painel havera um
par distinto dessas curvas caracteristicas, fazendo com que os pontos mencionados (em especial
o ponto de mdxima poténcia) sejam alterados. Esse fato pode ser melhor observado nas Figuras
8 € 9, onde a curva de poténcia e o valor de maxima poténcia variam com a irradiancia e a

temperatura, respectivamente.
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1000 W/m?

400 W/m2
200 W/m?2

0 10 20 30 40
Tenséo [V]

Figura 8 — Variacdo da curva de poténcia fornecida por um painel fotovoltaico em funcao da
irradiancia

0 10

Tenséo [V]

Figura 9 — Variacdo da curva de poténcia fornecida por um painel fotovoltaico em fun¢do da
temperatura

O circuito em modelo de um diodo para uma célula fotovoltaica € baseado em uma
fonte i, (), cuja corrente depende da irradiancia g(¢) e da temperatura 7'(¢) que incidem sobre a

superficie da célula em um instante de tempo ¢ (TIAN et al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN;
NGUYEN, 2015). Tal circuito € apresentado na Figura 10.

R ‘ipfi' ®)

S —

_  — )
14(1)] li.:(9) +
fg (f) Y R 1";;.;;. ('f)

Figura 10 — Circuito equivalente da célula fotovoltaica.

zh

A Lei de Kirchoff das correntes para esse circuito fornece a Equagao (5.1), mostrando

que a corrente i, (¢) se divide em trés parcelas: iy (), que passa pelo diodo, iy (), que passa pelo
resistor Ry, € i,,(t), que € a corrente fornecida pela célula.

ig(t) =iq(t) +isn(t) +ipn(t). (5.1)
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A corrente gerada i, (7) se relaciona com a temperatura e a irradiancia de acordo com
(TTAN et al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

ig(t) = géf_t) [Isc +ay. (T(1) - Tr)] > (5.2)

onde g, é a irradidncia solar de referéncia, geralmente 1000 W/m? ; T, € a temperatura de
referéncia, 298 K; I;. € a corrente de curto-circuito da célula fotovoltaica nas condi¢des de
referéncia (1000 W/m? e 298 K); e ay,. € o coeficiente de temperatura da corrente de curto-circuito
dado em A/°C.

A corrente i4(t) que circula pelo diodo apresenta um decaimento exponencial 2 medida
que a tensdo v, (¢) aumenta e € afetada pela temperatura sobre a célula. O valor de i,4(¢) € dado
por (TTAN et al., 2012; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

q (Vph(t) +iph(t)Rs) B 1]
aBT, ’

()= o) [exp ( 53)
onde g € a carga de um elétron, 1,60x10'3 C; a € o fator de idealizac¢do do diodo; B € a constante
de Boltzmann, 1,38x10738 J/K: Iy € a corrente de saturacdo reversa do diodo, dada por (TIAN et
al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

3 1%
Io(t) = Ior(TT(’)) exp [% (Tl - %t))] , (5.4)

sendo V, a tensdo de folga de banda e Iy, € a corrente de saturagao reversa do diodo nas condi¢des
de referéncia.

Por dltimo, a corrente i, () é calculada por

Vph(t) + iph(t)Rs

R, (5.5)

isn(t) =

As equagdes acima podem ser generalizadas para painéis fotovoltaicos, onde sdo dispostas

Ny células em série e Np células em paralelo, assim como apresentado na Figura 11.

Nsp
N, N, IP;?(.']
P — " n —;
_l_
N
Nf,(f)CDN, P “s R, ¥,
o | Ny 3
bk )

Figura 11 — Circuito equivalente de um painel fotovoltaico.
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Com isso, a corrente fornecida por um painel fotovoltaico pode ser calculada a partir da
seguinte equacgdo (TTIAN et al., 2012; MOLINA, 2016; NGUYEN; NGUYEN, 2015)

. . ., Np (vpu(t) ipn(D)R
I (0) = Ny 1) = Npiy 1) = 0 (e 202, 56)
onde i,(t) é dada por
Vph(t) iph(t)Rs
NN, "N
. s
i!,(t) = Io(t) |exp — b -1 (5.7)
e Iy, pode ser calculada de acordo com (NGUYEN; NGUYEN, 2015)
I
. (5.8)

Iy, =
' qVoc
exp|l ————1] -1
aBT,Ng
Substituindo (5.2) em (5.6) e resolvendo para g(¢) obtém-se uma forma analitica para se

calcular a irradiancia da seguinte maneira

iph(t) ; 1 (Vph(t) iph(t)Rs)

+i'4(8) + +
N, PO R \ T Np

8r
I + A ¢ (T(t) - Tr).

g(t) = (5.9)

5.2 Modelagem do Conversor Boost Conectado a um Painel Fotovoltaico

As aplicagOes desenvolvidas fornecem uma metodologia para sistemas de geragdo
fotovoltaica que apresentam uma etapa de conversdo. Serd empregado o conversor boost, o qual
funciona como elevador de tensdo e cujo circuito € apresentado na Figura 12 juntamente com o

circuito equivalente do painel fotovoltaico (veja Figura 11).

Mg o Boost converter |
N, N, ° O D
—_—— e
—0—e—F P
+ (Y RXG]
+ IR} 4
Nl (t) ?)Nw ' []N?R Vo) 5 \ C' o Vo (1) [] v, (1)
‘E N N 3 :
Wl

Figura 12 — Painel fotovoltaico conectado ao conversor boost

A teoria acerca dos conversores basicos (buck, boost, buck-boost, entre outros) ja é

consolidada e pode ser encontrada em Erickson e Maksimovi¢ (2001). Entretanto, a modelagem
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aqui apresentada tem como objetivo mostrar de que maneira o conversor boost esté sujeito a
distdrbios externos. A metodologia pode ser analogamente aplicada a outros tipos de conversores.

A tensdo v, (t) e a corrente i, () de saida do painel fotovoltaico correspondem a tensdo
e corrente de entrada do conversor, respectivamente. Assim, a tensio v, (¢) na saida do conversor
também estd sujeita as varia¢des da irradiancia.

A modelagem matemadtica do conversor € realizada em duas etapas. Na primeira, ilustrada
na Figura 13, a chave S estd em condugao. Pela Lei de Kirchoff das tensdes obtém-se a Equacdo
(5.10a) e como i.(t) = —i,(t) tem-se a Equacdo (5.10b) com v (1) = v, (1).

L ‘ipfr('f]
._rrh"h_—h
T 0L IRAC! N
v, (1) S ¢ v (1) R Y}V, @)

Figura 13 — Primeira etapa de operacao do conversor boost.

d

Lalph(l‘) = Vph(l). (5.10a)
d 3 _vo(t)

CEVO(I) = R (510b)

Na segunda etapa, a chave S estd em bloqueio e o circuito se apresenta conforme ilustrado
na Figura 14. Pela Lei de Kirchoff das tensdes obtém-se a Equacdo (5.11a) e pela Lei de Kirchoff

das correntes tem-se a Equacdo (5.11b).

L ‘ipﬁr('f] D
P - H
& 201 IRACY .
V(D) — O | RAC
.

Figura 14 — Segunda etapa de operacao do conversor boost.
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d

Laiph(t) = V(1) = vo(2). (5.11a)
d . Vo (1)

CEVU(I‘) = lph(t) - R (Sllb)

A mudanca de estado da chave S ocorre através da aplicacdo de um sinal de onda quadrada

a mesma. Sendo 7 o periodo desse sinal de chaveamento, define-se a razao ciclica u.(¢) como

sendo a razdo entre o tempo 7,, em que a chave permanece em conducao e Ty, conforme a

Equacdo (5.12). O valor de u.(¢), que varia entre 0 e 1, ¢ comumente alterado através da técnica
de PWM (Pulse Width Modulation) (ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2001).

uc(t) = TTL: (5.12)

O comportamento do conversor para um ciclo completo de operagdo pode ser obtido

através da média ponderada, com relacdo a T, das duas etapas de operacdo do conversor

(Equagdes (5.10) e (5.11)). Essa média fornece as seguintes equagdes

LS i) = vpn (1) = [1 = 1] v 1), (5.13)
d 0
Loty = 11— ueipnta) - 222, (5.14)

Os sinais ip5(t), vo (), vpi(t) € uc(t) apresentam uma pequena oscilagio em torno de
um valor médio (ponto de operacdo). Dessa maneira, pode-se reescrever esses sinais a partir das
seguintes somas (ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2001)

ipn (1) = Lo + 1pn(1), (5.15)
Vo(t) =V, +7,(1), (5.16)
Vpr(t) = Vpn +,n(1), (5.17)
uc(t) = U, +ii.(1), (5.18)

onde 14, Vi, Vi € U sdo os valores médios de iy (1), vo(t), vpu(t) € uc(t), respectivamente; e
ipn(1), ¥o(1), ¥,pn(2) € dc(2) sdo pequenas variagdes em torno desses valores médios.

Substituindo as Equagdes (5.15) a (5.18) em (5.13) e (5.14) e linearizando o resultado
conforme Erickson e Maksimovi¢ (2001), obtém-se o modelo de pequenos sinais do conversor
boost dado por

d .
L tipn(#) = Ppi(t) = (1 = Ue)¥o (1) + Voiic (1), (5.19a)
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d . . ) (1
C=50(1) = (1= Uo)ipn () = Lppiie(1) - V}g ). (5.19b)

Dessa linearizacao resultam algumas caracteristicas importantes da operacao do conversor

boost. A tensdo média de saida V,, do conversor depende da tensdo média V,;, em sua entrada e
da razdo ciclica U, de acordo com (ERICKSON; MAKSIMOVIC, 2001)

Von
V, = ——. 5.20
=T (5.20)
Analogamente, a corrente /,, € dada pela seguinte equacéo
Vo
Iy = ————. 5.21
"R -U,) (20

Colocando a Equacdo (5.19) na forma de espaco de estados obtém-se a seguinte

representacao de um sistema linear e invariante no tempo

X (1) = Fx (1) + Giie (1) + EVpi (1), (5.22a)
y(t) = HX (1), (5.22b)
onde
(1 - Uc)
0 L
F = € o parametro do sistema,
(1 - Uc) 1
C RC
(Vo Ln |
g=| 2 2 ] € o parAmetro da entrada ii.(¢),
| L C
1 T
E=1 -0 ] € o parametro da entrada ¥, (1),

T
x(t) = [ Ipn(t) Vo(t) ] sdo as varidveis de estado do sistema e H é o pardmetro de saida. O

valor de H depende de qual medida o sistema de controle projetado levara em consideracio
(por exemplo, §(7) = ipp(t) = H = [ 1 0 ], ¥(t) = V,(t) > H = [O 1 ] ou (1) =

[ fph(t) V(1) ]T — H = 17?) . Os valores de Iph, Vo, Vpn, Ue, L, R € C sdo previamente
conhecidos, pois sdo provenientes do dimensionamento do conversor. Dessa maneira, sao
conhecidos a matriz F e os vetores G e &.

O sinal 7. (7) € uma entrada manipuldvel a partir do ajuste no sinal de chaveamento
do conversor e, portanto, € o atuador do sistema, onde € aplicada a lei de controle 6tima dos
controladores propostos nos capitulos anteriores. Por outro lado, a tensdo ¥,(f) ndo pode ser
controlada diretamente porque € fornecida pelo painel fotovoltaico e, com isso, depende da
irradiancia solar, que € uma varidvel aleatria e ndao manipuldvel. Com isso, pode-se dizer que

variagdes em 7,,,,(¢) constituem distirbios para o sistema da Equagdo (5.22).
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Como a metodologia desenvolvida nos capitulos anteriores € para sistemas discretos, €
necessdria a discretizagdo de (5.22). Neste trabalho as discretiza¢des foram realizadas através da
técnica zero order hold (ZOH) conforme estabelecido em MathWorks (2019).

Discretizando o sistema linear e invariante no tempo da Equacdo (5.22) tem-se um novo
sistema assim como apresentado na Equacao (1.4), em que k é um indice de tempo, para uma

certa taxa de amostragem 7. As seguintes transformacdes sao realizadas durante a discretizacao:

¥ —>F,G—>G,&E—>EH—H,

T
x(1) = 5, £(0) = 1,356 = | o voy |

) . T
F(t) > T, X — Fral, 5x = [ Dohe Yoy ] , (5.23)
Vph(t) — Vph = dkay(t) — Yk, uc(t) — Uy
Vpn(t) = Vpne = di,3(t) = Y, e (t) = de,,
sendo o sistema final utilizado para o projeto do controlador dado por
Xie1 = FXp + Giig, + EV,y,,
Xk+1 Xk Uecy Vphy (524)

Yk = HXk.
5.3 Simula¢oes Numéricas

Para os exemplos a seguir, considere o Sistema (1.4) com os parametros dados por
(5.25), obtidos através da modelagem de um conversor boost (ver Se¢ao 5.2) com especificacdes
apresentadas na Tabela 1, sendo que o valor V), = 29 V corresponde a tensio de médxima poténcia
fornecida por um painel fotovoltaico de modelo 1Soltech 1STH-215-P para uma referéncia de 1000
W/m? de irradiéncia solar e o ponto de operagio escolhido foi U, = 0, 5. Os valores de indutancia
e capacitancia foram dimensionados conforme Erickson e Maksimovi¢ (2001) para uma operacao
em modo continuo do conversor. O modelo resultante da modelagem foi discretizado utilizando
matriz de transicdo de estados e ZOH, metodologia cldssica (OGATA, 1995), e aplicada via
funcdo c2d do MATLAB®. Foi utilizada uma frequéncia de amostragem f; = 25 kHz, que
corresponde a uma frequéncia cinco vezes maior que a frequéncia de chaveamento utilizada no
conversor (5 kHz, conforme Tabela 1) e atende ao Teorema da Amostragem?.

0,9942 -0, 1005 11,8188 0,2024

F= G = E = ,H:[l 0],Vk:0,1,...,N.
0.1079 0,9808 —0, 9496 0,0110

(5.25)

1Seja x(¢) um sinal continuo no tempo, f, a maior frequéncia entre as componentes de x () e fs a frequéncia
com que este sinal € amostrado. Se f; > 2 f,, entdo o sinal continuo x(z) pode ser completamente reconstruido por
um sinal amostrado x; (OGATA, 1995).
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Tabela 1 — Especificacdes do conversor boost utilizado nas simulagdes numéricas

Tensao quiescente de entrada V,,, 29V

Tensao quiescente de saida V,, 58V
Razao ciclica quiescente U, 0.5
Indutancia L 19.73 mH
Capacitancia C 18.38 mF
Frequéncia de chaveamento 5 kHz

5.3.1 Exemplo 1

Nesta primeira simulagdo € feita uma andlise comparativa das respostas fornecidas pelos
controladores LQR classico (2.4), LQRED (3.6), DALQR (A.1) e ELQR (A.4) para o Sistema
(5.25) quando este é perturbado por um distdrbio caracterizado pela funcdo dy = 0, 95, 0 mesmo
utilizado na andlise feita por Singh e Pal (2017), conforme ilustra a Figura 15. As formulag¢des do
DALQR e ELQR sdo apresentadas no Apéndice A.

1

0.8

100 150 200
amostra [K]

Figura 15 — Distdrbio aplicado no Exemplo 1

Sao avaliadas mudangas nos pesos Q* e R de acordo com o que foi explanado no Capitulo
2. Considerando as dimensdes do Sistema (5.25), R é um escalar e Q* é uma matriz diagonal de
ordem dois, ou seja, .

ey o
Q‘[ 0 Q"(2,2)]

Em um primeiro estudo de caso € mantida a mesma proporcao entre os pesos. No Caso 2
busca-se observar a resposta do sistema quando Q* (1, 1) € muito maior que R e Q*(2, 2), ou seja,
a prioridade do controlador € obter um menor erro na primeira varidvel de estado. O terceiro caso

faz essa mesma andlise para a segunda varidvel de estado, penalizando Q*(2,2) em relagio aos
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outros pesos. Por ultimo, o Caso 4 avalia um aumento no peso R para observar o comportamento

do sistema frente a uma penalizac¢do no esforco de controle.

5.3.1.1 Casol

* Pyy =1, 0" =1e R =1 (mesma propor¢do entre os pesos), em que / indica matriz
identidade.

A Figura 16 apresenta as normas euclidianas, ||x¢||, das varidveis de estado do Sistema
(5.25) ap6s a simulagdo. Nota-se que o ELQR apresenta uma resposta mais rapida, ou seja,
o estado do sistema converge para zero em menos iteracoes. Em contrapartida, esse método
apresenta um sobressinal acentuado nos instantes iniciais se comparado com o LQRED e o

DALQR. O LQR cléssico apresenta o pior desempenho, sendo bastante afetado pelos disttrbios.

0.3 -
—LQRED
—---ELQR
0.25¢ DALQR
= -LQR |
0.2 I\
H
— h
50151
= ¥
i ..
0.1/
0.05
0 T |
0 100 150 200

amostra [K]

Figura 16 — Normas das variaveis de estado - Exemplo 1 - Caso 1

A evolucdo da funcao custo J (2.2) para cada instante k é apresentada na Figura 17,
mostrando que Jgror apresenta um crescimento mais acentuado nos instantes iniciais, mas
acomoda em um valor menor, que os demais métodos, o que se reflete em melhor desempenho
do sistema ao longo do processo realizado. A Tabela 2 apresenta o custo final de cada método

para este caso. O LQRED proposto apresenta melhor resultado que o DALQR e o LQR cldssico.
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Figura 17 — Evolucao da funcao custo - Exemplo 1 - Caso 1

Tabela 2 — Custo final - Exemplo 1 - Caso 1

LQRED ELQR DALQR LQR
J 0,952 05428 07577 18359

A Figura 18 apresenta o sinal de controle gerado por cada regulador. Nota-se que, no
instante inicial, quando ocorre uma variag¢do instantanea no valor de dy, o ELQR apresenta um
maior esfor¢o de controle u de tal forma que o seu valor mdximo € maior que o valor mdximo
atingido pelo LQR cléssico, ou seja, max(|ug|grog) > max(|ui|gg)- A depender de qual seja
o atuador que receba esse sinal de controle, seus limites fisicos podem ser extrapolados ou, caso
exista algum limitador (saturag@o) nesse atuador, a resposta projetada pode ndo ser atingida. Por
outro lado, o valor mdximo de |u| a partir do LQRED e DALQR s&o menores que max(|u|.og)-
Os valores de max(|uy|) sdo apresentados na Tabela 3 para cada método.

Observe que o valor inicial u, do LQR cldssico € zero, pois sua lei de controle uy = Kj xk
apenas percebe o distirbio no instante seguinte quando o efeito do mesmo se propaga pelo estado

do sistema. Os outros métodos j4 atuam sobre o distirbio no mesmo instante em que ele ocorre.
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Figura 18 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 1

Tabela 3 — Valor médximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 1

LQRED ELQR DALQR LQR
max(Jug]) 00177 0,345 00168  0,0187

5.3.1.2 Caso 2

* Pyy =1, 0%(1,1) = 1000, Q*(2,2) = 1 e R = I (maior importincia para a primeira

variavel de estado).

A Figura 19 apresenta as normas euclidianas das varidveis de estado do Sistema (5.25)
para este segundo caso analisado. Nota-se que os trés métodos de rejeicao de distirbio apresentam
uma resposta semelhante com relagao a sobressinal e a rejei¢ao do distirbio. O LQR cléssico

apresenta um desempenho inferior, necessitando de mais iteracdes para atingir o zero.

051
- —LQRED
’ S ---ELQR
04l ' AN DALQR
I/ \ - -LQR
\
) \
0.3 1 N
= |! .
= ! N
0.2 A
M/ N ~
I { ~ N
0.1+ \\ S~
0 ) ) o . — e — |
0 50 100 150 200
amostra [K]

Figura 19 — Normas das varidveis de estado - Exemplo 1 - Caso 2
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A evolugdo da funcao custo J (2.2) € apresentada na Figura 20, reforcando a ideia de
que o LQRED, ELQR e DALQR, apresentam um desempenho semelhante. Os valores de Jor
estdo divididos por 100, para uma melhor visualizacdo dos resultados para os quatro métodos
no mesmo grafico. Os valores finais dos custos para cada método sao apresentados na Tabela 4,
sendo possivel observar que, neste caso analisado, o LQRED apresenta, levemente, um menor
custo em relacdo ao ELQR e DALQR. Isso mostra que o desempenho dos reguladores depende

dos pesos utilizados.

4 -

P

=2 —LQRED
—--ELQR
DALQR
1 - -LQR/100
0 | | | |
0 50 100 150 200

amostra [k]

Figura 20 — Evolucao da funcdo custo - Exemplo 1 - Caso 2

Tabela 4 — Custo final - Exemplo 1 - Caso 2

LQRED ELQR DALQR LQR
J 32215 32329 32958  385,1288

A Figura 21 apresenta o sinal de controle gerado por cada regulador. A Tabela 5 apresenta
os valores max(|ug|) para cada método, percebendo-se que LQRED e ELQR té€m esse valor

maximo levemente superior ao do LQR.
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Figura 21 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 2

Tabela 5 — Valor médximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 2

LQRED ELQR DALQR LOQR

max(|ug|) 0,0163

0,0164 0,0161

0,0161

5.3.1.3 Caso3

* Py =1, 0%(1,1) = 1, 0*(2,2) = 1000 e R = I (maior importincia para a segunda
variavel de estado).

A Figura 22 apresenta as normas euclidianas das varidveis de estado do Sistema (5.25)

para este terceiro caso analisado. Nota-se, a principio, o elevado sobressinal do ELQR em relacao

aos demais métodos, mas sua acomodacao € mais rdapida. A resposta do LQRED e do DALQR

sdo melhores que a resposta do LQR classico. Com relagdo ao Caso 1, este terceiro caso apresenta

uma resposta mais rapida, pois o estado do sistema converge em menos iteracdes para zero.
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Figura 22 — Normas das varidveis de estado - Exemplo 1 - Caso 3

A evolugdo da fun¢do custo J (2.2) € apresentada na Figura 23, mostrando que o ELQR
¢ superior em relacio aos demais métodos. O LQRED proposto se apresenta como o segundo

melhor método. Os valores finais dos custos para cada método sao apresentados na Tabela 6.

150 s T T T mT eSS smsm—mm-m--- === ==
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100~ 7/
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Figura 23 — Evolucao da funcdo custo - Exemplo 1 - Caso 3

Tabela 6 — Custo final - Exemplo 1 - Caso 3

LQRED ELQR DALQR LQR
J 40,4809 55851 76,1018 151,7416

A Figura 24 apresenta o sinal de controle gerado por cada regulador. A Tabela 7 apresenta
os valores max (|ug|) para cada método, onde percebe-se uma situagao semelhante em relacio ao

Caso 1, o ELQR tem um esfor¢co de controle mais acentuado que os demais métodos quando
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ocorre a variagdo instantanea em dy (k=0). O LQRED e o DALQR té€m os menores esfor¢cos de

controle nesse instante inicial.
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Figura 24 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 3

Tabela 7 — Valor maximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 3

LQRED ELQR DALQR LOQR
max(Jug]) 0,0269  0,0553 0,0257  0,0351

5.3.14 Caso4

* O*(Pns1 =1), QF =TI e R = 1000 (maior limitagdo para o esfor¢o de controle).

Neste caso a discussido comegard pela andlise do esfor¢co de controle, cujo comportamento
apresentado por cada regulador se encontra na Figura 25. A Tabela 7 apresenta os valores
max(|ug|) para cada método. Observa-se que o LQRED apresenta um sinal de controle mais
limitado em relagdo ao ELQR e DALQR, atendendo melhor a ideia de aumentar o peso R,
referente a penalizacdo do esfor¢co de controle conforme discutido no Capitulo 2. Isso se deve
ao fato de que o ELQR e o DALQR nio utilizam o valor de R no cilculo de K¢, como pode
ser observado em (A.1) e (A.4) no Apéndice A. Assim, nesses métodos o valor da parcela
K%dy é limitado pelo valor de dy, de modo que torna dificil para o projetista do controlador
contornar possiveis problemas no atuador variando o valor de R. Por outro lado, o LQRED leva
em consideracdo o valor de R no cédlculo de K 4 de acordo com 3.7).
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Figura 25 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 1 - Caso 4

A Figura 26 apresenta as normas euclidianas das varidveis de estado do Sistema (5.25)
para o Caso 4. Nota-se que, embora ainda seja melhor que o LQR cléssico, o desempenho do
LQRED diminui muito em relagao aos outros dois métodos de rejeicao de distirbio, mas isso se
deve ao fato de ocorrer uma limitacio do esfor¢o de controle no ganho K¢ também, como ja foi
discutido anteriormente.
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Figura 26 — Normas das varidveis de estado - Exemplo 1 - Caso 4

A evolugdo da fungdo custo J (2.2) é observada na Figura 27 e a Tabela 8 apresenta o
custo final para cada método. Neste estudo de caso o DALQR apresentou custo final semelhante

ao ELQR, mostrando, mais uma vez, que o desempenho dos reguladores depende dos pesos
utilizados.
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Figura 27 — Evolug¢do da func¢do custo - Exemplo 1 - Caso 4

Tabela 8 — Custo final - Exemplo 1 - Caso 4

LQRED ELQR DALQR LQR
J 15,3429 3,1730 3,1908 8,2196

Tabela 9 — Valor mdximo do sinal de controle - Exemplo 1 - Caso 4

LQRED ELQR DALQR LQR
max(Jug]) 00132 00193 00161  0,0131

5.3.2 Exemplo 2

Este exemplo numérico mostra uma comparagao de desempenho entre o LQI cléssico
(2.35), LQIED (3.31), e os métodos DALQR (A.1) e ELQR (A.4) implementados com agao
integral (DALQR-I e ELQR-I). O DALQR-I foi implementado com as mesmas identidades do
LQIED, conforme (3.28), mas excluindo-se a linha e a coluna 4, porque estas sdo responsaveis
pelo célculo do ganho KZ no LQIED, enquanto no DALQR KZ é dado por (A.2). Nas simulacdes
realizadas, o ELQR-I ndo admitiu utilizar essas mesmas identidades pois, devido a linha de zeros,
o termo (P; — Q) em (A.4) se torna singular durante a solucio da equagao recursiva de Riccati e,
assim, ndo admite a sua inversa, necessdria para o célculo de K,f através deste método. Assim,
0 ELQR-I e o LQI classico foram implementados com as identidades classicas (2.29) e, para
manter uma comparagio mais justa entre os métodos, tiveram o ganho K igual ao do LQIED e
DALQR-I adicionado (estes dois ultimos métodos diferem apenas no ganho KZ).

Neste exemplo € avaliada também a raiz média do erro quadratico (RMSE, Root Mean

Square Error) entre a saida do sistema e a referéncia. Como a ideia é fazer a saida do sistema
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seguir uma determinada referéncia, este indicador € mais adequado na avaliacdo do erro (ry — yi)
pois representa um acumulo sempre positivo do mesmo, enquanto a integral do erro €; pode se
anular.

Considere novamente o Sistema (5.25), mas agora com a acdo integral (3.26) associada
a este sistema. A referéncia utilizada é ry =2, Vk € [0, N]| e o grafico do distdrbio aplicado é

apresentado na Figura 28.

6
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Figura 28 — Distuirbio aplicado no Exemplo 2

5.32.1 Casol

e Py =1,0"=1,0°=IeR=1.

Assim como no Exemplo 1, este primeiro caso mostra uma andlise da resposta do sistema
utilizando pesos em mesma propor¢do. A Figura 29 mostra as saidas do sistema com a utilizagdo
de cada método e na Figura 30 observa-se o mddulo do esfor¢co de controle resultante. Note que,
como ja mencionado anteriormente, a propria formulagao cldssica do LQI consegue compensar
o distirbio de forma a atingir a resposta desejada. Entretanto, os métodos de rejei¢ao de distirbio
fazem isso com menor sobressinal, com menor tempo de acomodacao e com menores picos no

esforco de controle nos instantes em que ocorrem os disturbios.
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Figura 29 — Saidas do sistema - Exemplo 2 - Caso 1
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Figura 30 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 2 - Caso 1

A Tabela 10 apresenta o custo final J (2.2) e o RMSE de cada método. Nota-se que
o LQIED apresenta o melhor resultado, seguindo a referéncia estipulada com custo e RMSE
levemente inferiores com relacdo aos outros métodos de rejei¢ao de distirbio. O LQI cldssico tem

o pior desempenho pois sua lei de controle ndo apresenta um ganho K 4 yoltado para compensar
distarbios.

Tabela 10 — Custo final e RMSE - Exemplo 2 - Caso 1

LQIED ELQR-I DALQR-I LQI

J[x10°] 57730 57760  5,7733 5,8097
RMSE 0,2173  0,2225 0,2174 0,4314
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5.3.2.2 Caso 2

Como a resposta no Caso 1 ji foi bem satisfatéria em termos de erro em regime
permanente, serd apresentado apenas este proximo caso aumentando o peso Q€ para tentar forgar

o LQI cléssico a ter uma resposta melhor. Considere os seguintes pesos
e Pyy1=1,0"=1,0°=1000e R = 1.

A Figura 29 apresenta as saidas do sistema com a utilizacdo de cada método. A Figura
30 mostra o médulo do esfor¢o de controle resultante. Observa-se que, embora apresente uma
resposta mais rapida, o LQI classico ainda sofre os efeitos dos distirbios, enquanto os outros
métodos conseguem rejeitd-los. Conforme especificado em Smith et al. (2017), ocorre um
incremento indesejavel no esforco de controle do método cldssico devido ao aumento de Q€,

enquanto os outros métodos ndo apresentam este problema.
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Figura 31 — Saidas do sistema - Exemplo 2 - Caso 2

A Tabela 11 apresenta o custo final J (2.2) e o RMSE de cada método. Embora o RMSE
do LQI cléssico tenha melhorado em relacao ao caso anterior, ainda € aproximadamente o dobro
do RMSE dos outros métodos, os quais apresentaram desempenhos semelhantes se comparados

entre si.

Tabela 11 — Custo final e RMSE - Exemplo 2 - Caso 2

LQIED ELQR-I DALQR-I LQI

J[x10*] 58495 58495 58496 5,8744
RMSE 0,2000 0,2000  0,2000 0,3974
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Figura 32 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 2 - Caso 2

5.3.3 Exemplo 3

Este exemplo aborda a aplicacdo do LQGUI, LQRED combinado com o KFUI, apresen-
tado no Capitulo 4.

Considere o Sistema (5.25) sujeito a entradas desconhecidas, ou seja, disttirbios nao
mensurdveis, com comportamento de acordo com a Figura 15. Foi incluido um ruido de 5%
nos estados e na saida. Considere o Caso 1 do Exemplo 1 (Py4; =1, Q" =T e R =1). As
covariancias do KFUI foram definidas como? H)(§|0 =, W=1eV=1.

A Figura 33 mostra a norma dos estados para LQGUI, ELQG, DALQG (ELQR/DALQR
combinado com KFUI) e LQG (cléssico). A Figura 34 apresenta o sinal de controle gerado por
cada regulador e a Figura 17 mostra a evolucao da funcao custo J (2.2) para cada controlador.

Primeiramente nota-se a mesma situagao do Exemplo 1: a formulagao cldssica apresenta
o pior desempenho por ndo ter um ganho K¢ para as estimativas dy. Os controladores tém o
comportamento da norma dos estados, do esfor¢co de controle e da funcao custo semelhante ao
que foi apresentado no Exemplo 1 - Caso 1, entretanto o desempenho € um pouco pior devido a
presenca de ruidos no sistema e ao atraso do KFUI (veja Observagdo 4.3.1) na realizagao da
estimativa de d;. O mesmo ocorre com relacio aos casos 2, 3 e 4 do Exemplo 1, portanto eles

serdo omitidos neste quarto exemplo, valendo-se das mesmas discussdes ja apresentadas.

2Foram testados outros valores para V e W, mas ndo resultaram em mudangas nos resultados das estimativas.



Capitulo 5. MODELAGEM E SIMULACOES 55

—LQGUI
=--ELQG

DALQG
- -LQG

!

2!-

Al‘ IR I
L ;-3 5\!'\5’“\:\ ;’wvﬂ"}j
100 1 50
amostra [K]

oAl
"fix'éf’fﬁﬁ
200

Figura 33 — Normas das varidveis de estado - Exemplo 3
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Figura 34 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 3

Como os parametros do sistema, os ruidos e os pesos do controlador e do filtro sdo
iguais em todos os métodos, a estimativa dy obtida através de (4.13) por eles é a mesma e esta

apresentada na Figura 39 juntamente com o sinal real.
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Figura 35 — Evolugdo da fun¢do custo - Exemplo 3
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Figura 36 — Estimativa da entrada desconhecida - Exemplo 3

5.3.4 Exemplo 4

Considere novamente o sistema e KFUI do exemplo anterior. Este exemplo mostra uma
implementacdo do LQGUI com ac¢ao integral (LQGUI-I). Os pesos utilizados para o regulador
foram Py, =1, Q*(1,1) =50, 0*(2,2) = 1,0 =10e R = I, os pesos do KFUI sdo H’élo =1,
W =1eV =1 e areferéncia utilizada é r, = 2, Vk € [0, N].

A Figura 37 mostra as saidas do sistema com a utiliza¢do de cada método. Na Figura
30 observa-se 0 médulo do esfor¢o de controle resultante. Note que, os métodos de rejeicao de
distirbio funcionam com as estimativas £ e dx do KFUI e conseguem controlar o sistema para
que a saida atinja a referéncia desejada.

O LQG-I, método cldssico, apresenta um comportamento semelhante ao apresentado

pelo LQI classico no Exemplo 2, rejeita o distirbio devido a agdo integral e mantém a resposta
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do sistema na referéncia estabelecida, mas apresenta um sobressinal quando ocorre variagao
instantanea em dy. Os métodos de rejei¢ao de distirbio também tém esse comportamento de
sobressinal na saida yy, pois, devido ao atraso na estimativa da entrada desconhecida dj (veja
Observacao 4.3.1), o sistema € afetado pelo distirbio no instante em que ocorre uma variagao
instantanea, havendo ainda uma elevacdo no sinal de controle se comparado com o método
classico. Entretanto, como d permanece constante, a rejei¢ao do distirbio comeca a ocorrer no

instante k + 1 seguinte com uma reducdo no esforco de controle.
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Figura 37 — Saidas do sistema - Exemplo 4
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Figura 38 — Sinais de controle resultantes - Exemplo 4

Observe na Tabela 12 que, embora apresentem melhor desempenho, os métodos de
rejeicdo de distarbio (LQGUI-I, ELQG-I e DALQG-I) tém custo final J (2.2) e RMSE préximos
aos do método cldssico LQG-I. Isso € uma consequéncia direta do atraso na estimativa da entrada

desconhecida d}.



Capitulo 5. MODELAGEM E SIMULACOES 58

Tabela 12 — Custo final e RMSE - Exemplo 4

LQGUI-I ELQG-I DALQG-I LQG-I

J[x10*] 15,8697 5,8693 5,8692 5,8942
RMSE 0,2971 0,2963 0,2961 0,3304

Novamente, como os parametros do sistema, os ruidos e os pesos do controlador e do
filtro sdo iguais em todos os métodos, a estimativa d; da entrada desconhecida realizada por eles
¢ a mesma e estd apresentada na Figura 39 juntamente com o sinal real. Neste exemplo fica mais

f4cil ver o atraso que ocorre na estimativa da entrada desconhecida pelo KFUI.
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Figura 39 — Estimativa da entrada desconhecida - Exemplo 4
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6 APLICACOES DESENVOLVIDAS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados de duas aplicacdes envolvendo sistemas fo-
tovoltaicos e utilizando os modelos matematicos dos conversores boost e dos painéis fotovoltaicos.
Como explanado no capitulo anterior, a tensdo e a corrente de entrada de conversores conectados
a painéis fotovoltaicos estdo sujeitas as variacdes de irradiancia solar, que € uma varidvel que
possui um comportamento aleatério. O modelo espaco de estados do conversor foi obtido de
tal forma que variagdes na sua tensdo de entrada correspondem a distirbios externos/entradas
desconhecidas. Nesse sentido, a primeira aplicagdo consiste na estimativa de irradiancia através
do KFUI e dos modelos do painel e do conversor. A segunda corresponde a realizagdo de
rastreamento de maxima poténcia utilizando LQIED. As aplicacdes foram desenvolvidas em
ambiente MATLAB/Simulink®.

6.1 Aplicacdao do KFUI na Estimativa de Irradiancia

Esta aplicacdo compreende a metodologia empregada em Madureira et al. (2019a),
publicado nos Anais do 14° Simpdsio Brasileiro de Automacao Inteligente sob o titulo de:
Irradiance Estimation Using Kalman Filter for State-space Systems with Unknown Inputs.

Considerando a modelagem matematica apresentada na Se¢do 5.1, no datasheet do
fabricante do painel fotovoltaico sdo encontradas as constantes V., Is., @ls., Ns € Np. Os valores
de Ry, Ry, a e Vy podem ser obtidos conforme apresentado em Tian et al. (2012) e Tan et al.
(2013). A temperatura foi considerada constante a 25 °C, pois essa grandeza pode ser facilmente
medida sem apresentar obstdculos financeiros ou técnicos. Com isso, os efeitos de variagdo da
temperatura na Equagao (5.9) se cancelam. Portanto, para o calculo de g(7) resta o conhecimento

de duas incégnitas, i 5 (1) € v,pu(t).

6.1.1 Estimativadeiyp, € Vpn,

Para cada medida da tensdo de saida v,, e conhecendo-se V,,, calcula-se a perturbacdo

Vo, (nesse caso, (1) = 7,(t) - H = [ 0 1 ] em (5.22)) a partir da Equacdo (5.16), ou seja:
Vo, = Vo, — Vo (6.1)

Com isso, V,, e os pardmetros F', G e E do conversor sdo utilizados nas Equacoes (4.11)

a (4.19) do KFUI. Como resultado, obtém-se as estimativas };, B ﬁ'a . € T:'phk. Consequentemente,

pode-se calcular [ phis Vor € Vpp, através das Equagoes (6.2) a (6.4).

iphk =lppt+ iphk (6.2)

A

Vo, = Vo +"3‘0k (6.3)
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‘A’Phk = Vph +F‘7phk (6.4)

6.1.2 Estimativa da irradiancia

Em tempo discreto, a Equacao (5.9) pode ser representada pela Equacao (6.5).

(6.5)

Np Rsh Ng Np Isc+a1sc (Tk—Tr)

Para cada instante k = 0, 1,2, ..., N as tnicas incégnitas para realizar o cilculo de gi
$40 Vpp, € ipp,. Considerando que a fonte de entrada do conversor seja um painel fotovoltaico
com modelo matemadtico apresentado na Se¢do 5.1, o circuito resultante € o mesmo ilustrado na
Figura 12. Com as estimativas 9, € i,, realizadas através do filtro de Kalman € possivel obter

uma estimativa g, para a irradiincia, susbstituindo v, € i ph, Na BEquagdo (6.5).

6.1.3 Resultados

Foram realizadas simulagdes no software MATLAB/Simulink® utilizando o circuito da
Figura 12 juntamente com o KFUI.

Utilizou-se o painel fotovoltaico de modelo 1Soltech 1STH-215-P, cujas especificagdes
estao disponiveis na biblioteca MATLAB'’s Specialized Power Systems Toolbox e sdo apresentadas

na Tabela 13 para uma referéncia de 1000 W/m?.

Tabela 13 — Especifica¢des do painel solar 1ISTH-215-P

Poténcia maxima 213,15 W
Tensao de circuito aberto 36,30 V
Tensao de maxima poténcia 29,00 V
Corrente de curto-circuito 7,84 A
Corrente de maxima poténcia 7,35 A
Células por médulo 6x 10
Fator de idealidade do diodo 0,98
Resisténcia shunt Ry, 313,40 Q
Resisténcia série R 0,39 Q

O conversor boost utilizado foi projetado de acordo com Erickson e Maksimovi¢ (2001)
e tem as especificagdes conforme Tabela 14.

As matrizes de ponderagdao do KFUI utilizadas foram

V =0.2030 x 107
0.1807 x 107> 0
W= s
0 0.1807 x 10

Através de medidas de irradiancia obtidas na base de dados do Instituto Nacional de

Pesquisas Espaciais - INPE (2019), dois dias com as seguintes caracteristicas foram analisados:
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Tabela 14 — Especificacdes do conversor boost

Tensao quiescente de entrada V,,, 29,3V

Tensao quiescente de saida V,, 58V
Razao ciclica quiescente U, 0,4948
Indutancia L 19,94 uH
Capacitancia C 36,34 uF
Frequéncia de chaveamento 50 kHz

Dia 1: céu limpo;
¢ Dia 2: céu nublado;

Dois casos foram analisados para cada dia:

Caso 1: auséncia de ruido na medida da tensdo de saida do conversor;

Caso 2: presenga de ruido gaussiano com média O e desvio padrao 1 na medida de v, (7);;

Os resultados foram avaliados através da Normalized Root Mean Square Error (nRMSE),
de acordo com (SCOLARI et al., 2018a; SCOLARI et al., 2018b),

N A N2
1 (M — My)
RMSE = — R o Ao, 7.08 .
nRMSE = — ; i (6.6)

em que N € o nimero de medidas disponiveis, M é a média das medidas, M}, é a k-ésima medida
conhecida e M} é a k-ésima estimativa da irradiancia obtida pelo KFUI.

Os nRMSE:s obtidos para as estimativas no primeiro dia podem ser observados na Tabela
15. Os grificos das estimativas de irradiincia e da tensdo e corrente de saida do painel fotovoltaico

sdo apresentados nas Figuras 40 a 42.

Tabela 15 — nRMSE para estimativas do Dia 1

nRMSE[ %]
8k ‘A’phk iphk
Casol 093 5,66 0,65
Caso2 396 6,92 393
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Figura 41 — Estimativa da tensdo de saida do painel fotovoltaico — Dia 1
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Figura 42 — Estimativa da corrente de saida do painel fotovoltaico — Dia 1

No segundo dia analisado, as estimativas foram obtidas com nRMSEs apresentados na

Tabela 16 e com os gréficos das Figuras 43 a 45.

Tabela 16 — nRMSE para estimativas do Dia 2

nRMSE[ %]

Ge  Dpn Ipiy
Casol 832 572 4.55
Caso2 1423 13.15 1246
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Figura 43 — Estimativa de irradiancia — Dia 2
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Figura 45 — Estimativa da corrente de saida do painel fotovoltaico — Dia 2

Os resultados mostram que, através da metodologia aplicada, as estimativas obtidas
apresentaram valores de nRMSE compativeis com métodos baseados em satélites e processamento
de imagens, os quais representam o estado da arte em estimativa de irradiancia. Além disso,
verificou-se que o KFUI pode substituir capacitores utilizados como filtro de tensdo na saida de
painéis fotovoltaicos, reduzindo o custo desse tipo de sistema, principalmente os de grande porte.

Assim, devido a formulacdo espago de estados empregada, esse trabalho sobre estimativa
da irradiancia apresenta novas perspectivas para controle de sistemas fotovoltaicos como, por

exemplo, a aplicacdo dos reguladores propostos nos Capitulos 3 e 4. Maiores detalhes podem ser
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encontrados em Madureira et al. (2019a).

6.2 Regulador de Maxima Poténcia em Painéis Fotovoltaicos com LQIED

Esta aplicagdo foi apresentada em Madureira et al. (2019b), publicado nos Anais da 14*
Conferéncia Brasileira de Dinamica, Controle e Aplicacdes sob o titulo de: Regulador Linear
Quadrdatico com A¢do Integral para Sistemas Lineares com Rejeicdo de Distiirbios.

Considere o painel fotovoltaico alimentando uma carga resistiva R através de um conversor
boost conforme ilustrado na Figura 12. As Figuras 8 € 9 mostram como a poténcia de um painel
fotovoltaico depende do valor de irradiancia, da temperatura e da tensdo na saida do mesmo.

A ideia bésica dessa aplicacdo € regular a maxima poténcia do painel fotovoltaico a partir
do controle realizado sobre a razdo ciclica de chaveamento do semicondutor S do conversor.
Alterando essa razao ciclica, a resisténcia equivalente conectada ao painel muda o seu valor
e, consequentemente, ocorre uma variagdo na tensao e corrente de saida do painel. Dessa
maneira, o controlador deve fazer com que em cada instante k a razdo ciclica forneca uma
resisténcia equivalente tal que o produto da tensio e corrente (poténcia elétrica) na saida do
sistema fotovoltaico coincida com o ponto de mdxima poténcia para a irradiincia. A varia¢do na
tensdo v, () foi modelada como um distiirbio para o sistema, visto que essa varidvel depende
diretamente da irradidncia solar, uma grandeza de comportamento estocdstico.

Um dos métodos mais comuns e de simples aplicagdo para esse rastreamento do ponto
de méxima poténcia (MPPT, Maximum Power Point Tracking) consiste no algoritmo Perturba e
Observa (P&O). Basicamente, o P&O altera a razao ciclica do conversor baseando-se na curva
de poténcia e nas medidas de tensdo e corrente da saida do painel fotovoltaico (SUMATHI et al.,
2015).

Na simulagdo realizada foram comparados o LQIED, LQI cléssico e um algoritmo P&O
classico obtido em Sumathi et al. (2015) a fim de verificar qual dos trés faz o sistema operar da
forma mais eficiente, ou seja, fornecendo maior poténcia durante o periodo analisado.

Os painéis fotovoltaicos utilizados sdo do modelo 1Soltech 1STH-215-P. As especificagdes
do painel para uma referéncia de 1000 W/m? e do conversor utilizados na simulagdo sdo
apresentadas nas Tabelas 13 e 14. O conversor foi modelado de acordo com (5.24) a partir dessas
especificagdes e considerando a medida como sendo $; = i, . Os detalhes sobre o modelo
matemadtico e as caracteristicas dos painéis fotovoltaicos e desse tipo de conversor podem ser
consultados nas Se¢des 5.1 e 5.2.

Dois casos foram analisados: um com referéncias do tipo degrau e outro com medidas
reais de irradiancia obtidas em um dia de céu aberto com passagem de algumas nuvens. Os dados
do segundo caso foram obtidos na base de dados do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais -

INPE (2019). A saida considerada no modelo matematico € a poténcia fornecida pelo painel.
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6.2.1 Caso 1l

A Figura 46 mostra o resultado do primeiro caso, onde percebe-se que nos trés métodos
a saida converge para as referéncias de mdxima poténcia. A Tabela 17 apresenta a poténcia final

obtida por cada método no periodo analisado.
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Figura 46 — Poténcia do sistema fotovoltaico para o Caso 1

Tabela 17 — Poténcia total do sistema fotovoltaico para o Caso 1

Referéncia LQIED LQI classico P&O
Poténcia [MW] 118,951 118,281 117,947 115,095

Os resultados distintos se devem a resposta de cada método as variacoes dos pontos
de maxima poténcia (referéncia), que provocam efeitos transitérios na resposta do sistema. Os
tempos de acomodagdo em cada um desses transitdrios sdo menores nas respostas do LQIED e do
LQI cléssico, permitindo que o sistema permaneca por mais tempo no ponto de maxima poténcia
quando comparados com a saida do P&O. Além disso, o LQIED apresenta menor overshoot
(diferenca entre a referéncia e a saida em momentos transitdrios) em relacio aos outros métodos.
Neste ponto, 0 LQIED € melhor que o LQI cléssico devido ao seu ganho K,f, que fornece uma

melhor rejeicao do distdrbio causado pela varia¢do no valor da referéncia.

6.2.2 Caso 2

As curvas de poténcia obtidas no segundo caso, onde foram utilizadas medidas reais de
irradidncia, sdo apresentadas na Figura 47 e observa-se novamente que através dos trés métodos

a poténcia do sistema converge para a referéncia estabelecida.
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Figura 47 — Poténcia do sistema fotovoltaico para o Caso 2

A Tabela 18 apresenta a poténcia final obtida por cada método no periodo analisado. O
LQIED apresenta o melhor desempenho, sendo vdlidos os mesmos pontos discutidos no Caso 1

a respeito da resposta transitoria do sistema.

Tabela 18 — Poténcia total do sistema fotovoltaico para o Caso 2

Referéncia LQIED LQI classico P&O
Poténcia [MW] 93,656 90,861 89,636 85,353
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada uma metodologia para o projeto de controladores 6timos
baseados em funcional quadratico para sistemas lineares sujeitos a entradas desconhecidas
(disturbios/entradas externas nao mensuraveis). Na teoria de sistemas de controle, a proposta
apresentada tem a importancia de fornecer esfor¢cos de controle que resultem em uma resposta
mais adequada para um sistema linear influenciado pela ac¢do de distirbios, mesmo que eles ndo
possam ser medidos. Para isso, primeiramente foi proposto um Regulador Linear Quadratico
para sistemas sujeitos a distirbios/entradas externas (LQRED) baseado na técnica de sistemas
aumentados e na solucdo cldssica do Regulador Linear Quadratico (LQR). Combinando o LQRED
com o Filtro de Kalman para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas (KFUI), obteve-se o
Regulador Gaussiano para sistemas sujeitos a entradas desconhecidas (LQGUI), que pode ser
aplicado em situagdes em que as varidveis de estado e/ou distirbios externos ndo sao mensuraveis.

Investigou-se também a inclusio de a¢do integral nos controladores desenvolvidos, visto
que esse ¢ o método cldssico para a rejeicao de distirbios através da reducao do erro em regime
permanente e por se tratar de uma técnica comumente utilizada nos conversores chaveados
utilizados em sistemas fotovoltaicos, que também foi objeto de estudo dessa pesquisa. Além disso,
essa andlise acerca da a¢do integral ndo foi realizada em propostas de controladores semelhantes
encontradas na literatura. Como consequéncia, obteve-se dois novos controladores que consistem
no LQRED e LQGUI com acdo integral, LQIED e LQGUI-I, respectivamente.

Os métodos propostos foram testados em simulagdes numéricas e comparados com as
formulagdes cléssicas e outras propostas de reguladores com rejei¢ao de distirbios encontrados
na literatura, o ELQR (SINGH; PAL, 2017) e o DALQR (OSTERTAG; GOYENA, 2011).
As simulagdes contemplaram tanto situagdes envolvendo disturbios mensurdveis e entradas
desconhecidas e constatou-se em todos os casos analisados que as solugdes cldssicas (LQR, LQI
e LQG) apresentam, em comparacao com os outros métodos, maior valor final para a funcao
custo quadratica. Isso se deve ao fato de que os métodos com rejeicao de distirbio t€ém uma
lei de controle que € funcdo nao sé do estado do sistema mas também do distirbio/entrada
desconhecida.

Entre os métodos de rejei¢ao de disturbios/entradas desconhecidas, o melhor valor final
para a fun¢do custo depende da situacdo analisada. Nos casos com a¢ao integral, o valor da fungao
custo distdrbio foram muito semelhantes. J4 nos outros casos, observou-se que o desempenho dos
métodos esta associado com os pesos Q e R utilizados, ressaltando-se que o ELQR apresentou
os menores valores de funcdo custo de uma maneira geral.

Analisando-se o esforco de controle, observou-se que a rejeicao de distirbio/entradas
desconhecidas pode exigir mais do atuador com relagdo ao método cléssico, sendo necessdria
uma anélise criteriosa dessa varidvel por parte do projetista para que nao sejam excedidos limites

fisicos do sistema. O ELQR apresentou esfor¢os de controle mais elevados nos instantes em
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que ocorrem variagdes instantaneas no valor do distirbio. Além disso, o LQRED apresentou
resultados com melhor limitacao no esforco de controle, pois em sua solucdo o ganho associado
ao distdrbio depende diretamente do peso R, enquanto nas formulacdes do ELQR e do DALQR a
influéncia de R se d4 apenas no ganho associado ao estado.

Ainda com relagdo ao esfor¢o de controle ocorre um outro problema nos controladores
gaussianos, pois existe um atraso de tempo entre a medi¢do da saida do sistema e a estimativa da
entrada desconhecida, o que gera um esforco de controle elevado quando o valor do distirbio varia
instantaneamente. Para solucionar este problema € necessario um estimador que forneca a entrada
desconhecida no mesmo instante da medida, solu¢do ndo encontrada na revisao bibliogréfica
realizada durante esta pesquisa.

Algumas aplicacOes praticas da metodologia proposta foram desenvolvidas para sis-
temas fotovoltaicos, onde a variacdo da irradiancia solar pode ser considerada um distirbio
externo/entrada desconhecida que se relaciona diretamente com a tensao de entrada em con-
versores chaveados, dispositivos normalmente conectados nas saidas dos painéis fotovoltaicos.
Para isso, o primeiro passo foi obter a modelagem desse sistema em espago de estados sujeito a
distarbios externos/entradas desconhecidas. Com esse modelo foi possivel utilizar o KFUI para
estimar irradiancia solar de maneira adequada e aplicar o LQIED para regular a maxima poténcia
de um sistema fotovoltaico. A importancia deste trabalho para essas aplicagOes consiste em
realizar um rastreamento de maxima poténcia mais eficiente se comparado com o LQI cléssico
e o método Perturba e Observa (que € o mais empregado), resultando em maior producao de
energia pelo sistema fotovoltaico e diminui¢do da quantidade de painéis necessdrios para os
empreendimentos. E mesmo que ndo seja possivel medir a irradidncia ou a tensdo de entrada
do conversor, a aplicacdo é garantida pelo LQGUI-I, embora ocorra uma perda de desempenho
devido ao atraso entre medida e estimativa por parte do KFUI.

Dessa maneira, este trabalho contribui com novas metodologias para tratar adequadamente
do problema de sistemas sujeitos a disttrbios externos/entradas desconhecidas, destacando-se os
controladores com agdo integral e suas aplicagdes em sistemas fotovoltaicos.

Trabalhos futuros envolvem a prova de convergéncia e estabilidade dos controladores
LQRED e LQIED, bem como sua aplicacdo em sistemas sujeitos a incertezas paramétricas. Além
disso, as aplicagdes em sistemas fotovoltaicos devem seguir com a utilizagao do LQGUI com

acdo integral em simulagdes e, posteriormente, com implementacdes em experimentos reais.
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APENDICE A - OUTROS METODOS BASEADOS EM
LQR PARA REJEICAO DE DISTURBIOS

Os dois métodos apresentados a seguir tém a proposta de atenuar o efeito dos disttrbios
sobre o sistema utilizando leis de controle que apresentem um ganho adicional sobre o distirbio

externo, desde que este faca parte do modelo do sistema em espaco de estados.

A.1 Disturbance Acomodating Linear Quadratic Regulator

Teorema A.1.1. (OSTERTAG; GOYENA, 2011) Seja um sistema linear invariante no tempo dado
por (1.4) o Regulador Linear Quadratico com Acomodagao de Distiirbio (DALQR, Disturbance
Acomodating Linear Quadratic Regulator) fornece a seguinte lei de controle uy que minimiza o

efeito de distiirbios sobre o sistema

U = — (Kxxk + Kddk) (A1)
onde
K¢=G'E (A.2)
-1
Gt = (GTG) G" (A3)

Na formulagao apresentada no Teorema A.1.1 o ganho K* € calculado de acordo com a
formulacgdo clédssica do LQR, ou seja, Equagdes (2.5) e (2.6) (SINGH; PAL, 2017).

A.2 Extended Linear Quadratic Regulator

Teorema A.2.1. (SINGH; PAL, 2017) Seja um sistema linear invariante no tempo dado por
(1.4) em que d;, = OVk > N, o Regulador Linear Quadratico Estendido (ELQR, Extended Linear

Quadratic Regulator) apresenta a lei de controle otima dada por

iy == (Koo + Ky + K) (A4)
K'=K* (P, -0Q)"'Dy (A.5)
K" =K*(Py -0)'D; (A.6)

Dy = (F = GK*)" (Pg+1E + D) (A7)
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D'y = (F = GK*)T (Dyy1 (dis1 — di)) + D'is1) (A.8)

onde Dy, D;( e R ¢ Kz e Py sdo calculado de acordo com a formulagdo classica do LOR, ou
seja, Equacoes (2.5) e (2.6).

Observacao A.2.1. Note que K depende do conhecimento prévio da sequéncia {dk}gzo,
entretanto como o objetivo deste trabalho é propor controladores para sistemas sujeitos a

entradas desconhecidas (distiirbios ndo mensuradveis), as simulacoes foram realizadas com
K“?=0
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