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IMPLEMENTACAO DE ALGORITMOS NA EQUACAO INTEGRAL DO
ESPALHAMENTO QUANTICO NAO RELATIVISTICO

Resumo

No espalhamento a baixa energia na Mecanica Quantica ndo relativistica, usa-se a equa-
¢do de Schodinger na forma integral. Na teoria do espalhamento quantico a autofuncdo
de onda é dividida em duas partes, uma para a onda livre associada a particula incidente
a um centro espalhador, e a onda emergente que sai depois da particula colidir com o
centro espalhador. Com condig¢des especiais e energia potencial definida, a solu¢do da
equacdo integral para a onda é obtida com uso da técnica conhecida como aproximacao
de Born. Neste trabalho apresenta se duas técnicas alternativas para solu¢do de equacgéo
integral para o potencial de Coulomb e Yukawa. Os métodos sdo vias Kernéis arbitrarios
e a série de Neumann. Os resultados, com a ajuda de cédigos computacionais, mostram
que as duas técnicas sdo boas comparadas com o método tradicional. A vantagem é que

sao solugdes finitas.

Palavras-chave: Espalhamento Quantico. Fredholm. Neumann. Wolfram Mathematica.



IMPLEMENTATION OF ALGORITHMS IN THE INTEGRAL EQUATION OF
NON-RELATIVISTIC QUANTUM SCATTERING

Abstract

In the low energy scattering in non-relativistic quantum mechanics, we use the Scho-
dinger equation in the integral form. In the theory of quantum scattering the wave
autofunction is divided into two parts, one for the free wave associated with a particle
incident to a scattering center, and the other for the emerging wave that leaves after
the particle collides with the scattering center. With special conditions and potential
energy defined, the solution of the integral equation for the wave is obtained using
the technique known as the Born approximation. This paper presents two alternative
techniques for solving the integral equation for the potential of Coulomb and Yukawa.
The methods are arbitrary Kernels and the Neumann series. The results, with the help of
computational codes, show that the two techniques are good compared to the traditional

method. The advantage is that they are finite solutions.

Keywords: Quantum Scattering. Fredholm. Neumann. Wolfram Mathematica
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1 INTRODUCAO

A fisica nuclear estuda colisdes em que um determinado ntcleo é acelerado e
langado contra um ntcleo alvo, em repouso no referencial do laboratério. A colisdo é
descrita em fungdo vetor entre os centros de massa do projétil e do alvo, r, e coordenadas

intrinsecas dos ntcleos, representadas genericamente por £. (CORTES, 2016)

A colisdo se inicia com os nucleos no estado fundamental, representado por ¢,,
e ap6s a colisdo eles podem permanecer no estado ¢, ou passar para um outro estado
intrinseco, ¢,0. A populagdo final destes estados depende de vérios fatores, como a
energia de colisdo, a natureza dos estados intrinsecos e a interagdo entre os participantes
da colisdo. A cada estado intrinseco, ¢,, corresponde um estado do movimento relativo
projétil-alvo, 1,,. Estes estados sdo rotulados pelo indice o, que representa o conjunto de
nimeros quanticos necessarios para a sua caracterizacao. Eles sdo chamados de canais.

Os principais canais considerados em colisdes nucleares sao descritos abaixo.

e Canal Eldstico: Corresponde ao estado intrinseco fundamental, ¢,. Quando o

estado final é o mesmo, temos um evento de espalhamento elastico.

o Canais Ineldsticos: Correspondem aos estados excitados do projétil e/ou do alvo,
em que estes mantém suas identidades. Isto é, os nimeros atomicos e de massa do
projétil e do alvo ndo se alteram durante a colisdo. Nestes processos, uma parte da
energia do movimento relativo é transferida para os gruas de liberdade internos do

nucleos. Colisdes que terminam nestes canais sdo chamadas de colisdes ineldsticas

o Canais de Transferéncia: sdo aqueles em que os parceiros na colisdo trocam ntcleos
entre si. Desde modo, as composig¢des finais do projétil e do alvo sdo diferentes

das iniciais. Temos entdo reagdo de transferéncia.

Os estados finais em uma colisdo tem que ser compativel com as simetrias do
sistema. Assim grandezas como a energia total, a carga elétrica total do sistema, o

nuamero baridnico, o leptonicos, entre outros, devem ser conservados.

No espalhamento quéntico, utiliza a equa¢do de Schrodinger na forma integral,
conhecida como equagdo de Lippmann-Schwinger. A equacdo integral ocorre em uma
variedade de aplicagdes. O motivo de sua utilizagdo é na facilidade que ela provém de

provar resultados fundamentais na existéncia e na singularidade da solugéo.
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Indicando uma fung¢do desconhecida pelo simbolo V¥, equacdo integral linear

envolve integrais com a seguinte estrutura:
b
/ K(x,t)¥(t)dt (1)

/ " Ko ) W(t)dt )

o tipo de integral com um intervalo fixo (1) é chamada de equagdo integral de Fredholm,
enquanto a integral que possui uma variavel como limite superior (2) é chamada de

equacdo integral de Volterra.

As equagOes integrais podem ser dividias entre primeira espécies e segunda

espécies, onde, respectivamente, apresentam a seguinte estrutura:

blz

fx) = K (x, 1) (t)dt (3)

blz
U(x) =¢(z)+ A K (z,t)U(t)dt 4)

a

sendo o limite superior b para Fredholm e o limite superior x para Volterra.

Sabendo das estruturas das equagdes integrais utilizadas no espalhamento,
houve a motivagdo de aplicar métodos matemaéticos para solucionar essas equagdes e
estudar o qudo préximo esses métodos estdo em relagdo a técnica usual utilizada no
espalhamento quantico e com ajuda do software Wolfram Mathematica para auxiliar nos

célculos.

Essa dissertacdo esta dividido em seis capitulos. Ap6s este capitulo introdutério
segue o capitulo 2 onde é apresentada a base tedrica do espalhamento quantico. O
capitulo 3 apresenta os métodos matematicos para solucionar equagdes integrais. O
capitulo 4 mostra como foi feito a implementagdo dos métodos matemdticos em um
algoritmo no software Wolfram Mathematica. O capitulo 5 mostra os resultados obtidos
através do Wolfram Mathematica e comparamo-os com a técnica padrao. O capitulo 6

expde a conclusdo e propostas futuras.



2 BASE TEORICA

Esse capitulo faz uma revisdo da teoria do espalhamento quéntico, tendo como
foco o desenvolvimento da equacdo de Lippmann-Schwinger na forma integral, o cal-
culo da amplitude de espalhamento e da secao de choque sendo utilizado a aproximacao
de Born e o potencial de Yukawa, e por fim, o experimento de Geiger-Marsden para

validacdo da aproximacdo de Born.

2.1 Teoria de Espalhamento Quéantico

Para estudar o problema de espalhamento de uma particula por um potencial,
utiliza-se a forma integral da Equacdo de Schroédinger, conhecida por Equacdo de
Lippmann-Schwinger (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2017).

Para obter tal equacdo defini-se:

H=Hy+V 5)
onde Hy = p*/2m é a Hamiltoniana da particula livre e V(7’') é o potencial espalhador.

Onde as solucdes na auséncia de V(7):

Hyl¢) = E|¢) (6)
sendo:
ei?/.?’
6) = 1K) = () = G )
(K'|k) = 6(K' — k) (8)
27./2
E = hqu; 9)

Quando V(7) # 0, calcula-se a solucdo de:

(Ho + V(7)) |¥) = E|¥) (10)



Capitulo 2. BASE TEORICA 4

Para obter uma equagdo para |¥V) que tenha a condigdo de contorno embutida se
inverte (£ — H,). Para tanto, primeiro se escreve:

(E — Ho) W) = V(7') W) (11)

que quando invertida fornece:

W) = 5 V) (12)

Porém se tem V(7') = 0 = |W) = 0, por isso antes de inverter, precisa acrescen-

tar a solugdo da particula livre em |¥), isto é:

(E — Ho) (|%) = |¢)) = V(7)) (13)

isso vale, pois |¢) é solugdo de (E — Hy) |¢) = 0. Com isso, a inversdo fornece:

1

V() (14)

V) = [9) +

Agora, quando V(7') = 0, se tem |¥) = |¢) e isso pode ser entendido como
a condigdo de contorno do problema: na auséncia de V(7') a particula é livre e é
descrita por uma onda plana com momento linear 7’ = /i k". Porém h& um problema,
como a energia IY é a mesma, com e sem potencial, hd um infinito devido ao zero no
denominador. Para ser removido se faz E levemente complexo, E — E =+ ie para € € R.

Assim a equagdo de Lippmann-Schwinger fica:

1

- V(7D
e () (1)

) = |¢) +

Obseva-se, a seguir, que a presenca de ¢, além de remover o infinito, permite
definir as condi¢des assintéticas adequadas do problema de espalhamento.

Na representacdo das coordenadas a equacdo de Lippmann-Schwinger fica:

1

) = 1) + [ (v | e

onde (|k') = ¢ *' 7 /(2m)3/2,

> V() 16)

O objetivo agora é obter a fun¢do de Green G

Gl ) =5 A7 E — Hy + ic

7“'> (17)
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que pode ser reescrito como auxilio do operador unidade, como:

(%) 3 3 / % i 1
G /d /dk \k;<‘E HoTic >(k\r> (18)
Usando:
1 1 Sk —K)
k| ————— k)= ——5— (k|}) = ——5—"— 19
< ‘E—Hoztz’e > E_%izeH > E— B2 4 (49
pode ser escrito como:
_>.
h2 3K 6ik’.|7—7’|
G 20
(r,r) = om (2#)3E—%iz’e (20)
Se E = h*k*/2m e k' = q, obtém-se:
) Eraread
) (. ') = a3 21
G r) (27r)3/k:2—q2:|:ie 1 1)

Para fazer esta integral, escolhendo |r — /| na dire¢do Z e tomando d’¢ =

q*sen(0)dfdpdq, e assim:

7 — 7| cos b
27r / a v sen( k% — q? +ie
d d iqlr—r’
47r2 0 Tp2 —q° j:ze/ Ge
1 ood q2 ezq\rfr’K ! (22)
—@/ qu—QQﬂ:iqu|T—T/|

1
<6iq|r—r’\ . 6—iq|7"—7"’\>
47r2z|7“—7“’| 2:I:ze

. P . ; ! . e ~ 4 .
O integrando é par, pois = e (¢! — e~ sdo impares em ¢ e assim

G(i) (r,r")

+ .
pode-se trocar [~ por 5 [" > e com isso obter:

+oo
G(i) A / < +iglr—r'] _ 7iq|r7r/|> 23
(r,) 87T27,|’f’ d k22F26 c ‘ 23

onde o integrando possui polos no g-plano complexo em:

:I:k\/l:l:ﬁ’v:tk:tze (24)
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o )R+ , )k —ie
note que o ie original corresponde a e —ie corresponde a
—k — i€ —k + i€

Os pontos na Figura (1) representam os polos no caso +ie:

Figura 1 — Polos no caso +ie.

| m@
Polo
—k—ie o Re)
® +k+ig’
Polo

Fonte: autor

A integral et = eFriRe@lr—’l—Im(@)I"—'| deve ser fechada por cima, Figura (2),

pois a exponencial com Im(¢) garante contribuicdo zero e isso permite fechar o circuito
. i o

e obter a mesma integral que antes. Argumento semelhante sugere que e " =

/

|

e~ Re@lr=r'leHm@)lr—'| deve ser fechado por baixo, Figura (3). O fator 7—j. fornece

integrando zero para Re(q) = +o0.

Figura 2 — Representacdo da integral e?/"—"",

Im(q)

/ AN

. Re(q)

Fonte: autor



Capitulo 2. BASE TEORICA 7
Figura 3 — Representacdo da integral eI,
Im(q)
o Re(q)
ey - + oo
: / G
— 0
Fonte: autor
Assim, se obtém:
) i alr—r' r—r
N — +iglr—r'| _ —iglr—r'|) _
Grr) 87T21|T d / — i€ (6 c >
q q —iglr—r
- = d—+zq|r Tl—%d— iglr—r'|
87r22|7“—7°’| [7{1 q2 — k% —i e T@ k2 —ie"
(25)
Para aplicar o teorema de Cauchy (ARFKEN; WEBER, 2007):
f(z) ————dz =2mif(z) (26)

z— 2z

onde z; é um polo no plano complexo e a integracdo fechada (que circula z;) corre no

sentido anti-horario do circuito, é necessario fazer uma modificacdo na expressdo de G.

Usando:

1 1 _( Lo )1
-k (q—k)g+k) \g—k q+k/)2q

(27)
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para escrever:
1 1 q : ’
eI S f{ do— 9 g
(r,7") 8r2ilr —1'| J,, qqz—kZ—iee *
NS S O MR SR
8n2ilr —1'| J,, T q* —k? —ie
1 1 p e+iq\7*fr’| p €+iq|r7r’\ (28)
-~ 16milr | <7{ Tk +]€1 RN )+
1 1 e—talr—r’| e—talr—r’|
— d d
* 1672 i|r — 1| (7{2 ¢ q—k +£2 1 q+k )
assim, a fungdo de Green G para o caso +ie fica:
1 6+ik|r77”\
GH(r )= ——— 29
(T7T) A |T—T’/| ( )
Se repetir todo o procedimento para —ie se obtém:
1 e—ik|r—'r’\
Grr)y=——" 30
Assim, a equagdo de Lippman-Schwinger pode ser escrita por:
om 1 e:l:ik|r—r’|
TE)) = — = (| V(7)) 31
1) = t9) — 7 [ @ g V) G1)
Se (r|V(7")|r") = V(")6®) (r — 1), para potencial local, tem-se:
om 1 e:l:ik|r—r’|
(o) = (rle) — 5 [ d*’ V(') (') (32)

At |r — |

2.2 Amplitude de Espalhamento

Suponha um observador longe do alvo. Observando como seria a funcdo de

onda em 7:
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Figura 4 — Observador longe do alvo.

Fonte: autor

A regido hachurada da Figura (4) é a regido onde V (') # 0. Note que a equagdo
de Lippmann-Schwinger (32) informa que s6 essa regido interessa na integracdo. Se
o observador estiver longe o suficiente, tem-se || >> || e pode expandir |7 — 7|
(GRIFFITHS, 2011):

7 =T =\ (P =T =r2 =27 P 1% =
, 2

- / / (33)
:7’\/1 — 27, (T—> + <T—) =T {1 - (i)}
r r "
Usando:
T =T ik Fiki T (34)
e no denominador:
1 1 ! AL
r—=oo T — 1T 7"_>°°T<1_T7) " ’ g
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_>
Definindo k'’ = k7, a equagdo de Lippmann-Schwinger fica:

1 N om e+zk:7” et k.7

_ +ik. 7 3 3,1 noona (N |

= 2 \J

n)i e - (2m) /d r on)i V(r') (r'| ) (36)
- —

1 Z_> e—f—zkr 47T2m et K'.7!

~(2m)? T (‘ Z / * ) <r,lw)>>] -
1 - +ikr

e

onde f (k' k) = —4m [ @3y G V() |W(H)) é a amplitude de espalhamento. Outra
representacdo pode ser feita no espaco do momento com ajuda do operador unitario

[ &plp) (p| = 1, resultando:

41%m

h2

fk k) =~ (kv ()20 (37)

Note que |¢r) = |k') (onda plana na dire¢do %/, que "leva"a particula até o
observador).

A amplitude de espalhamento pode ser escrita de outras formas. Para ver isso,

considere a equagdo de Lippmann-Schwinger na sua forma geral:

wiY) = k) + GHVE) (38)
onde G*) é a funcdo de Green dado pelas equagdes (29) e (30).
(7)

Multiplicando a equagdo para \\I/,(;)> por V(7"') e tomando o adjunto Hermitiano:

(v |\11,<;>>)T = (vIK) + VeV |\11,(;>>)T

WV = |V (0 VEDY (39)
K|V = (W [(V-vaHv)

isto permite reescrever a amplitude de espalhamento:

A%m,

hZ

Am%m,

h2

FOK k) = — (K'|V]eD) = (U (V=VEHV) oY) (40)
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mas (V — VGTV) |\Il,i+)> = V' |k), no que resulta em:

2
P Ry = = WV k) (@)

Algumas observagdes importantes:

e SeV(r') =0= f(k,k) = —4’%# (k’]V]\Ifgj)) = 0. Dependendo do angulo do
observador distante, f pode dar um resultado diferente. Trata-se da amplitude
de probabilidade da particula entrar na direcdao * e, devido ao potencial, sair na
direcdo ?’, com \?’| = |?!

(27r)3/2

e ikr
e A solucéo assintética (r|wH)) "= 1 <e+”€‘7) + f(K, k)e+rk é solugdo da
equacao de Schrodinger na regido onde a particula é livre, V' (1') = 0.

e A onda livre deve estar associada a tempos "infinitamente"negativos (antes da
colisdo) e "infinitamente"positivos (depois da colisdo). A onda esférica s6 para

tempos "infinitamente"positivos (depois da colisdo).

2.3 Aproximacgdo de Born

Se o espalhamento é fraco:

ei??’
(27 )3/

nestas condi¢des, obtém-se a amplitude de Born em primeira ordem (HECHT, 2000):

() (k) — (|07 & (k) = (42)

472m 4m2m 1 3 (RN
f k) = — s (K'|V]k) = TR @y /d 'V (r')eF k) (43)
g —>, ?l
onde =+ [ &'V (r')el(k—k)-7" & a transformada de Fourier do potencial calculada em
@m) p
q= ? — ?’

Se o potencial for esfericamente simétrico, fica mais simples calcular a integral
em coordenadas esféricas. Antes, escolhendo angulo de espalhamento ¢, da seguinte

forma:

|?_?'| =q= \/k2+k/2—2?.?':k 2(1 — cosb,) (44)

lembrando da relagdo trigonométrica.

cos 20, = cos*0, — sen*(6,) = 1 — 2sen*(0,) (45)
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assim sendo:

cosf, = 1 — 2sen®(6,/2) — q = k/2[1 — 1 + 2sen2(6,/2)] = 2ksen(6./2)  (46)
sendo essa relagdo representada na Figura (5).

Figura 5 — No triangulo isésceles tem-se sen(f./2) = .

Fonte: autor

Com ¢ na diregédo z:

/ _ dm*m 1 3./ ? T
f(k’»k‘)——T( /d V(e .

12

- _ 4_71_?/// sen()dr 'd0dpr’* e V(r') =
T
12

- 4_77,_? / / / sen(§)dr d@dw’zezq’" V() =
T

1 2m 2
_1om g N9 0)e iqr cosGdg_
12m . 2 eiqr’x 2m o e — eiqr,
_12m d . , __ A d / /V / =
37 ), 'V (r') iar | a2 |, r'r'V(r') 2i
__ 2m [™ dr'r'V (r")sen(qr’)
ah® J
. - / " dr'r'V ()sen(2kr'sen(6,/2)
2kh2sen(6./2) J,

onde f(k, k") passa a depender do angulo de espalhamento 6., entdo f(k, k") = f(0.).

2.4 Aproximacao de Born: Potencial de Yukawa

Yukawa (1935) prop0s a existéncia, em associagdo com esse sistema, de um

campo que descreve a interacdo e que o mecanismo pelo qual a interagdo ocorre envolve
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a troca de uma particula desse campo entre os dois ntcleos. Em tal interacdo, o momento
carregado pela particula é transferido de um ntcleo para o outro, sendo esta a origem

da forca que age entre os ntcleos.

Ao propor de que este seria 0 mecanismo gerador das forgas nucleares, Yukawa
guiou-se pela analogia com a interagdo coulombiana entre um sistema de duas parti-
culas carregadas. De acordo com a altamente bem-sucedida e desenvolvida teoria da
eletrodinamica quantica, associado a esse sistema existe um campo eletromagnético
descrevendo a interagdo, que ocorre como decorréncia da troca de um quantum desse
campo entre as duas particulas carregadas. Os quanta do campo eletromagnético sdao

particulas de massa de repouso nula.

A eletrodinamica quéntica mostra que o longo alcance da intera¢do coulombiana
é o resultado da massa de repouso nula dos quanta trocados na interacdo e que esse
alcance ndo seria longo se a massa dos quanta fosse diferente de zero. Yukawa adaptou
a teoria ao caso de um sistema de ntcleos, interagindo por meio de uma forga de curto
alcance, supondo que as particulas do campo que descreve a interagdo tém massa
ndo-zero. Essas particulas sdo chamados de mésons e o campo é chamado de campo

mesOonico.

O potencial de Yukawa (MAIOROVA et al., 2018) é dado por:

Voe "

pr’
onde o fator i pode ser visto como alcance do potencial, pois quando r >> i =
V(r') — 0.

V(r') = (48)

Usando sen(gr') = Im(e'?") para facilitar a realizacdo da integral, ou seja:

!

om [ om [ —pr -
f(k’,k)——q—gz dr'r'V ( )sen(qr)——q—gz d ,T,VOZW Im(¢')  (49)
0 0
Assim,
2 ) (=ptig)r’
£(6.) = — mvzolm/ aretwrior = ZMVop, €T
quh quh —p+1iq (50)
2 1 2 2
quh? p—ig qub? 4@ quk? p? + ¢
ou seja:
2 1
F(0.) = -2 1)
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lembrando que ¢ = 2ksen(f./2) a amplitude fica:

2mVy 1
f(ee) - Mh2 ILLQ —+ 4k2sen2(66/2)

e isso fornece a se¢do de choque diferencial:

do  (2mVy)* 1 53)
dQ  \ wh? ) [u?+ 4k?sen2(6,./2)]

(52)

Vo

—ZZ'e*, o potencial de
n

Note que se ;x — 0, mantendo % constante e igual a
Yukawa fica:
e rr 77'e?
lim Vj, = —
p—0 ur! r!

(54)

esse é o potencial Coulombiano de uma particula de carga Z’e, sendo espalhada por

h2k2\.
T ):

1,2\ 2
do _ 1 (Z7'e 1 (55)
aQ 16 E sent(6./2)

este é resultado classico do espalhamento de Rutherford (ALTLAND, 2005).

uma com carga Ze. Com isso a se¢do de choque fica (com E =

2.5 Condicdo de Validade da Aproximacdo de Born

Considere o potencial de Yukawa (48), Para k pequeno: tome kr’ << lek.r’ << 1.
Isso é possivel se ;% + 2 << 1,comk = 2T, ouseja k << p, pois se u for grande, kr’ e
k.r' sdo pequenos na regido do potencial. Com isso, se escrever a condicdo de validade

por:

_l'l’rl
‘2mi/d3x’lv"e— <<1 (56)

h2 Ar rour!

Ou ainda:

<l=

om 1 o1 Ve m
‘ m / p2 = 20 <<1 (57)
0

2m‘/(] /OO —pr!
——A4n e
h? 4n rour! 2 0

e assim, finalmente obter, para energias baixas, a condi¢do de validade do primeiro

termo de Born para o potencial Yukawa:

<1 (58)

2mVy
2.2
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Para entender o significado desta expressdo, estudar-se em que condi¢des o
/
(1 Voeoir - 1. A Lt &
potencial S fornece um estado ligado. Que tal TR 1,isto é, uA < 27 (pelo menos

uma oscilada dentro do alcance do potencial) .. ¥ > p. Ou seja, para o potencial de

k2 > _h2“2

2m 2m °
. 21.2 .

A energia E = ZE 4+ vV ~ ( (quase ligado) e .. no alcance de V' =~ Vpe™!, tem-se

_Vo _ n%k2
e~ 2m >

Yukawa ter um estado ligado, é preciso que k > p. Isto implica em k? > p? =

2p? s 2 . . .
ko ouseja, 5 [Vo| > e ~ 2,7 (se 0 potencial permite um estado ligado,

o primeiro termo de Born ndo funciona).

Para k grande, aproximagdo de Born para o potencial de Yukawa funciona se:

2m|Vo|, k
Zecl
o << (59)

2.6 Experimento de Geiger-Marsden

O experimento de Geiger e Marsden (1913) consistiu em dispara particulas
alfa, geradas pelo decaimento radioativo do radonio, em dire¢do a uma folha de ouro
muito fina. O experimento tinha como objetivo investigar a estrutura do d&tomo através
do desvio que a particula alfa sofria ao colidir com a folha de ouro. Os resultados

demonstraram pela primeira vez a existéncia do ntcleo atomico.

Os dados experimentais de Geiger-Marsden serdo utilizados para a validagdo da
aproximagdo de Born. Para o espalhamento teérico reproduzir os dados experimentais,
é utilizado a equagdo (55) na unidade C.G.S., onde Z é o numero atdomico do ouro
(Z = 1719), Z' é o numero atdmico da particula alpha (Z’ = 2), e é a carga do préton
(e = 4,8032 x 1071%) e a energia sendo igual a 5,69 MeV (5,69 x 1,602 x 107°).

, 1 (ZZ'e*\* 1
£ = 16( E ) sent(f,/2) (60)

A Figura (6) é o plot do espalhamento teérico de Born e os dados experimentais

de Geiger.
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Figura 6 — Curva tedrica de Born e os dados experimentais de Geiger-Marsden.

400}
300 — — Aproximacdo Born
If (e)* : :
500k » Experimento Geiger-Marsden
100}
100 150
o

Fonte: autor

Observa-se que a curva tedrica da aproximagdo de Born, em azul, estd de acordo
com os dados experimentais, em vermelho, assim validando a utiliza¢do da aproximacédo
de Born e com isso sera utilizado como parametro de validagdo para os resultados
presentes no capitulo 5.
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3 METODOS PARA SOLUCIONAR EQUACOES INTE-
GRAIS

Esse capitulo é uma revisdo de dois métodos utilizados para resolver equagdes
integrais de Fredholm de segunda espécie, definida no capitulo 1, o método de kernéis
arbitrarios de Fredholm e a série de Neumann.

3.1 Método Kernéis Arbitrarios de Fredholm

O método de kernéis arbitrérios foi desenvolvido por Fredholm (1900), onde ele
fez a substitui¢do do sinal de integral da equacao integral por um somatério correspon-

dente de Riemann.

U(z) = d(z) + A / K (z, )0 (t)dt (61)

onde K(z,t) e ¢(x) sdo fungdes conhecidas paraa < z < bea <t < be X é uma

constante.

Desse modo, substituindo a integral de (61) por um somatorio:

U(z) = ¢(x) + A Y K(x,t,) ¥ AL (62)
qg=1
onde At é o valor das distancias, sendo calculada pela expressdo =% = At paran € N
(GIROTTO; SALES, 2018).

Substituindo na equacdo acima a variavel = por z,, obtém-se um sistema de n

equagdes lineares do primeiro grau das fun¢des desconhecidas V4, Vs, ..., ¥,,. Portanto:

U, =¢p+ A KpW AL (63)
q=1

para se obter a solugdo do sistema dado pela equacao (63) é posto:

v, = Z Opg¥q (64)
q=1
que, levada na equacdo (63),
Z [5pq - /\quAt] Vo= oy (65)

q=1
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que é um sistema de equagdes parap =1,2,...,neq=1,2,...,n

Usando a regra de Cramer (HOFFMAN; KUNZE, 1971) para resolver esse sis-

tema:

_ Ang(V)
AL

onde A, (\) é o determinante dos coeficientes das incégnitas e A,,,(\) é o determinante

(66)

obtido a partir desde, no qual se substitui a coluna dos coeficientes de ¥, pela coluna
dos termos independentes ¢,.

O determinante A, () é dado por:

1-— /\KHAt —/\KlgAt Ce —/\KlnAt
—“AKq At 1= AKpAt ... —XKy, At
An(\) = T ; (67)
—AK,,1 At —AK, At ... 1= )K,,,At

onde k;; corresponde a i-linha (i = 1,2,...,n) e j-coluna (j = 1,2,...,n). Na diagonal
principal, 6,, = 1 parap = g e 6,, = 0 parap # gq.

Aplicando-se a expressdo (67) a férmula de decomposicdo de um determinante
(SMIRNOV, 1975):

(At)* +

Ap(A) =1- % i KplmAt-i— Z Z [ pire Bpips

pi=1 p1=1 po=1 P2p1 kp2p2

K,

pip1

n' Z Z i p2p1 p2p2 ' Kp:2pn (At)n (68)

p1=1pa=1 pn=1

K

p1p2 te Kplpn

K

Pnp1

K

Pnp2 Kpnpn
os somatodrios de Riemann dessa equagdo podem ser substituidos por integrais no limite

n — oo. Entdo, tem-se para o segundo termo e para o terceiro termo, respectivamente:

ZKplplAt ZK t, 1) At = / K(ty,t,)d (69)

p1=1
t t Kty t

Z Z Plpl p1p2 At / / 1’ 1 (17 2) dt,dt, (70)
K(tg,t1) K(ta,to)

p1= 1p2 1 p2p1 p2p2
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e assim sucessivamente. Desse modo, a equagdo (68) fica:

oo )\TL
AN =1 1) i, 71
) +;< iy (71)
onde:

K(tl,tl) K(tbtz) K(tl,tn>

b b b | K(tg, t1) Kl(ta,ts) ... K(ts,t,
dn://m/ (? 1 (? 2) . <? ) dtydty . . dt, (72)

K(tpt) K(tots) ... K(tntn)

O valor do determinante A,,,(\) da equagdo (66) foi obtido por Fredholm, com
um célculo que envolve muita manipulagao algébrica, razdo pela qual é apresentado
apenas o resultado (KRASNOV, 1981). Assim:

Ang(N) = Az, 0) = K(x,t) + i(—l)"%dn(:c,t) (73)
onde: )
[ K(x,t) K(x,t) K.t ... K(z,t,)]
K(t,t) Kt t) K(tts) ... K(tit,)
dn(x,t):/b/b.../b Ktot) K(tat)) Kltats) .. K(taity)| disdts...dt,
K(tn,t) K(tpt) Kltats) ... K(tnt)
) ] (74)

Desse modo, segundo Fredholm, a solugdo da equacao (61) é dada por:

U(x) = () + A / %ww (75)

onde A(x,t; \) e A()\) sdo dados, respectivamente, pelas equacoes (71, 72) e (73, 74)

Para ajudar a compreender o método de kernéis arbitrarios, é resolvido a seguinte
equacao integral:

u(z) =e "+ A /1 wetu(t)dt (76)
0

onde:

K(x,t) = xe' flz)=¢€" (77)
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Calculando os determinantes d,,(72):

Para o determinante d;:
1 1
d1 = / K(tl,t1>dt1 = / tletldtl =1
0 0

Para o determinante ds:

o

1
:// [t1t2€t1+t2 — t1t2€t1+t2:| dtldtg =0
0

tletl t1€t2

tz e“ tQ €t2

dt,dty

K(tla tl)
K(ta,t1) K(ta,t2)

Para o determinante dj:

K(t1,t1) K(t1,t2) K(t1,t3)

K
1
dBZ/// K(ty, 1) Kt ta) K(ta, ts)| dhidtadls
0
K(t37t1) K(t37t2) K(t37t3>

tletl t1€t2 t1€t3

1
:/// tzetl t2€t2 t36t3 dtldtgdtg
0

t'g, etl t3€t2 t3 €t3

1
:/// [3t1t2t36t1+t2+t3 _ 3t1t2t36t1+t2+t3} dt,dtydts = 0
0

Os valores para os determinantes restantes:

d4:d5=d6:---:dn=()

(78)

(79)

(80)

(81)

o motivo dos determinantes serem iguais a zero é por que o kernel K (z,t) é do tipo

separdvel:

K(x,t) = X (x)T(t)

logo o determinante da matriz quadrada de ordem 2 e 3 sdo iguais a zero.

X(a)T(a) X(a)T(b) X(a)T(c)
X(0)T(a) X(®)T(b) Xb)T(c)| =
X(e)T(a) X(c)T(b) X(c)T(c

(82)

(84)
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Para matriz quadrada de ordem 4 ou superior, utiliza-se o teorema de Laplace
(CALLIOLI et al., 1990):

a1 a19 Ce Q1n
21 22 ce Q2n,
A=
Gp—-11 An—12 ... Qn-1n (85)
(075} an2 . (077

n

det(A) = "ay(—1)" det(A_;_;)

j=1
sendo A_; _; a matriz A removendo a i-ésima linha e j-ésima coluna.

Entdo pode-se pegar uma matriz quadrada de ordem n e reduzir até uma matriz
quadrada de ordem 2 ou 3 e como foi visto nas equagdes (83) e (84) que a determinante
é igual a zero, logo a determinante da matriz quadrada de ordem n é igual a zero.

Com os valores dos determinantes d,,, se calcula A(\) (71):

_1+Z —d —1- )\ (86)

Agora calculando os determinantes d,,(x, t) (74):

Para o determinante d; (z, t):

YK (z,t) K(a,t !
o |K(t1,t) K(ti,t o |tiet tieh
1 (87)
_/ [zt — ati e dty =0
0
Para o determinante d(x, t)
K(z,t1) K(z,t) L|wet e xel?
[E t // tl, K(tl,tl) K(tl,tQ) dtldtg = // tlet tle“ t1€t2 dtldtg =
K tg, K(tg,tl) K(tz,tg) 0 tg@t tgetl t26t2

= // [31’t1t26t+t1+t2 — 3It1t2€t+t1+t2} dtldtg =0
0

(88)
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Os valores para os determinantes restantes:

ds(x,t) = dy(z,t) = -+ =dy(z,t) =0 (89)
os determinantes d,,(z, t) sdo iguais a zero pelo mesmo motivo dos determinantes d,,.

Com os valores dos determinantes d,,(z, t) se calcula A(z,; \) (73):

Az, t;\) = K(x,t) + i(—l)”gdn(aﬁ, t) = ze' (90)

Com o valor de A(X) (86) e de A(z, t; \) (90), calcula-se o resultado da equagao
(76) utilizando (75):

_ P Az, )) - oxet - T\
u(x)—f(x)—i-)\/o Wf(t)dt—e +)\/0 T3¢ dt =e 1 (91)

Com isso, utilizou-se o método de kernéis arbitrarios de Fredholm para resolver

a equacdo integral (76).

3.2 Série de Neumann

A série de Neumann é outro método para resolver equagdes integrais de Fredholm,
na qual utiliza aproximagdes sucessivas. Portanto a estrutura da solugao da equagao
(61) é:

U, (2) = 6(x) + A / K (60, 1 (£)dt 92)

Usando a equagdo (92) sucessivamente (HILDEBRAND, 1968):

Uy (2) = 6(z) + A / K (a6 Wo(t)dt (93)

Uo(z) = o) + A / K (x40, (t)dt (94)

Substituindo a equagdo (93) na equagdo (94):

Uy (x) :¢(x)+)\/bK(:U,t) [(;S(t)—|—>\/bK(t,t1)\Ifo(t1)dt1 dt
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Uo(z) = p(z) + A / bK(x,t)¢(t)dt+)\2 / bK(a:,t) / bK(t,tl)\Ifo(tl)dtldt (95)

e assim sucessivamente para W3, Wy, ... ¥,_;.

Introduzindo o operador integral linear (BASSALO; CATTANI, 2012)

kg(zx) E/ K(z,t)g(t)dt (96)

assim, as equagdes (93) e (95) podem ser reescritas:

Uy (z) = o(z) + AeVp(x) (97)

Uy(x) = p(x) + Awg(x) + A*R*Wy() (98)

Reescrevendo de uma forma geral:

U(x) = ¢(z) + Y A"w"d() (99)

Para ajudar a compreender a série de Neumann, resolve-se a seguinte equagao

integral:

u(zr) =z + % /_1 (x + t)u(t)dt (100)

1
como a solucdo da equagdo é obtida através da série (99). Calculando a primeira iteragado:

1

kf(z) = / (a0t - / (m+t)tdt:§ (101)

-1

Calculando a segunda iteragao:

4x

W2 F(2) = K[ f(2)] = /_1 Kz, ) f (2)dt — %@: i)t =" (102)

Calculando a terceira iteracdo:

1

K f(z) = k[s*f(2)] = /_1 K(z,t)k* f(z)dt = / (x —I—t)%dt = S (103)

-1
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Calculando a quarta iteragao:

K f(x) = Kk[R2 f(2)] = /1 K(z,t)x* f(z)dt = / —(z+t)dt = — (104)

Calculando a quinta iteragédo:

K f(z) = k[s*f(2)] = /_1 K(z,t)x* f(z)dt = / (x + t)%dt = ; (105)

-1

Calculando a sexta iteracdo:

! ' 32 64z
K f(x) = k[ f(2)] = / K(z,t)r° f(z)dt = / —(x+t)dt = — (106)
» 27 27
Portanto:
2 4 1 2 4
ww) = o+ a4 Ty By 0Ty 9245 BTy (107)

3 3 9 9 27 27

Separando os termos que multiplicam por :

4 1 4 2 2
u(x):[x+§)\2+%/\4+62—;/\6+...}+{§)\+g)\3+§—7)\5+.--}=
(108)
4, 16, 64 oA 4, 16
e P i T VAN il S ) SR
m[+3 3 +27+}+3{+3 +9+]

onde obtém-se a seguinte somatoria:

u(z) = {x + ?} i (g)n A2 (109)

n=0
sendo o valor do somatdrio:
— (4\" -3
-] M= 110
> (5) =5 10
Logo:
2\ -3 -3z — 2)\
— i — 111
u(@) {H 3]—3+4A2 “3 44N (1)
sendo o valor de A o termo que multiplica a integral, entdo pela equacdo (100) A = 1/2.
—3xr —1
= 112
ule) = =5 (12)

com isso a série de Neumann foi utilizado para resolver a equacdo integral (100).
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4 IMPLEMENTACAO DOS ALGORITMOS PARA CAL-
CULAR EQUACAO INTEGRAL

Esse capitulo mostra a implementagdo do método de kernéis arbitrarios e da
série de Neumann no Wolfram Mathematica (HASTINGS et al., 2016) para aplicagdo na
mecanica quantica (FEAGIN, 1993).

4.1 Implementacdo do Método de Kernéis Arbitrarios

Os célculos para resolver a equagdo (61) sdo longos por causa da presenca dos
determinantes que estdo inseridos nas integrais (72) e (74). Por isso foi desenvolvido
um c6digo no Wolfram Mathematica para resolver as equagdes integrais de Fredholm

através do método de kerneis arbitrarios.

A fungdo definida como MatrizDn, Figura (7), tem como parametros de entrada
tam_ (tamanho n da matriz) e ker_ ( expressdo do kernel K (z,t)) e com isso constréi a

matriz que é utilizada para calcular as determinantes de d,, nas equacéo (71) e (72).

Figura 7 — Funcao MatrizDn.

MatrizDn[tam , ker ] :=Block[{tamanho = tam, Fl1 = ker, Mat},
Mat = Table[E1[Symbol["t" <> ToString[i]], Symbol["t" <> ToString([]]1]1] .,
{i, 1, tamanho}, {J, 1, tamanho}]
Return[Mat] ;

Fonte: autor

A funcdo definida como MatrizDnx, Figura (8), tem como parametros de entrada
tam_ (tamanho n da matriz) e ker_ (expressdo do kernel K (z,t)) e com isso constréi a

matriz que é utilizada para calcular as determinantes de d,,(z, t) nas equacao (73) e (74).
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Figura 8 — Funcdo MatrizDnx do algoritmo do método kernéis arbitrarios.

MatrizDnx[tam , ker_] :=Block[{tamanho = tam, Fl1 = ker, Matx},
Matx = Table [F1 [Symbol ["t" <> TextString[i]], Symbol["t" <> TextString[i]]]).
{i, 1, tamanho}, {j, 1, tamanho}]:

For[i=1, 1= Length[Matx], 1++,

{Matx[[i]] = Insert[Matx[[i]], K1[Symbol["t" <> TextString[i]], Symbol["t"]], 1]}
1:
Matx = Transpose[Matx] ;
Matx[[1]] = Insert[Matx[[1]], F1[Symbol["x"], Symbol["t"]], 1]
For[i=2, 1= Length[Matx], 1++,

{Matx[[i]] = Insert[Matx[[i]], K1[Symbol["x"], Symbol["t" <> TextString[i-1]]], 11}
1:
Matx = Transpose[Matx] ;
Beturn[Matx] ;

Fonte: autor

A funcdo definida como Determinantes, Figura (9), tem como parametros de
entrada Matriz_ (matriz gerada pelas fun¢des MatrizDn e MatrizDnx), tamanho_ (menor
tamanho para a submatriz), superior_ e inferior_ (valor do limite superior e inferior
da integral), com isso a fungdo calcula a determinante da matriz inserida, comecando
com a determinante da matriz original e em seguida calculando a determinante das
submatrizes até o tamanho selecionado, sendo as submatrizes construidas a partir da
remoc¢ao da ultima linha e coluna. Com as determinantes calculadas o bloco resolve as

integragdes e assim obtém-se os valores de d,, ou d,,(x,t) das equagdo (72) e (74).



Capitulo 4. IMPLEMENTACAO DOS ALGORITMOS PARA CALCULAR EQUACAO INTEGRAL 27

Figura 9 — Funcdo Determinantes do algoritmo do método kernéis arbitrarios.

Determinantes [Matriz , tamanho , supserior , inferior_ ] := Block[{Mat = Matriz,
tam = Length[Matriz] - tamanho, ListaDet, Listalnter, ListaTs, ListaDepois,
ant, dep, sup = supericr, inf = inferior},

ListaDet = List[]:
ListaDet = Insert[ListaDet, Det[Mat], 1]
ListaInter = List[] ; ListaTs = List[]; ListaDepois = List[];
For[i=1, 1 <=tam, i++,
{Mat = Delete[Mat, -1]:
Mat = Transpose[Mat] ;
Mat = Delete[Mat, =1];
Mat = Transpose[Mat] ;
ListaDet = Insert[ListaDet, Det[Mat], 1]}
1:
For[i=1, i = Length[ListaDet], 1i++,
{ListaTs = Insert[Li=staTs, "t" <> ToString[i], 1]}
1:
For[i=1, i £ Length[ListaTs], 1++,

{ListaDepois = Insert[Listalepoi=s, ", {" <> ToString[ListaT=s[[1]]] <>
" "egxrinf<>»" , "g>sup<>"1]1", 11}
1:
ant = "";
dep="";

For[i =1, i = Length[ListaDet], 1++,
{ant = ant <> "Integrate[":
dep = dep <> ListaDepois[[1]] -
ListaInter = Insert[Listalnter, ant <> ToString[ListaDet[[1]], InputForm] <>
dep, i]»

ListalInter[[1]] = ToExpression[Listalnter[[1]]]}
1:
Return[Listalnter];

1

Fonte: autor

A fungédo definida como Dn, Figura (10), tem como parametro de entrada Lis-
taDeterminantes_ (lista contendo os valores de d,,) e com isso calcula o valor de A(\) a
partir da equacdo (71).

Figura 10 — Funcdo Dn do algoritmo do método kernéis arbitrarios.

Dn[ListaDeterminantes ] 1= Block[{lista = ListaDseterminantes,
n = Length[ListaDeterminantes], Dn, A},
Dn=14+%mm[(-1"1i) # ({(A*1) f(it))y+1lista[[i]], {1, 1, n}]:
Return[Dn] ;

Fonte: autor

A fungdo definida como Dnx, Figura (11), tem como parametros de entrada
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ListaDeterminantes_ (lista contendo os valores de d,(z,t)) e ker_ (expressdo do kernel

K(z,t)) e com isso calcula o valor de A(z, t; \) a partir da equagdo (73).

Figura 11 — Funcdo Dnx do algoritmo do método kernéis arbitrérios.

Dnx[ListaDeterminantes , ker ] := Block[{lista = ListaDeterminantes,
Kl = ker, n = Length[ListaDeterminantes], Dnx, x, £, A},
Dnx=Fl[x, £t] +Sum[(-1*1) « ((A*1) /(i)}y ~Llista[[1]], {i, 1, n}]:
Retorn [Dnx] ;

Fonte: autor

A funcao definida como KernArbi tem como objetivo de juntar as cinco fungdes

anteriores na sequéncia para se calcular a solucdo da equacao integral.

Ao utilizar a fungado KernArbi seis janelas de input iram aparecer, uma de cada vez,
onde o usudrio ird colocar as informagdes que as cinco fung¢des anteriores precisaram.
A primeira janela é a expressdo do kernel K (z,t), a segunda janela é a fun¢do de onda
incidente ¢(x), terceira janela é o limite superior da integral, a quarta janela é o limite
inferior da integral, a quinta janela é o tamanho da matriz e a sexta janela pergunta se o

usudrio deseja imprimir os resultados interno de cada fungéo.
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Figura 12 — Funcdo KernArbi do algoritmo do método kernéis arbitrarios.

KernArbi[] := Block[{kernel, funcac, tamanho, MOn, Delln, dn, Moo,
Delnx, dnx, u, mestrar, maxi, mini, £, =, 4},
Eernel[x , £ ] = Input["Digite a2 expressic do Hernel K(x,t)"];
funcac[x ] = Input["Digite a expressic da Fungio F(x)"];
maxi = ToString[Input["Limite supericr da integral™]]:
mini = ToString[Input["Limite infericr da integral™]]:
tamanho = Input["Digite o inteiro correspondente ac tamanho da
matriz guadrada"]:
mostrar = ToString[Input["Dejesa gque as operagdes internas

sejam imprimidas? [=2 ou n]"]]:

MOn = MatrizDn|tananho, kernel] ;
Delilin = Determinantea [MOn, 1, maxi, mini]:
dn = On [Deln] ;
Mnx = MatrizDnx[tamanhc, kernel] ;
Dellnx = Determinantes [MOnx, 2, maxi, mini];
drzx = Dnx [Deldnx, kernel] ;
If[mostrar = "a",
{Print["Matriz A(A)"];
Print [MatrixForm[MDOn]]
Print["Valores das determinantes 4."];
Print [Dellin] ;
Print ["Expressic a(i)"];
Print[dn];
Print["Matriz a(x, t:A)"]:
Print [MatrixForm [MDnx]] ;
Print["Valores das determinantes d.(x,t)"];
Print [Delilnx] ;
Print ["Expressioc alx, t:A)"];
Print[dnx] ;
F1:

u = funcac[x] + A % Integrate[ (dnx f dn) % funcac[t], {t, ToExpreasion[mini],
ToExpreasion[maxi] }]

Print["Solugic da Equagio Integral™];

Print[u];

Beturn[u] ;

Fonte: autor

4.2 Implementacdo do Método Série de Neumann

A dificuldade encontrada para resolver a equacdo (61) sdo as ordem da série,
que se tornam cada vez mais dificeis por causa das integrais iteradas. Portanto foi

desenvolvido um outro cédigo no Wolfram Mathematica para resolver as equagdes
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integrais de Fredholm utilizando o método da série de Neumann.

A Figura (13) é a primeira parte do c6digo e tem o objetivo de receber os inputs do
usudrio, que consiste na expressdo do kernel, expressdo da fun¢do de onda incidente, o
limite superior e inferior da integral, qual a ordem do polindmio em ), se os coeficientes
do polindmios devem ser imprimidos na tela e por final se a funcdo deve calcular um

expressdo geral para o polindmio.

Figura 13 — Primeira parte da implementagdo do método de Neumann.

kernel[x , t ] = Input["Digite a expressio do Kernel K(x,t):"]:
funcao[x ] = Inpunt["Digite a expressioc da Fungdo F(x):"];

max = Inpunt["Limite Superior da Integral:"];

mini = Input["Limite Inferior da Integral:"]:

guant = Input["Ordem de A"]:
mostrar =
ToString [
Input[
"Mostrar os coeficientes da Série de poténcia de A? [=
on n]"11;

geral = ToString[Input["Calcunlar a solugdc complseta? [s om n]"]];

Fonte: autor

A Figura (14) é a segunda parte do cédigo que consiste no calculo, onde a varidvel
polinomio armazena o polindmio em forma de string. O lago de repeticdo For é onde
ocorrem as aproximacdes sucessivas, onde o valor da varidvel funcao é atualizado com
o calculo da integragdo da multiplicagdo entre o kernel e o antigo valor da funcao, assim,
o novo valor de funcao é multiplicado com ) da ordem da iteragdo e transformado para

string, fazendo a concatena¢do com a string do polinomio.

Figura 14 — Segunda parte da implementacdo do método de Neumann.

polinomic = ToString [funcac[x] , InputForm]

For[i=-1, i< (gmant+1), i++, {
funcao[x ] = Integrate[kernel[x, t] # funcao[t], {t, mini, max},
GenerateConditions » False] :
polinomio = polinomioc <> "+" <>
ToString [funcac[x] # (A*1}, InputForm] ;
s

coeficientes = CoefficientLlist[ToExpression[polinomico] , Al

Fonte: autor

A Figura (15) é a parte final do c6digo que é responsavel em imprimir os resulta-
dos, destacando o comando FindGeneratingFunction do Wolfram Mathematica, que é um
comando que recebe uma série e calcular a expressdo que gera a série, quando possivel.
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Figura 15 — Terceira parte da implementacdo do método de Neumann.

If[mostrar == "=s",
{Print["Coeficientes"]

Print[coeficientes]}]:

If[geral = "s",
{Print["Sclugdc Geral"]:
Print[FindGeneratingFunction[coeficientes, A]]1}]:

Print["Sclugdc em forma de Série"];
Print [ToExpression[polinomic]] ;

Retourn[ToExpression[polinomic]] ;

Fonte: autor
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5 RESULTADOS

Esse capitulo tem como objetivo mostrar a utilizagdo dos c6digos para resolver a
equagdo integral de Lippmann-Schwinger nos potenciais de Coulomb e Yukawa, sendo
utilizado uma hipétese geral da aproximacgdo de Born. Os resultados encontrados foram

comparados com o método da aproximacdo de Born, capitulo 2,

5.1 Espalhamento Quantico Utilizando Método de Kernéis

Arbitrarios

5.1.1 Potencial de Coulomb

Utilizando o potencial de Coulomb (54):

1 Q2
N=—= 11
V) = % (113)
na solugdo geral da equacdo (32) com as aproximacdes (34) e (35):
ikr iR
e m@? er e ik 3
\If( r ) =€ — WT/ o \If(?/)d 7’/ (114)

onde () é a carga das particulas, m é a massa da particula disparada em direc¢do ao
centro espalhador, ' é a distancia de atuagdo do potencial e r é a distancia do centro
espalhador até o sensor.

Em vez de utilizar aproximagdo de Born, apresenta-se uma hipétese alternativa,

onde o niimero de ondas espalhadas tem uma pequena pertubagédo, ou seja:

. !/ _>I ’ _) _>/ . ! !
\I/(?/> ~ ez? (K'+AR") ~ el Lk ez? AR (115)

onde A’ é a variagio que k sofre diante da colisdo da particula com a energia potencial

eletrostatico.

Definindo:

‘If/(?/) ez’A?/.?’ (116)

entao

V(P ~ e F T (T (117)
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Essa hip6tese apresenta um caso particular, onde a pertubacio A%’ tendendo a

zero implica na aproximacao de Born.

Utilizando a hipétese (117) na equacgdo (114):

=, s, 2 ikr —ik. 7’ s
\11(7) _ezk 7 _8771%26 /6 / ezk ?}\I//(?l)di% r_
7r r r (118)
T mQ2 ezkr 627’Ak o
_ ik’ N / / /
—e T / T/ v (7 )dr
- =, =
onde Ak = k'— k.
Convertendo o volume d*r’ para o volume esférico.
—
2 mQ? ekr BEANN
W) =T / 2" sen (o) U'(7")dpdr’ =
7 mQ* et AT (119)
—et kT pmess /e” AR sen ()W (7" dpdr!
Th? r

fazendo o calculo da integral em do:

™ ™ 1Akr’ cos(p) T Akr!
i?’.A? . iAkr’ cos . € - 2 sen ( kr )
/0 e sen (¢)dp = /0 e ) sen (¢) = Ty 0 Ry (120)

sendo Ak = 2ksen(6/2).

Obtém como resultado a equacao:

m@Q? e*" [ 2sen(Akr’)

V(7) Ieik/ﬂ_zmm r Akr’ (T dr
| (121)
. mQ2 ezkr
=" _47rh2k:sen(9/2)/ ——sen[2kr"sen(6/2)] V' (7)dr’

— —
lembrando que k' e 7’ sdo vetores e fazendo a multiplicacio escalar de vetores k. 7" =
— —
kr', onde o modulo do k' éigualaode k.

A equacdo (121) apresenta a estrutura de uma equacdo integral de segunda
espécie de Fredholm (61) e com isso pode-se utilizar o método de kernéis arbitrdrios de
Fredholm, que faz a substituicdo da integral por uma soma correspondente de Riemann
e a partir disso criar um sistema de n equagdes lineares das fung¢des desconhecidas ('),
dando como resultado a equagao (75). Com isso, a equagao (121) pode ser utilizado
para alimentar o c6digo do método de kerneis arbitrarios, que recebe os parametros de
entrada da tabela (1):
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Tabela 1 — Valores dos parametros de entrada para o método kernéis arbitrdrios no
potencial de Coulomb.

Parametro de entrada Valor
Expressdao Kernel: e**Sin[2ktSin[0/2]]/x
Expressdo Onda incidente: eihe
Limite superior da integral: 10
Limite inferior da integral: 0
Tamanho da matriz: 5
Imprimir operacgoes: s

Fonte: autor

Tanto ambos os cédigos, kernéis arbitrdrios e Neumann, utilizam x no lugar de r
e t no lugar de »’.

Calculando os valores dos determinantes d,,, equacdo (72), onde as integrais tém

o limite inferior igual a zero e o limite superior igual a dez.

Para o determinante d;:

10 ikr}
dy :/ —sen [2krisen(6/2)] dry =
0

T

o[ 2) )] o (900

0 0 (122)
+ log [zk‘ (2 sen <§> + 1)] — log {zk‘ (1 — 2 sen (5))] +
—log | — ! + log | — !
& 2k sen (g) +k s k — 2k sen (g)
onde Ei é a fungdo exponencial integral, Ei(z) = — [~ e_f
Para o determinante ds:
J //10 eikrll sen[2kr|sen(0/2)] eik,rll sen[2krhsen(6/2)] I !
= i W ridry =
’ GW sen[2krlsen(0/2)] e“: sen[2krhsen(6/2)] e
10
// { sen[rilsen(9/2)]sen[ZerSen(9/2)] (123)

zk(r1+r )
— ,—25671[2/{;7"25671(0/2)]sen[rilsen(0/2)]}dr’ldré =0
Ty
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Para o determinante ds:

0 Zkrl sen[2krsen($)] eml e~ sen[2krhsen()] elkrl ¢~ sen[2krsen()]
ds —/// Zk;sen[%rlsen(g)] Zk:sen[%@sen(g)] iz sen[2krisen()]| dridrydry =
0 1 7‘ i ,,, /L T
et 2sen[2kr)sen(%)] ¢ ’ 2 sen[2krhsen(9)] ¢ oS sen[2krisen(%)]
3 3 3
Y T 2kr! 0 ey’ 0 2! 0
/// ) ————sen[2krisen <§>]sen[ rhsen (5)]8671[ rysen (5)]4—
eik(r1+r2+r3) . 0 / 0 / 0 o
_ 3—7"’ i sen[2kr|sen ) |sen|2krysen 3 |sen[2krisen 5 | pdrdrhdry =0
(124)
O Wolfram Mathematica d& como resultado dos determinantes restantes:
dy=ds = =dp=0 (125)

Sabendo os valores de d,,, calcula-se A()\) dado pela equagdo (71):

A2 A"
AQR) =1 = Ady + Sy + Z ) =

- e o (3 )] o (200
AR

Agora calculando os valores dos determinantes d,,(r, '), equacdo (74), onde as

+ log

| _
©8 [ 2k sen (g) + k
(126)

integrais tém o limite inferior igual a zero e o limite superior igual a dez.

Para o determinante d; (r, ’):

10
dy(r,r") :/
0

10 ( gik(r+r}) 0 0
= / sen[2kr'sen(§)]sen[ri’lsen(i)H— (127)
0

)]}d’r

#sen@kr’sen(g)] #sen@k’r’lsen(g)] .
kTl d7"1 =

ikr!
! ~sen[2krisen(%)]
1

4 sen[2kr'sen(%)]

rry

ik(r+r)
e _0

—_~

/
rry

N D

0
sen[2kr’sen(§)]sen[2kri sen(
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Para o determinante dy(r,r’):

" i—Msen[Zkr’sen(g)] i—msen[Zkr’lsen(g)] i—hsen[Qk@sen(g)]
do(r, ") :// i ~sen[2kr'sen(%)] < ! ~sen[2krisen(%)] i, sen[2krhsen(£)]| drldrl, =
em 2 sen[2kr’sen(%))] em sen[rilsen(g)] Zk; sen[2krhsen(%)]
10 etk (r+ri+rh) 0 9 0
// { = —————sen[2kr'sen (§>]sen[2kr'lsen <2) sen[2krysen (5)
ik(r 474 475) / 9 / 0
_ BWsen[Zkr sen (§>]sen[2krlsen (5)]8671 2krysen ) }drler =0
(128)

O Wolfram Mathematica d& como resultado dos determinantes restantes:

ds(r,r’) = dy(r,r") = =d,(r,7") =0 (129)

Sabendo os valores de d,(r,7’), calcula-se A(r, '), dada pela equagao (73):

5 n ikr
A(r,r")y =K (r,r") + Z(—l) %dn(’r, r') = 6: sen [rilsen (g)] (130)

n=1
Com os valores de A(\) e A(r,7’), equagdes equagdo (126) e (130), e da solucao

(75) o cédigo retorna o resultado da equacgao (121):

o 10 A(’r’ T/) gt gt eikr
U 7 _ ikr A ) ikr dr' = ikr
(7)) =¢e™" + /0 AV e dr’ =™ + X

y {4)\ {2i [-1+ e'"% cos [20k sen (%)]] sen [4] + €' sen [20k sen (%)]} }

k[—1 4 2cos(0)] [4i + A\A]
(131)

onde

, 0 i
+ log {zk (2 sen (5) + 1)} — log ~ 5% som BEx + (132)

-l o (5 )] - 3

— log [zk (1—25en (g))} + log _—k_%ien (9 }
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sendo o valor de ) os termos que multiplicam a integral (121).

_ mQ”
A= ~ 4kmh? sen (0/2) (133)

Comparando o resultado da equacédo (131) com a solugdo geral da equagédo de

Schrodinger (36) se tem o valor da amplitude de espalhamento:

k[—1+ 22008(0)] [4i + AA]

£(0) = 4\ {22' [—1—1—6 " cos [QOk sen (—)H sen [5] + e sen [20k sen (5)}}

(134)
Para um estudo inicial, considera-se que a massa m seja igual a 1, a carga @
seja igual a 1 e que a constante de Planck % seja igual a 1. Com esses valores se tem

A= e um limite ndo relativistico posto para k = +v2m£FE, pois para

~ 4k7 sen (0/2)
energia relativistica £ = mc? = 1, o que implica em k ~ 1,4. Portanto, para valores ndo

relativisticos k deve variar entre 0 e 1,4.

A Figura (16) mostra o espalhamento em fungdo do angulo 6 de 0° até 180° e do
nimero de onda & de 0 até 1.

Figura 16 — Espalhamento de Fredholm e Born com variagdo no nimero de onda % e no
angulo 6.

Ll Fredholm
Bl Aprox. Bomn

Fonte: autor

Os valores de £ entre 0,4 e 0,5 para Fredholm sdo os que mais se aproximam de
Born para dngulos pequenos, entdo defini-se £ = 0, 44 para os métodos descreverem

um bom comportamento em relagdo a Born.

A Figura (17) é o espalhamento do método de Fredholm e do método de Born,
o angulo de espalhamento 6 estd variando de 0° a 180° e k foi definido com o valor de
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0,44. A tabela (2) mostra os valores numéricos do espalhamento da Figura (17) para 6
igual a 30, 40, 60, 80, 100, 120 e 150 graus.

Figura 17 — Espalhamento de Fredholm e Born com varia¢do no angulo 6.

35,
30 \
25F |\
: "\.‘
ook
[fle)z | "\II —— Fredholm
15} \ Aproximacdo Born

10}
5[ \

D' 1 —

0 a0 100 150

Fonte: autor

Tabela 2 — Valores numéricos para Born e Fredholm no potencial de Coulomb.

g0 Métodos
Born Fredholm
30 9,41293 6,70914
40 3,08676 2,97956
60 0,675818 1,55511
80 0,247423 1,1416
100 0,122657 0,56023
120 0,075091 0,23623

150 0,048521 0,103498

Fonte: autor

O espalhamento via Fredholm ndo tem singularidades para angulos préximos
de zero, diferente de Born que tende ao infinito.

5.1.2 Potencial de Yukawa

Utilizando o potencial de Yukawa (48):

Q2 ef;u“’
V(r')=-— 135
()=t (135)
na solucdo geral da equacdo (32) com as aproximacoes (34) e (35):
ikr —ik .7
Sy _ im . mE? et e 't —pr! gy (TP 73
\II(T’)—G _WT/ ,r/ e M \P(T/)d ’f'/ (136)
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onde () é a carga das particulas, m é a massa da particula disparada em dire¢do ao
centro espalhador, i« é a massa da particula trocada durante a interagdo de colisédo, 1’ é a
distancia de alcance do potencial e r é a distancia do centro espalhador até o sensor.

Utilizando a hipé6tese (117) na equacgéo (136):

ikr T K
W(?) :ei?/.?’ . mQ2 e /6 i efyr’ei?’.7’\1//(7/)d3 I

8m2h? r r!
=, s, ikr i, ,
—et E'.7 gng# € / € , e HT \If’(7>’)d37°’
™ r r
e convertendo o volume d°r’ para o volume esférico:
N 2 ikr iTAK )
U(7) =e'F 7 —8m§@2 ¢ / ¢ —e M 27r'? sen () (7" )dpdr’ =
T r r
. (138)
‘_)/ ! 2 sz ; ! - /
=ik T TC;Q £ /61? ARl sen (o)W (T )ddr!
wh? T
Calculando a integral em dy (120) obtém-se:
o mQ2 €ikr ’ —
U(7) =" — T Zhsen(0)2) / . e M sen|2kr'sen(0/2)|9' (7" )dr! (139)

A equacdo (139) apresenta a estrutura de uma equacdo integral de segunda espé-
cie de Fredholm e pode ser utilizado o método de kernéis arbitrdrios, entdo utilizando a

equacdo (139) para alimentar o c6digo que recebe os parametros de entrada da tabela
(3):

Tabela 3 — Valores dos parametros de entrada para o método kernéis arbitrdrios no
potencial de Yukawa.

Parametro de entrada Valor
Expressdo Kernel: ek e =M Sin[2ktSin[0/2]] /x
Expressao Onda incidente: eihe
Limite superior da integral: 10
Limite inferior da integral: 0
Tamanho da matriz: 5
Imprimir operacgoes: s

Fonte: autor

Calculando os valores dos determinantes d,,, equagédo (72).
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Para o determinante d;:

10 zk‘rl
d; :/ ——eM™ sen 2k sen (0/2)]dr!
0

]

l

0 0
:Z{ — 2Fi {102’ (2 sen {5} kE+k+ z,u)} + 2Fi [10ik — 20i sen (5) k— 104 +
! —|—log{(2ksen< )—i—k—i—z,u)

_F
2k sen (§)+k+z’,u }
— log [—22’]{; sen ( + ik — ,u} }

+ log | —

i
—2k sen (g) +k+ip

(140)
Para o determinante ds:
ikrﬁ

J //10 T,l e~ M1 sen [2kr! sen (6/2)] ei:,rll e~ "2 sen [2kr), sen (6/2)]
2 =

‘1
zkr2 _

e #"1 sen [2kr] sen (6/2)] el:,ré e~ sen [2kr! sen (6/2)]
2

10 (ri+r5 ) L
// { L o ni4s) gon [2kr] sen (0/2)] sen [2kr), sen (0/2)]+
Ty

A
dridry =

etk rhi+r))
#e Hr42) sen [2kr! sen (0/2)] sen [2kr, sen (0/2)]}dr’1dr'2 =0
Ty

(141)

Para o determinante dj:

oI

e Hm1 sen [2kr] sen (6/2)] ei:,rl e sen [2krh sen (0/2)] £otehT
1

e sen [2kr% sen (6/2)]
. ! 1/ .1/
T2 emmrsen [2kr) sen (0/2)] €2t sen [2krh sen (0/2)] €5 2emhms sen [2kry sen (6)2)]
2 2 2
eikré i

et sen [2kr] sen (6/2)] €8S e=nmh sen [2krh sen (0/2)] e hrh

sen [2kr} sen (6/2)]
dridrydry =

zk r +rhr) L
/// { O i) o [2kr} sen (0/2)] sen [2kry, sen (6/2)] sen [2kry sen (6/2)]+

zk (ri+rhrh)

3—6 Hr4ars) sen [2kr! sen (0/2)] sen 2k sen (6/2)] sen [2kr sen (0/2)]}dridrédré

(142)

O Wolfram Mathematica da como resultado dos determinantes restantes:

di=ds=-=d,=0 (143)
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Com os valores de d,, calcula-se A()), dado pela equagao (71):

=1- 2{ — 2Fi {102‘ <2 sen [g] E+Fk+ w)] + 2Ei [102’]{ — 201 sen (g) k — 10#] +
0 .
+ log { (Qk sen (5) +k+w)1 +
: 0 :
— log [—22k sen (§> + ik — u} }

Calculando os valores dos determinantes d,,(r, '), equagao (74).

2k sen (g) +k+ip

i
log | —
o8 —2k sen (g) +k+ip

(144)

Para o determinante d, (r,7’):

10
dy(r,r") :/
0

10 (g (r+r1) ;o
_/ e M) sen [2kr” sen (0/2)] sen [2kr, sen (A/2)]+
0

e e=mr' sen [2kr’ sen (6/2)] 6“" El e sen [2kr sen (6/2)]

zkrl zkrl d,r{[ -
e " sen [2kr’ sen (60/2)] e~ sen [2kr! sen (6/2)]

/
rTy

6ik(r+r’1)

e’ +1) gan [2kr" sen (0/2)] sen [2kr] sen (‘9/2)]}dT/1 =0

(145)

/
Ty

Para o determinante dy(r, ’):

7“7" ﬁ
zk 1kr

€ o=’ gen 2k sen (0/2)] e~ 1 sen [2kr) sen (0/2)]  €—e M2 sen [2kr sen (0/2)]

ik 4 6ik ’

”"16 #' sen [2kr sen (0/2)] er,l e~ M1 sen [2kr! sen (6/2)] e —H sen [2krh sen (0/2)]

eik, e sen [2kr’ sen (0/2)] ei:TQ e M1 sen [2kr) sen (6/2)] eif/TQ e M2 sen [2krh sen (6/2)]
2 2

2

dridry =

zk (r+ri+rh) L
// M) o 2k sen (0/2)] sen [2kr sen (6/2)] sen [2kr), sen (0/2)]+
rryTh

eik(r+r1+r2) R

— ——— e ") sen [2kr” sen (0/2)] sen [2kr sen (6/2)] sen [2kr) sen (6/2)] ¢

rriTh
dridry =0

(146)



Capitulo 5. RESULTADOS 42

O Wolfram Mathematica d& como resultado dos determinantes restantes:

ds(r,r’) = dy(r,r") = =d,(r,7") =0 (147)

Sabendo os valores de d,,(r, ") se calcula A(r, "), pela equagao (73):

n eikr

oy . e """ sen [2kr’ sen (6/2)] (148)

Com os valores de A(\) e A(r,1’), equagdes (144) e (148), e da solugdo (75) o
cédigo retorna o resultado da equagéo (139):

. !/ 10 A ! : /
U(7) = et 4 )\/ Alrr) )e“‘”” dr' =

A(A)
0
) 14
s €T e 1%\ x By (149)
ro[k? = 2ikp + p? — 2k cos(9)] [1 — 2 x By]
onde
0 10 10ik 0
By =2k sen 3 et — e cos [ 20k sen 3 +
(150)

0
+ e (k + i) sen [20]{; sen (5)}

0 0
B, :{ — 2Fi {102’ (2 sen (§> k+k+ z,u)] + 2Ei {10@'1{: — 207 sen (5) k — 104 +
_ . ;
+ log { (Zk; sen (2) +/{Z+Z/L)1 +
— log {—22’/{: sen < + ik — ,u] }

2k sen (g) +k+ip

+log |—

i
—2k sen (g) +k+ip

(151)
sendo o valor de \ descrito em (133).

Comparando o resultado da equagdo (149) com a solugdo geral da equagdo de
Schroédinger (36), o valor da amplitude de espalhamento é:

f0) =

e 10\ {2k sen [4] [e!'% — €% cos (20k sen (&))] + ie'%* k: +ip) sen [20k sen (4)]}
(k2 — 2ikp + p? — 2k? cos(0)] [ 2 x By
(152)
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Para uma andlise consistente utiliza-se os mesmos valores para a massam =1, a

carga () = 1 e a constante de Planck 2 = 1.

A Figura (18) mostra os espalhamentos dado pelo kernél arbitrdrio no potencial
de Yukawa e o espalhamento pela aproximagdo de Born em Coulomb, onde o ntimero
de onda k é igual a 0,44, 1 igual a 0,01 e 0 angulo de espalhamento ¢ variando de 0° a
180°. A tabela (4) mostra os valores numéricos do espalhamento da Figura (18) para 6
igual a 30, 40, 60, 80, 100, 120 e 150 graus.

Figura 18 — Espalhamento de Fredholm em Yukawa e Born em Coulomb com variagdo
em 0.

35:—

30}
If (0 25 |
20 \ — Fredholm Yukawa
15;— \\ Born Coulomb
10f

)\

D [ L L L 1 L : . ————— . . I .
0 a0 100 120
o

Fonte: autor

Tabela 4 — Valores numéricos para Born em Coulomb e Fredholm no potencial de Yu-
kawa.

g0 Métodos
Born Fredholm
30 9,41293 5,7336
40 3,08676 2,66401
60 0,675818 1,42996
80 0,247423  1,04532
100 0,122657 0,519188
120 0,075091 0,222548
150 0,048521 0,096503

Fonte: autor

A Figura (19) compara os espalhamentos de Fredholm em Yukawa com o espa-

lhamento de Born em Coulomb, sendo os valores de p iguais a 0,1; 0,01 e 0,001.
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Figura 19 — Espalhamento de Born em Coulomb e espalhamentos de Fredholm em
yukawa com y iguais a 0,1; 0,01 e 0,001.

30p
25}

If (0)]2 i Fredhalm Yukawa p=01
201 - Fredholm Yukawa p=0.01
15F | . Fredholm Yukawa p=0,001
10 _ g - Bom Coulomb

] S
[ e

D [ 1 1 -\-\._\-\__._‘_l_.'_. i TS 1 Pr—— i PR - e
0 50 100 150

0

Fonte: autor

Para ;. tendendo a zero, o espalhamento de Fredholm em yukawa tende ao de

Fredholm em Coulomb.

5.2 Espalhamento Quéantico Utilizando Série de Neumann

5.2.1 Potencial de Coulomb

A equacdo (121) apresenta a estrutura de uma equacdo integral de segunda
espécie de Fredholm (61) e pode utilizar a série de Neumann, que utiliza o operador
linear (96) nas aproximagoes sucessivas e obtem a equagao (99) como resultado, com
isso, a equagdo(121) pode alimentar o c6digo do método de Neumann, que recebe os
parametro de entrada da tabela (5):

Tabela 5 — Valores dos parametros de entrada para o método Neumann no potencial de

Coulomb.
Parametro de entrada Valor
Expressao Kernel: e**Sin[2ktSin(0/2)]/x
Expressao Onda incidente: e
Limite superior da integral: 10
Limite inferior da integral: 0
Grau da série A: 5
Imprimir coeficientes: n
Funcdo Geradora: n

Fonte: autor
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Pela tabela (5), a série gerada é de quinta ordem, ou seja, o cédigo ird fazer 5
iteragdes, onde o limite inferior da integral é igual a zero e o limite superior é igual a

dez. A primeira iteragdo é igual:

(153)

10 ezkr o 6ik7‘ CO
- 2kr' sen (0/2)] ™ dr’ = —
/0 - sen [2kr’ sen (6/2)] r r k[2cos(f) — 1]

onde

Cyo =2 sen (g) {—1 + 1% cos {201{; sen (g)” — iet%% gen {20]@ sen (g)} (154)

Com a primeira iteragdo, pode-se calcular a segunda iteracao:

1 . A
0 _ikr ikr CO

sen [2kr’ sen (6/2)]— k2 cos(6) — 1]

K2(r) =nld(r)] = / dr' =

etk x Co X C1

r 2k[2cos(6) — 1]

(155)

onde
. 0 . 7
C :{ —Ci [101{: [2 sen (5) + 1” + Ci [101{: {1 — 2 sen (é)H +
o 0 o 0
—4Si |10k |2 sen 3 + 1| |+ 151 [10k |1 — 2 sen 3 + (156)
0 0

+ log [Qk sen <§> + k‘] — log {k’ — 2k sen (5)] }

sendo Ci a funcdo cosseno integral, Ci(z) = — [~ =52 () jt, e Si a funcdo seno integral,

Si(2) = [0 gy,

Com a segunda iteragdo, pode-se calcular a terceira iteracdo:

dr' =

10 _ikr ikr’
/ © sen [2kr" sen (0/2)]6 i X Co x Gy
0 r’ 2k[2cos(0) — 1]
ik 2 (157)
e Gixg
r 4k[2cos(f) — 1]




Capitulo 5. RESULTADOS 46

Calculando a quarta iteragao:

10 ikr ik’ 2
4 3 B e , e Co x C] ,
K'o(r) =k o(r)] = /o — sen [2kr" sen (0/2)] 7 T2 eos(@) — 1] dr
_— 5 (158)
_ e aix Gy x Gy
r 8k[2cos(f) — 1]
Calculando a quinta e ultima iteracdo:
10 ikr ikr’ s 3
5 i B e , e 1 x Cyx Cy ;-
K°P(r) =k o(r)] = /o — sen [2kr" sen (0/2)] 7 Sh[Zeos(@) — 1] dr’ = .

efr Cyx Cf

" r 16k[2cos(d) — 1]

Com o valor das cinco iteragdes e utilizando a equagdo (99), o cédigo retorna

como resultado da equagdo (121):

5
U(7) =t 4 Z Ao (r') =
n=1

o, ikr 1 -y 2
—eh e——{A x Cy + +%+ (160)

r klcos(6) — 1]
_A3><C0><C§_¢A4xc0xci’+x5xcoxc‘f}

4 8 16

sendo o valor de \ descrito em (133).

Comparando o resultado da equagdo (160) com a solugdo geral da equagao de
Schrodinger (36), o valor da amplitude de espalhamento é:

1 Z>\2 X C[) X C1
1) =reost@ =] {A X Cot >
(161)
M xCyxCl iMxCyxCl M xCyxCf
— — +
4 8 16

Para uma andlise consistente utiliza-se os mesmos valores para a massam = 1, a
carga () = 1 e a constante de Planck 2 = 1.

A Figura (20) mostra o espalhamento dado pela aproximagdo de Born e via
método de Neumann, com o potencial de Coulomb, onde o ntiimero de onda k é igual
a 0,44 e o angulo de espalhamento 6 estd variando de 0° a 180°. A tabela (6) mostra os
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valores numéricos do espalhamento da Figura (20) para 6 igual a 30, 40, 60, 80, 100, 120

e 150 graus.

Figura 20 — Espalhamento de Neumann e Born no potencial de Coulomb com variagao

em 6.
35

— Meumann

Aproximacio Born

50 100 150

Fonte: autor

Tabela 6 — Valores numéricos para Born e Neumann no potencial de Coulomb.

9o Métodos
Born Neumann
30 9,41293 6,33203
40 3,08676 3,14218
60 0,675818 1,62866
80 0,247423  1,05911
100 0,122657 0,540723
120 0,075091 0,234703
150 0,048521 0,103573

Fonte: autor

O espalhamento via Neumann, igual a Fredholm, ndo tem singularidades para

angulos préximo de zero.

A Figura (21) mostra o espalhamento da aproximacado de Born e o espalhamento

de trés séries do método de Neumann, onde as ordem sdo de 1°, 5° e 9°, o niimero de

onda k é igual a 0,44 e o angulo de espalhamento 6 esta variando de 0° a 180°.
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Figura 21 — Espalhamento de Neumann de 1° ordem, 5° ordem e 9° ordem e espalha-
mento de Born no potencial de Coulomb com varia¢do em 6.

3ar
30
25(
|f[ﬁ]|220 25 Meumann 1
F Meumann 5°
15} Meumann 9°
1[]5 Aproximacio de Born
5¢
D: . . . . -\_l__. .-M.--.-‘--l"'.'-. . N L N
0 50 100 150

e

Fonte: autor

Observa-se que a diferenca entre as séries de primeira e quinta ordem é maior
que a quinta e nona ordem.

5.2.2 Potencial de Yukawa

A equacdo (139) apresenta a estrutura de uma equacao integral de Fredholm e

com isso utiliza-se a série de Neumann. Assim alimentando o c6digo com os parametros
de entrada da tabela (7):

Tabela 7 — Valores dos parametros de entrada para o método Neumann no potencial de

Yukawa.
Parametro de entrada Valor
Expressao Kernel: e™e~MSin[2ktSin(0/2)] )z
Expressdo Onda incidente: etk

Limite superior da integral: 10
Limite inferior da integral: 0
Grau da série A: 5
Imprimir coeficientes: n
Funcao Geradora: n

Fonte: autor

Pela tabela (7) a série gerada é de quinta ordem, onde o limite inferior da integral
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é igual a zero e o limite superior é igual a dez. Calculando a primeira iteragdo:

10K (r,r" ) (1)
KP(r) :/ dr' =
0

10 eikr , o
:/ e sen [2kr’ sen (0/2)]e™* dr’ = (162)
o T

eikr 6710/1 X BO
r k% — 2ikp + p? — 2k? cos(6)

sendo B, descrito em (150).

Com a primeira iteragdo, pode-se calcular a segunda iteragéo:

K o(r) =klre(r)] =
/10 etkr eikr/ e~ 10 BO
0

—pr "sen (0/2 dr' =
—e sen [2kr’ sen (6/2)] k2 — 2ikp + 12 — 2k2 cos(0) r (163)

_e““’" ie 1 x By x By
r 4[k? — 2ikp + p? — 2k2 cos(6)]

sendo B, descrito em (151).

Calculando a terceira iteracao:

K(r) =r[K¢(r)] =

10 ikr / eikr’ ie 10" x By x By

_ ' en [2” sen (6/2 dr' =

/0 " e sen [ T Sen( / )] r 4[k2—2i/€u+u2—2k2005<0)] T
_ eik‘?" e—lOu X BO X B%

r 16 [k2 — 2ikp 4 p2 — 2k2 cos(6)]
(164)
Calculando a quarta iteragao:
k'o(r) =k[Po(r)] =
0 ke ik’ —10u % B, x B?
— & 2kr’ 926 ‘ ) dr' =

/0 —e " sen [2kr" sen (6/2)] 16 [k2 — 2ikp + p2 — 2k2 cos(6)] g

pikr ie=10% x By x B?

r 64 [k? — 2ikp + p? — 2k cos(0)]
(165)
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Calculando a quinta iteragdo:

Ko(r) = = K[x'e(r)] =
etkr’ ie” 1% x By x B?

10 ikr
e ey’ 0/2 dr' =
/0 e sen [2kr" sen (6/2)] 64 [k2 — 2ikp + p2 — 2k2 cos(6)] g
pikr e~1% x By x B?

r 256 [k? — 2ikp + p? — 2k2% cos(6)]

(166)

Com os valores das iteragdes calcula-se os resultado através da equacédo (99):

5
\11(7) :ez’kr/ + Z/\nl‘inﬁb(’/"/) _
n=1
eikr 6—10u
r k? — 2ikp + p? — 2k? cos(0)
:'{/\B0+i)\2xBoxBl /\3><B0><Bf_z’)\4><B0><B“;’+)\5><BO><B‘11}

. !
:ezkr 4

4 16 64 256

(167)

sendo \ descrito em (133).

Comparando a solugdo (167) com a equagdo de Schrodinger (36), o valor da

amplitude de espalhamento:

e—lOu

0) = B
U k% — 2ikp + p? — 2k2 cos(6) { ot
iX2 xByxB; A xBygxB? i\ xBgxB? )\5><BO><B‘11}

(168)

4 16 64 256

Considerando os valores para a massa m = 1, carga () = 1 e a constante de
Planck / = 1.

A Figura (22) mostra os espalhamentos dado pela aproximacdo de Born em
Coulomb e pelo método de Neumann no potencial de Yukawa, onde o ntimero de onda
k é igual a 0,44, ;v igual a 0,01 e o0 dngulo 0 variando de 0° a 180°. A tabela (8) mostra os
valores numéricos do espalhamento da Figura (22) para 6 igual a 30, 40, 60, 80, 100, 120
e 150 graus.
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Figura 22 — Espalhamento de Neumann em Yukawa e Born em Coulomb com variagdo
em 0.

35

30}
If (B)? o5

20F \ — Meumann Yukawa

153 Borm Coulomb

10}
5F

D [ L L L 1 i L P = N . L .
0 a0 100 150
o

Fonte: autor

Tabela 8 — Valores numéricos para Born em Coulomb e Neumann no potencial de Yu-
kawa.

9o Métodos

Born Neumann
30 9,41293 5,5235
40 3,08676 2,815
60 0,675818 1,48107
80 0,247423 0,978898
100 0,122657 0,502976
120 0,075091 0,221131
150 0,048521 0,0965425

Fonte: autor

A Figura (23) mostra o espalhamento da aproximacdo de Born em Coulomb e o
espalhamento de trés séries geradas pelo método de Neumann em Yukawa, onde as
ordem das séries sdo de 1°, 5° e 9°.



Capitulo 5. RESULTADOS

52

Figura 23 — Espalhamento de Neumann de 1°, 5° e 9° ordem em Yukawa e espalhamento
de Born em Coulomb com variagcdo em 6.

35
2%t ===== Meumann Yukawa 1°
o5 Meumann Yukawa &°
If (0)° ) -=--=-- MNeumann Yukawa 9
o Born Coulomb
15 ‘1‘1.
10 \
5 N
0 . - — LT I
0 50 100

Fonte: autor

Observa-se que a diferenca entre as séries de primeira e quinta ordem é maior
que a quinta e nona ordem.

A Figura (24) compara os espalhamentos de Neumann em Yukawa com o espa-
lhamento de born em Coulomb, sendo os valores de ;. iguais a 0,1; 0,01 e 0,001.

Figura 24 — Espalhamento de Born Em Coulomb e espalhamento de Neumann em
Yukawa com p igual a 0,1; 0,01 e 0,001.

30F |I
251 | —— Meumann Yukawa p=0,1
IF(eN* | '
20| || Meumann Yukawa p=0.01
155 '| Neumann Yukawa p=0.001
- |
; \ — Born Coulomb
10F \
! \
a5F \Y
T — N
D [ 1 1 1 __._'i;-'._—|_—-— 1 1
0 a0 100 150

Fonte: autor

Para p tendendo a zero, o espalhamento de Neumann em Yukawa tende ao de
Neumann no potencial de Coulomb.
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5.3 Comparacdo Entre os Métodos

A Figura (25) é o plot em monolog do espalhamento no potencial coulombiano
do método de kernéis arbitrarios e da série de Neumann, onde as condi¢des utilizadas
sdo as mesmas anteriores, massa m = 1, cargar () = 1 e a constante de Planck 7 = 1. O
método de Neumann foi usado para gerar trés séries, uma de primeira ordem, uma de

quinta ordem e uma de nona ordem.
A tabela (9) mostra os valores numéricos para Born e para os métodos de kernéis

e Neumann, onde 6 é igual a 30, 40, 60, 80, 100, 120 e 150 graus.

Figura 25 — Comparacdo do espalhamento dos métodos de kernéis arbitrarios e Neu-
mann para o potencial de Coulomb.

S0F
-
-y
10N
5F . Fredholm
If (B)I "ih_h ------- Neumann 1
d; ) -ﬁ”**\_‘h“u ----- Meumann 5¢
0.50F h"\\\:"‘n‘ «=-=-= MNeumann g*
N
010} e
a0 100 150

Fonte: autor

Tabela 9 — Comparagao dos valores dos métodos de kérneis arbitrarios e Neumann no
potencial de Coulomb.

go Métodos
Born Fredholm Neumann 1° Neumann 5° Neumann 9°

30 941293 6,70914 7,53702 6,33203 6,66476
40 3,08676 2,97956 42394 3,14218 3,00007
60 0,675818 1,55512 2,98912 1,62866 1,5364

80 0,247423 1,1416 2,3698 1,05911 1,14922
100 0,122657 0,560231 1,11259 0,540723 0,560378
120 0,075091  0,23623 0,435885 0,234703 0,23616
150 0,048521 0,103498 0,176541 0,103573 0,103492

Fonte: autor

E observador na Figura (25) e na tabela (9) que aumentando a ordem da série

Neumann, o valor da série tende ao mesmo valor de Fredholm.
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A Figura (26) é o plot em monolog do espalhamento no potencial de Yukawa do
método de kerneis arbitrarios e da série de Neumann. A tabela (10) mostra os valores
numéricos para Born e para os métodos de kernéis e Neumann, onde 6 é igual a 30, 40,
60, 80, 100, 120 e 150 graus.

Figura 26 — Comparacdo do espalhamento dos métodos de kernéis arbitrarios e Neu-
mann para o potencial de Yukawa.

s Fredholm
10 o
o Meumann 1
——mmea MNeumann 5°
If (6} )
1 — — = MNeumann 9°
0.50}
010 ""'--,._____
' 50 100 150

Fonte: autor

Tabela 10 — Comparacdo dos valores dos métodos de kérneis arbitrarios e Neumann no
potencial de Yukawa.

g0 Meétodos

Born Fredholm Neumann 1° Neumann 5° Neumann 9°
30 9,41293 5,7336 6,62325 5,5235 5,70871
40 3,08676 2,66401 3,82198 2,815 2,68
60 0,675818  1,42998 2,71265 1,48107 1,41701
80 0,247423  1,04532 2,13266 0,978898 1,05079
100 0,122657 0,519188 1,01671 0,502976 0,519309
120 0,075091 0,222548 0,406734 0,221131 0,222492
150 0,048521 0,096503 0,163732 0,096542 0,0964974

Fonte: autor

As figuras (27) e (28) sdo os plots em monolog dos erros absolutos, dada pela
equacdo (BURDEN; FAIRES, 2015):

ly— | (169)
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onde y é o valor base e y* é valor da aproximacgdo, considerando o valor base y para
a aproximagdo de Born e os valores de aproximagdes y* para o método de kernéis

arbitrérios e serie de Neumann.

As tabelas (11) e (12) mostram os valores numéricos dos erros absolutos para os
métodos de kernéis e Neumann para 6§ igual a 30, 40, 60, 80, 100, 120 e 150 graus.

Figura 27 — Erro absoluto utilizando como base a aproximagao de Born no potencial de

Coulomb.
1000 ¢
100} \
E b '
% mf ——— Fredhalm
E T Meumann 1°
< g /, .
o 0.100} — — Meumann &
w r — Meumann 9°
0.010} |
0.001| |
s 100 150
o

Fonte: autor

Tabela 11 — Erro Absoluto para os métodos de kernéis arbitrdrios e Neumann no poten-
cial Coulombiano.

. Métodos
Fredholm Neumanl® Neumann5° Neumann9°
30 2,70378 1,87591 3,08089 2,74817
40 0,107203 1,15264 0,055424 0,0866914
60  0,879338 2,3133 0,952858 0,86061
80 0,894176 2,12238 0,811687 0,901794
100 0,437574 0,989937 0,418066 0,43772

120 0,161139  0,360794 0,159612 0,161069
150 0,054977  0,128019 0,055052 0,054971

Fonte: autor
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Figura 28 — Erro absoluto utilizando como base a aproximacdo de Born no potencial de

Yukawa.
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Fonte: autor

Tabela 12 — Erro Absoluto para os métodos de kernéis arbitrarios e Neumann no poten-
cial Yukawa.

o Métodos
Fredholm Neumann 1° Neumann 5° Neumann 9°
30 3,67933 2,78968 3,88942 3,70422
40 0,42275 0,73522 0,27176 0,40676
60 0,75416 2,03683 0,80525 0,74119
80 0,7979 1,88524 0,73147 0,80336
100  0,39653 0,89405 0,38032 0,39665
120 0,14746 0,33164 0,14604 0,1474
150 0,04798 0,11521 0,04802 0,04798

Fonte: autor

Percebe-se pelas figuras (27) e (28) que o método de Neumann tende ao método

de kernéis arbitrarios a medida que a ordem da série aumenta.

As Figuras (29) e (30) mostram os tempos de processamento para o método de
kernéis arbitrdrios e para o método de Neumann no potencial de Coulomb e Yukawa em
um computador com processador Intel Core i5 3337U 1.8 GHz e 8 GBytes de memoria
RAM com frequéncia de 800 MHz. Para o método de kernéis arbitrarios foram utilizados
matrizes de tamanho 1 x 1 até 5 x 5 e para Neumann foram geradas séries de 1° até 5°
ordem, sendo que para cada caso o tempo de processamento foi calculado pela média

de dez repeticdes.
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Figura 29 — Comparacdo do tempo de processamento do método de kernéis arbitrarios
e do método de Neumann em Coulomb.
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Fonte: autor

Figura 30 — Comparacdo do tempo de processamento do método de kernéis arbitrarios
e do método de Neumann em Yukawa.
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Fonte: autor

Em ambas figuras o método de Neumann apresenta um crescimento linear e
o método de kernéis arbitrdrios apresenta pequenas variagdes. O motivo do kernéis
arbitrarios ndo apresentar um crescimento no tempo de processamento é por causa dos

valores das determinantes das matrizes 2 x 2 e superiores serem iguais a zero.

Assim, considera-se que o método de kernéis arbitrarios é melhor que a série

de Neumann pois ele ndo apresenta um crescimento significante no tempo de proces-
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samento e como € visto nas figuras (25) e (26), a série de Neumam-Born tende a ter os

mesmos resultados que os kérneis arbitrarios.

5.4 Convergeéncia

A hipétese apresentada na equacio (115) possui o termo A%’ que é a varia-
cdo que k sofre diante da colisdo. Para analisar o efeito de A%’ utiliza-se a série de

Maclaurin:

2 $3 "

€:1+l‘+§+§+"'+m (170)

paran =1,2,3,4,....

Aplicando a série de Maclaurin (170) no termo V' (7’ ), onde foi definido na

equacao (116):
AR PARPT? BARE T "AR" T
V(7)) = 27T = L AR T 4 ST : 3 T %
AR ARPTS ARAT nARTTT
TR R LU LSUAHE LT Lind

(171)

Substituindo ¥'(7’) na equagao (121):

U(7) =" — me e / sen [2kr'sen(0/2)] O/ (7")dr' =
Arh?ksen(0/2) r
_ ikt mQ2 eikr

1+iAR 7'+ (172)

 4rh?ksen(0/2) 1 / sen [2hr'sen(6/2)]

AR ARP TS z’”A?’".?’"] ,
— — o ———————|dr

2! 3! n!

Pode ser obtido a amplitude de espalhamento da equagéo (172) tendo como base
a equacao (36):

1+iAR 7'+

me? , 0

f(g)F\N == m /sen [QkT sen (5)]
AR T7? AR T Z'm?'”?/"] ,

- - +ooit——|dr' =

2! 3! n!
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mQ? / o
 4rh2ksen (6/2) [/Sen[ri Sel’l(é)]dr +

2 5,2
+ /iA?’.?sen {ri’sen (g)} dr’ — / %sen [Qk:r’sen (g)] dr'+

. 33,3
"~ 0
— / @sen [Zkr’sen (§>} dr’' + -+

nAR T 0
+ / Z—'sen {2kr’sen (5)} dr’
n.

. me? L AR N AR
Arh?ksen (%) | 2ksen (£) = 8k3sen® (£) = 32k5sen’ (%)

FO)pn =

.. )

fO)ry =

sendo a amplitude de espalhamento f(6)rx a amplitude tanto de Fredholm tanto de
Neumann, ja4 que ambos os métodos utilizam a mesma equagao (121), e os termos da

série para n impar é igual a zero.

Calculando o limite da amplitude (173) para A%’ tendendo a zero:

wo Jo m@ . AR . AR
AR50 Arh?ksen (£) | 2ksen (£) = 8k3sen® (£) = 32kPsen’ (&)
AR™ ] } B mQ? 1

* 2t fntlgenntl (4) " 4xh2ksen (%) 2ksen (%)

(174)

o limite da amplitude leva ao mesmo valor da amplitude de espalhamento da aproxi-

macdo de Born no potencial de Coulomb, no qual chamaremos de f(6) 5.

Entdo a amplitude f(6)pn:

AR"? AR

me” + +
8k3sen? (4) =~ 32kSsen® (%)

 4rh2ksen (%)

fO)rn=f(0)B (175)

AR é o fator pertubacio que a onda sofre ao interagir com o potencial. A Figura (31)
considera valores para AR', AR’ > Ak, AR’ = Ak = 2ksen(0/2) e AR’ < Ak, e

compara-los com o espalhamento de Born:
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Figura 31 — Efeito do termo A’ para o espalhamento de Born.

107
— MK'=Ak
M'=hk
IFOI ,os | Ax'<Ak
—— Bom
10

Fonte: autor

O valor de AR’ é o responsavel em causar a diferenca da sessdo de choque
do método de Fredholm e Neumann ao de Born, como visto na Figura (31). Porém,
a utilizacdo da hipétese (115) é importante pois sem ela o resultado da amplitude de
espalhamento do método de Fredholm e da série de Neumann néo fica dependente do

angulo de espalhamento 0.
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6 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo foi investigado o espalhamento de uma particula no potencial
de Coulomb e de Yukawa. Sendo implementado dois codigos para calcular a amplitude
de espalhamento da equagdo integral de Schrodinger além da utilizagdo de uma hipétese

geral da aproximacdo de Born.

Os resultados para Coulomb mostram que os métodos geram espalhamentos com
comportamento semelhante ao da aproximagado de Born, porém sem a singularidade
préoximo do angulo nulo e a diferenga entre os métodos para a aproximagado de Born

fica entre 0,1 e 1 para 6 > 40.

Os resultados para Yukawa mostram que os métodos geram espalhamentos com
comportamento semelhante ao da aproximagdo de Born, a diferenca entre os métodos
para a aproximagdo de Born fica entre 0,01 e 1 para # > 40. Em Yukawa, para ;. tendendo
a zero, o resultado do espalhamento tende ao de Coulomb.

Ao comparar os resultados do método de Fredholm com a série de Neumann,
chegou a conclusao que Fredholm tende a ser melhor, pois o tempo de processamento
de Fredholm é menor do que o tempo de Neumann para série de segunda ordem e
superiores além de o resultado do espalhamento para Neumann ndo possui uma grande

diferenca dos resultados de Fredholm.

Ao analisar o termo AR’ da hipétese, chegou-se a conclusio que ele é o respon-
sdvel em causar uma diferenca do espalhamento de Fredholm e Neumann em relac¢do a

Born.

Como proposta futura, o estudo da equacao integral de Bethe-Salpeter na frente
de luz (SALES et al., 2000) utilizando o método de Fredholm e a série de Neumann.
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APENDICE A - Calculo da Secido de Choque

Para definir a se¢do de choque (CIANYL, 2017):

Figura 32 — Secado de choque.
/x
®

/~= detector de particulas

/ /4o
/

7 ©0.0)
/)
® -

Fonte: autor

y numero de particulas detectadas fluxo de particulas incidentes (176)
n= . X
unidade de tempo angulo sélido df2

A constante de proporcionalidade é a chamada se¢do de choque diferencial:

dn = o(0, p)F;dQ2 (177)
__ particulas _ ar . __ particulas A 213
onde dn = tempo 7 (‘9’ SO) - ﬁngu?oe:élido’ ¢~ tempo.area edl = angulo solido
A secdo de choque pode ser escrita por: (6, p) = %

. Fde . Jf?"QdQ . Jf?“z
700 = Fan = gaa ~
onde F; oc J; é o fluxo de probabilidade e dn = F;.dS o< J;.dS.

(178)

Para J = —Re (\If*%V\II), onde para se obter J; usa ¥ = ¢** e para J; usa
U= f(&,go)%kr. Assim:

1 . .
Jy = — [e—’fﬁzkze’f] = @2 (179)
m 1 m
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e J; é obtido, usando V em coordenadas esféricas:
Jd +10 1 0
— P -+ ¢ — 1
V= 056 T P rsen(d) g (180)
Os componentes de Jy sdo:
hk 1 9
(), === 1£(6,9)] (181)
Rk 1 [1,, 0
(Jr) = P [;f (eaw)%f(eﬂﬁ)} (182)
hk 1 1., 0
(Jr), = m risen(d) {Z (0, )%f(ea @)] (183)
Note que r — oo = (Jy), >> (Jy), e (Jy),, isso permite obter
o(0,¢) =0, 0) (184)

onde a particula chega na diregdo z e sai na direcdo (6, ¢).
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ANEXO A - Unidade Gaussiana C.G.S

Atualmente a maioria das pesquisas sobre aceleradores de particulas usam
unidades S.I., que na teoria eletromagnética sdo referidos como unidades M.K.S. Isso
causa uma dificuldade significativa quando analises na fisica fundamental utilizam
unidades gaussianas (TALMAN, 2002). A tabela (13) d4 o fator de conversdo das

unidades.

Tabela 13 — Gaussian Conversion Factors. ”73” = 2.9979

Quantity Symbol  S.I. Unit Factor Gaussian Unit
Length l m 10? cm
Mass m kg 107 gm
Time 13 sec 1 sec
Frequency v hertz (Hz) 1 1/s
Force F (N)ewton 10° dyne
Energy (work) W (J)oule 107 erg
Power P (W)att 107 erg-sec !
Charge q (C)oulomb 737 x 109 statcoul
Charge density p Cm™3 737 x 10° statcoul-cm ™
Current I (A)mp 737 x 10° statamp
Current density J Am™2 737 x 10° statamp-cm 2
Electric field E V.m™! 1074/73” statvolt-cm™!
Electric potential V (V)olt 1072/73” statvolt
Polarization P Cm? 737 x 10° dip.mom-cm 3
Electric Displacement D cm™? 4 x 737 x 10° statvolt-cm™1
Conductivity o mhom™! 737 x 73" x 10° sec-cm ™!
Resistance R ohm() 107H1/(73” x73") sec-cm—1
Capacitance C (F)arad 737 x 73" x 101! cm
Magnetic Flux ¢ weber (Wb) 108 gauss-cm?
Magnetic Indction B (T)esla 10* gauss
Magnetic field H Aturn.m™! 47 x 1073 oersted
Magnetization M Am™ 1073 mag.mom-cm *
Inductance L (H)enry  1071/(?3” x73”) Gaussian e.s.u.

Fonte: Richard Talman
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