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Um Estudo Da Dindmica Populacional Da Lagarta Falsa-Medideira Via Equagdes
Diferenciais e Sistemas Fuzzy

Resumo

O estudo da dindmica populacional é muito utilizado como forma de compreender o
comportamento de populac¢des de insetos considerados pragas, proporcionando assim
projecdes quanto ao comportamento populacional da espécie e possibilitando a tomada
e decisdes em relacdo ao seu controle. Diversas metodologias sdo utilizadas para o seu
estudo, tais como, modelos via equagdes diferenciais e modelos estocdsticos, contudo,
muitas vezes, tais metodologias acabam se tornado limitadas no momento de analisar
as subjetividades dos fendmenos naturais. Por exemplo, na determinagdo do valor da
quantidade de individuos de uma populagédo, ou valor da taxa de crescimento em um
instante de tempo, devido a esses dados serem inexatos, por tal motivo, sdo definidos
geralmente em termos vagos, como, “em torno de”, “entre” e “aproximadamente”.
Diversos insetos atacam diferente tipos de lavouras, dentre eles um que causa muita
preocupacdo aos produtores devido a sua f4cil adaptagdo ao meio e ao clima e por sua
caracteristica polifaga é a lagarta Chrysodeixis includens (falsa-medideira). Para estudar
a sua dindmica populacional e assim poder compreender o seu comportamento foi
utilizado neste trabalho o Modelo Malthusiano via equagdes diferencias fuzzy e o
modelo malthusiano baseado na base de regras fuzzy. Para estudar a interagdo entre

espécies utilizamos o modelo presa-predador baseado na base de regras fuzzy.

Palavras-chave: Biomatematica. Crescimento populacional. Interacdo entre espécies.

Modelagem matematica. Fuzzy.



A Study Of The Population Fault Of The Chrysodeixis Includens Via Fuzzy Differential
Equations And Fuzzy Systems

Abstract

The study of population dynamics is widely used as a way to understand the behavior
of insect populations considered pests, thus providing projections on the population
behavior of the species, allowing the concentration of efforts in planning and making
decisions regarding its control. Several methodologies are used for its study, but often,
such methodologies have become limited when analyzing the subjectivities of natural
phenomena, such as determining the value of the number of individuals in a population
or the value of the rate of growth in an instant of time because this data is not accurate,
that is, it is generally defined in vague terms as “around’, ‘between’ and "approximately’.
Several insects attack different types of crops, among them one that causes much
concern to growers due to its easy adaptation to the environment and climate and its
characteristic Polyphagus is Chrysodeixis includens caterpillar. To study the population
dynamics of the Chrysodeixis includens caterpillar and to understand its population
behavior we use in this work the Malthusian Model via Fuzzy Differential Equations
and the Malthusian Model based on the fuzzy rule base. To study the interaction

between species we use the predator-prey model based on the fuzzy rule base.

Keywords: Biomathematics. Population growth. Interaction between species. Mathe-

matical modeling. Fuzzy.
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1 Introducao

Entender o mundo em que se vive é de fundamental importancia para a sobrevi-
véncia e para melhorar a existéncia do homem. O entendimento do meio o possibilita
reconhecer fendmenos que possam ser modelados por leis mateméticas. Em contra
partida, determinados problemas modelados, em especial os da biologia desconsideram
fatores ou simplificam dados para que os mesmos se adequem ao modelo. Como exem-
plo, pode-se citar quantidades de individuos em um meio (ODUM, 2004; BASSANEZI,
2010).

Muitos especialistas tem se dedicado a estudar a concepc¢do de modelos capazes
de determinar a quantidade apropriada de agentes predadores necesséria para se fazer
um controle biol6égico em uma determinada praga em lavouras especificas. Contudo,
essa ndo é uma tarefa muito simples, dado o tamanho de algumas lavouras, as peculi-
aridades inerentes a cada cultura, além de varidveis com elevado grau de imprecisao
(ODUM, 2004; ADAB, 2014; GALLO et al., 2004).

A légica fuzzy tem ganhado destaque como uma forte aliada no estudo de
fendmenos biolégicos (PEIXOTO, 2005; MIZUKOSHI, 2004). Segundo Bassanezzi (2010),
até a contemporaneidade tais estudos sdo realizados em sua maioria por meio da
teoria de equagdes diferencias ou por meio de modelos estatisticos e devidos as suas
caracteristica, as imprecisdes citadas anteriormente nado sdo levadas para dentro do
modelo e isso acaba distanciando os resultados a serem obtidos da realidade. Em
nenhum momento propde-se a substitui¢do dos estudos através da teoria classica pela
teoria fuzzy. Esse trabalho aplica mais uma ferramenta de estudos que pode agregar
ainda mais realidade aos modelos matematicas pelo fato de carregar para dentro do

modelo as imprecisdes do parametros do sistema.

A modelagem matemaética na dindmica populacional, em especial no Controle
Bioldgico, pode ser utilizada de forma a auxiliar no controle de pragas em culturas agri-
colas. Alguns modelos sdo capazes de simular diferentes cendrios de desenvolvimento
de uma populacido no tempo, levando em conta tanto as fontes pontuais (precisa) quanto
as difusas (mistura) de sobrevivéncia. Depois de ajustado a um individuo (elemento que
entra na extensdo de uma espécie), com dados coletados, 0 modelo propicia proje¢des
quanto ao comportamento da espécie possibilitando a concentracdo de esfor¢os no
planejamento e na tomada e decisdes quanto ao objetivo desejado (ODUM, 2004; CRUZ,
MONTEIRO, 2004; GALLO et al., 2004).

Dentre os insetos (pragas) em diversas culturas e regides do pais tem-se a lagarta

Chrysodeixis includens conhecida popularmente como Falsa-Medideira. A lagarta é capaz
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de atacar diversas plantas hospedeiras, incluindo cultivos importantes como feijdo,
repolho, quiabo, batata-doce, fumo, tomate, milho, soja e algoddo. No Brasil, os surtos
de C. includens sdao detectados com frequéncia no Oeste da Bahia, Goids, Mato Grosso,
Mato Grosso do Sul, Sao Paulo, Parané e Rio Grande do Sul (MOSCARDI et al., 2012).

A origem da utilizagdo da matemaética para descrever o crescimento de uma
populagdo iniciou-se com os estudos do economista inglés Thomas Robert Malthus
(Modelo Malthusiano. Com o decorrer do tempo o seu modelo foi se desenvolvendo
e sendo aperfeicoado para atender a realidade de forma mais precisa inclusive pelo

processo de interacdo entre espécies com o modelo Lotka-Volterra (Presa-Predador).

A principal forma de controle das pragas ocorre por meio da utilizagdo de
defensivos quimicos. Embora esses produtos sejam usados para o controle, eles acabam
acarretando danos aos inimigos naturais, ocasionando reducédo da eficiéncia do controle
natural pela diminuigdo de hospedeiros, reaparecimento das pragas e a diminuicao da
eficicia devido a resisténcia adquirida com seu uso intenso. Ocasionando o surgimento
de novas pragas diretas e secundarias (GALLO et al., 2004).

A presenca de residuos de inseticidas nos alimentos, peixes e animais silvestres,
poluicdo dos lengois freaticos, rios, afluentes, alta persisténcia no ambiente e os acidentes
causados por intoxicagdo podem resultar em doengas graves e até na morte do agricultor
(GALLO et al., 2004).

O objetivo deste trabalho é estudar a dinamica populacional da lagarta falsa-
medideira. Primeiramente realizando o estudo do crescimento populacional de uma
populacdo especifica utilizando o Modelo Malthusiano via Equagdes diferenciais Fuzzy
e o modelo Malthusiano desenvolvido por meio da base de regras fuzzy. Posteriormente,
aplicando o modelo do tipo presa-predador baseado em regras fuzzy, visando o controle
biolégico da praga através da interacdo entre a lagarta e um de seus principais inimigos
naturais a vespa Trichogramma pretiosum (Hymenoptera: Trichogrammatidae) sem o
uso de equagdes explicitas utilizando como meio para obten¢do das solugdes a base de

regras fuzzy.
O presente trabalho estd estruturado em oito capitulos.

O capitulo 2 aborda uma revisdo de literatura sobre a Modelagem e nele tam-
bém sdo apresentados trés modelos considerados canénicos para estudo da dinamica

populacional.

Dando sequéncia, no capitulo 3 é apresentado a teoria de conjuntos cldssicos
com o intuito de oferecer uma revisdo dos conceitos basicos e assim proporcionar maior

facilidade no entendimento do conceito da teoria fuzzy que é apresentada no capitulo 4.

A Teoria fuzzy é exposta no capitulo 4 por meio de defini¢des basicas da teoria

dos conjuntos fuzzy e de sistemas baseados em regras fuzzy, que serdo utilizados no
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nosso trabalho.

Seguindo para o capitulo 5, trazemos os aspectos bioldgicos das espécies estuda-
das neste trabalho C. includens e T. pretiosum (Falsa-medideira e vespa) com o intuito de
conhecer caracteristicas biologicas e obter dados que serdo aplicados no processo de
modelagem.

A Metodologia é mostrada no capitulo 6.

Os resultados obtidos com a aplicagdo da metodologia sdo discutidos e comenta-
dos no capitulo 7.

Por fim, no capitulo 8, sdo oferecidos os comentdrios finais e as sugestdes para

pesquisas futuras.



2 Modelagem e Teoria cldssica

2.1 Modelagem

Diariamente surgem situa¢des que necessitam de solu¢des e tomadas de deci-
sdes. Algumas delas podem ser tratadas matematicamente de forma a apresentar uma
conclusdo, sejam elas simples ou complexas, por exemplo: pagar a compra de paes na
padaria ou calcular a drea de um terreno de forma retangular. Existem condi¢des em
que a matemadtica pode ndo ser apresentada de forma evidente, mas ela sempre esta
presente em outras dreas do conhecimento e é preciso analisar de forma mais detalhada

e mais complexa para que seu uso fique mais evidente.

Com o avango tecnolégico a Modelagem Matemaética tem tomado uma nova
diregdo, tendo como aliado a computacdo cientifica. Juntas, elas realizam o aproveita-
mento de métodos matematicos avancados na investigagdo de solugdes para problemas
atuais em diversas dreas, tais como: Matematica, Fisica, Engenharias, Ciéncias Agrérias,
Ecologia, Satide, bioldgicas, entre outras (CHAPRA; CANELE, 2011).

Durante o processo de resolucdo de um problema é possivel que este contenha
dados de forma a encontrar resultados por meio de uma andlise e manipula¢des. Um
problema, quando quantificado, pode se tornar um modelo matematico, a ideia é identi-
ticar as caracteristicas fundamentais do sistema a ser estudado, de modo a obter um
conjunto de regras matemadticas, simples o suficiente para que se possa extrair informa-
¢des tteis delas, mas que ndo se distancie da realidade dos fendmenos mais importantes
associados ao sistema em questdo. Estas regras assumem as mais diferentes formas,

dependendo da natureza do problema e da conveniéncia na obtengao de solugdes.

Uma das ferramentas mais importantes na compreensao destes problemas é a
Modelagem Matematica. Segundo Bassanezi (2010), ela incide na arte de transformar
problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas
solugdes na linguagem do mundo real. Frequentemente situagdes complexas e cheias
de varidveis requerem um modelo matematico. A linguagem matemaética pode ser
utilizada e projetada para descrigdo precisa de uma situagdo real e complexa. Por meio
da matemadtica transpdem-se ideias e varidveis para obter-se uma sequéncia organizada
de forma légica e mais simplista ao transpor uma situagao real em uma linguagem

matematica.

Para Biembengut e Hein (2000, p. 11) “[...] a modelagem, arte de modelar, é
um processo que emerge da prépria razdo e participa da nossa vida como forma de

constituigdo e de expressdo do conhecimento”. A modelagem apresenta-se como algo
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mais interior ao individuo de forma a utilizar o seu conhecimento adequando uma

situacdo matematicamente, mesmo que pareca distante ou inexistente no problema.

Modelos matematicos sdao amplamente utilizados em situagdes de natureza
tisicas e em aplicagOes especificas, dentre estas, pode-se utilizd-la no auxilio da com-
preensdo de processos ecolégicos. Dentro de um meio ecoldgico é possivel encontrar
uma grande diversidade de plantas e animais que a todo o momento estdo interagindo
entre si. Nessas intera¢des, a ampla diversidade de animais e plantas juntamente com
as variagdes das grandezas (clima, tempo, nutrientes...) tornam dificultoso construir
um modelo totalmente realista. A simplicidade de modelos pode mostrar claramente
as implicagdes de uma ou da maioria dos pressupostos bésicos para entendimento da

situacdo apresentada.

Conforme Odum (2004,p. 448) “Os modelos ecolégicos sdo frequentemente
avaliados em termos da sua generalidade e da sua capacidade para orientar o esforco
de investigagdo mais do que pelo seu poder numérico produtivo (precisdo)”. Modelos
sdo projetados para se concentrar em aspectos especificos de um objeto de estudo,
quando ndo ha condi¢des suficientes para que este objeto seja completamente escrito na
Linguagem Matematica, certos aspectos do mesmo sdo abstraidos e a modelagem passa

a ndo ser um fator deterministico, mas sim um norteador.

Por meio da matemadtica existe a possibilidade de criagdo de modelos cujas
solugdes levam a equacgdes que relacionam as varidveis e os parametros dos problemas,
embora os modelos mateméticos ndo exprimam as situagdes reais em sua totalidade,
eles podem conseguir representar as caracteristicas e os dados fundamentais de um
problema, que pode ser quantificado. A busca dos fatores que serdo necessarios na
construgdo do modelo deve ser focada no seu grau de influéncia e sensibilidade para

que, por fim, oferecam resultados condizentes com a realidade.

Os modelos matematicos junto aos softwares interativos sdo utilizados com
frequéncia para estudos de problemas na agricultura. O uso de ferramentas de simulagdo
permite criar cendrios que vado desde a previsdo de crescimento populacional de uma
espécie especifica, utilizando, por exemplo, a equacdo Malthusiana e a equagdo Logistica,
como também previsdes de comportamento na interacdo entre duas espécies por meio
das equagdes Lotka-Volterra (Presa-Predador). Com elas, as projecdes futuras podem
ser melhor “previstas” e por fim compreendidas.

Devido as simulagdes criadas a partir dos modelos, os pesquisadores passam a
ter uma visdo geral do sistema e podem posicionar-se como um conhecedor do sistema
real. A utilizagdo do modelo, criando simulagdes, permite uma economia de prejuizos
materiais e tempo, quando comparado a experimentos reais. Além disso, pesquisadores
da drea podem fazer uso de modelos para auxiliar o delineamento de experimentos no

campo, através da indicagdo dos parametros a serem observados.
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Com o sistema predador-presa os problemas de controle biolégicos permitem
avaliar quantitativamente e qualitativamente a interacdo entre as populagdes onde
uma deve ser considerada o predador e a outra a presa. Em um sistema agricola a sua
referéncia pode ser feita considerando o inseto praga (presa) que ataca uma lavoura e
o outro o inimigo natural (predador). A fun¢do do modelo é criar proje¢cdes em que o
sistema se torne instavel onde o inimigo natural da praga ndo elimine em sua totalidade
a presa, mas permita a sua existéncia em um nivel em que ndo cause muito prejuizo a
produgdo agricola. A matematica permite, nesse caso, a condi¢do da determinagdo da

regido dos parametros na qual o sistema é estavel.

Para Mizukoshi et al. (2004) os modelos de interagdo entre espécies, a identifica-
¢do dos parametros é usualmente baseada em métodos estatisticos, partindo de dados
experimentalmente obtidos da escolha de algum método adequado para sua identi-
ticagdo. Os modelos citados anteriormente (Malthusiano, Logistico e Lotka-Volterra)
sdo modelos deterministicos, mas nos tltimos anos outras teorias surgiram para mo-
delar matematicamente fendmenos reais, e que levam em conta detalhes relevantes e
respeitam as especificidades de cada situacgdo e entre elas tem-se a Teoria dos Conjuntos
Fuzzy. Salientamos que o surgimento de uma nova teoria para estudos de um fendmeno
nao exclui a necessidade de se utilizar as teorias, estatisticas e deterministica cldssicas.
Neste trabalho, foram utilizados dados encontrados em trabalhos cuja metodologia

para determinar os resultados é estatistico.

2.2 Simulacao Numérica

O desenvolvimento tecnolégico sempre foi inerente a vida em sociedade. Dentro
do contexto histérico, ele apresenta-se como o conhecimento que advém das técnicas
usadas pelos humanos para sobreviver diante da natureza, e ter assim uma maneira
de domina-la. Nos dltimos anos, a evolugdo da informadtica tornou o computador uma
importante ferramenta dentro e fora do campo cientifico (CHAPRA; CANELE, 2011).

Antes da era computacional, uma quantidade significativa de energia era gasta
em técnicas de resolugdo de problemas em vez de na definicdo e interpretagdo destes.
Isso, devido ao fato da existéncia da necessidade de se aplicar muito tempo e trabalho
pesado para obter respostas numéricas usando-se as técnicas pré-computador. Nos
dias atuais, os computadores e os métodos numéricos fornecem uma alternativa para
tais calculos complexos. No campo cientifico a formulagdo e execugdo de simulagdo
de modelos proporciona a criagdo de um ambiente virtual que é usado para testar os
modelos propostos (CHAPRA; CANELE, 2011).

Na Figura 1 tem-se a sequéncia estruturada na resolu¢do de um problema.
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FORMULACAO FORMULACAO
Exposicao profunda da
relacdo entre o problema
e as leis fundamentais

As leis fundamentais
eram explicadas
resumidamente

e SOLUCAOD
Método Ealaborado e, em geral, Método
complicado para tornar os .
L computacional
problemas trataveis . .
facil de usar
INTERPRETACAQ INTERPRETACAO
Anélise profunda Facilidade de céalculos permite o
limitada pela desenvolvimento de pensamentos
solucao demorada holisticos e da intuicao; a
sensibilidade e o comportamento
do sistema podem ser estudados

(a) (b)

Figura 1 — Fases de resolucdo de problemas (a) na era pré-computador e (b) na era do
computador. Fonte: Chapra, 2011.

O tamanho das caixas, Figura 1, indica o nivel de énfase direcionada a cada
fase. Na imagem (a) tem-se a representagdo da era pré-computacional e na imagem (b)
tem-se a era computacional. Comparando as duas imagens fica evidente a diferenga no
processo de solucdo, onde ha uma significativa diferenca no gasto de energia em técnicas

de resolucdo de problemas, em vez de, na definigdo e interpretacdo dos mesmos.

Os computadores facilitam a implementacédo da técnica de resolugdo e, portanto,
permitiram mais gasto de tempo nos aspectos criativos da formulac¢do do problema e
na interpretacdo dos resultados. Nesse trabalho foi utilizagdo o Matlab. O Matlab é uma
ferramenta auxiliar importante nas simula¢des numéricas, nos célculos, na comparagdo
de resultados e em gréficos e a sua escolha foi feita devido a sua comprovada utilizagdo

na matemadtica aplicada.

O MATLAB, MATrix LABoratory, é um sistema interativo cujo elemento de dados
bésicos é uma matriz que ndo requer dimensionamento, ao contrério de linguagens
classicas como C e Fortran, no ambiente MATLAB o usudrio ndo se preocupa com itens

como declaragao de variaveis, alocacdo de memoria, utilizagdo de ponteiros e outras
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tarefas de rotina. Ele combina um ambiente de programacgao de alto nivel, possuindo
caracterfsticas de aplicativo, o que o torna uma ferramenta de maior facilidade para o
usudrio. Ele permite a andlise numérica, calculo com matrizes, processamento de sinais
e construgdo de graficos em ambiente relativamente facil de usar onde problemas e

solugdes sdo expressos somente como eles sdo escritos matematicamente.

2.3 Modelo Malthusiano

De inicio iremos trazer o modelo de crescimento malthusiano. Segundo Bassanezi
(2004), o economista britanico Thomas Robert Malthus nado preceituava originalmente
nenhuma equac¢do matemadtica de crescimento populacional. Ele simplesmente enunci-
ava que a populacdo cresceria geometricamente enquanto o alimento cresceria numa
taxa aritmética, desde que ndo houvesse mecanismo de controle, tais como, doencas,
misérias, limite de espaco fisico, dentre outros. A figura 2 apresenta o principio bdsico

do modelo Malthusiano.

240 P Oplll&(,)ﬁO

‘Alimento

0 i 3 3 4 5 é 7 8 s 10 Anos

Figura 2 — Principio Basico do modelo Malthusiano. Fonte: Malthus, 1798.

Observa-se na figura 2 que, no principio Malthusiano, a populacao cresceria em
ritmo acelerado seguindo uma curva exponencial e a produgao de alimentos seguiria
uma curva linear. Assim, a populacdo superaria a oferta de alimentos em um determi-
nado instante, denominado ponto critico, o que resultaria em problemas como a fome e
a miséria.

O modelo proposto por Malthus tinha um propésito inicial de descrever o
crescimento da populagdo humana (An Essay on the Principle of Population - 1798).
Seu modelo assume que o crescimento populacional é proporcional a populacdo em

cada instante, desta forma a populagdo humana deveria crescer sem nenhuma inibigéao.

Se uma populagdo for muito pequena nado ha razdo para que ocorra uma compe-
ticdo por nutrientes e espaco, portanto é admissivel considerar que para densidades
populacionais muito pequenas, o crescimento ocorra de forma ilimitada. Para Odum
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(2004, p.285 ) "Quando o ambiente ndo esta limitado (o espago, o alimento e outros
organismos nao exercem um efeito limitante), a taxa ou indice especifico de crescimento
(isto é, a taxa ou indice de crescimento da populagdo por individuo) torna-se constante

e maxima para as condi¢des microclimadticas existentes".

Se todos os fatores inibidores de crescimento estdo ausentes, ou seja, a espécie tem
recursos ilimitados, condi¢des climaticas favoraveis, ndo interagem com competidores
ou predadores e estd livre de imigragdo ou emigragdo, a populacdo tende a crescer
ilimitadamente. Para Gallo et al. (2004, p.208) “a distribuigdo e abundéncia das espécies
de insetos estdo na dependéncia de todos os fatores do meio ambiente. Quando os
fatores favoraveis sobrepujam os desfavoraveis, a populagdo aumenta; caso contrario

ela diminui”.

{5 = )
€T =
z(0) = zo

onde z(t) é o nimero de individuos em cada instante ¢ e xy indica o nmero inicial de
individuos da popula¢do com z( e A sendo ntimeros reais e ndo hé incertezas quanto ao

seu valor. O gréfico da solu¢do da equacgdo (1) é dado pela Figura 3.

80

2
=]

Populagio

20

10

0 1 2 3 4 s 6 7 Tempo 7

Figura 3 — Principio Basico do modelo Malthusiano com apenas uma espécie.

2.4 Modelo Logistico (Verhulst)

O modelo formulado pelo matematico belga Pierre Frangois Verhulst em 1837,
supde que uma populacdo vivendo em determinado meio deverd crescer até um limite
méximo sustentavel, ou seja, ela tende a se estabilizar. Para Odum (2004, p. 175), a
presenca e o sucesso de um organismo ou grupo de organismos dependem de um

conjunto de condigdes. Qualquer condi¢do que se aproxime ou exceda os limites de
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tolerancia diz-se ser uma condic¢ao limitante ou um fator limitante. O modelo tradicional
de Verhulst para crescimento populacional é regido pelo PVI.

Pt) = 2 — az(l — ) o)
z(0) =z

onde «a é a razdo de crescimento intrinseca e cuja solucédo é dada por,

Kx
= ©
— xp)e % + x

p(l‘o) = (

Onde K é o valor limite maximo sustentavel.

408
[=}

Populag

-
=)
S

01234567891011121314Temp0

Figura 4 — Principio bésico do modelo logistico com apenas uma espécie.

De acordo com a Figura 4, no periodo inicial, em que a abundancia é baixa,
o crescimento é rapido, no gréfico fica percebido pela inclinagdo mais acentuada da
curva. A medida que o tamanho da populagio aumenta, a taxa de crescimento reduz até
chegar a zero, quando a populagédo atinge o tamanho maximo que o ambiente suporta.
A esse tamanho maximo dessa populacdo, suportado pelo ambiente, ¢ dado o nome de
capacidade de suporte do ambiente é representado por K.

Assim, o0s organismos apresentam um minimo e um maximo ecolégicos, que re-
presentam os limites de tolerancia, ou sua capacidade de suporte. O modelo de Verhurst
é, em esséncia, o modelo Malthus modificado, a equagado incorpora a queda de cresci-
mento da populagdo que deve estar sujeita a um fator inibidor de proporcionalidade.
Segundo Odum (2004) o valor da taxa de crescimento, sob condi¢des favoraveis para a
populacdo é maximo, é caracteristico de uma dada estrutura de idade da populacao, e

constitui um indice tnico da capacidade que uma populacado tem pra crescer.
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2.5 Modelo Predador-Presa (Lotka-Volterra)

Nenhuma populagdo existe isoladamente, exceto em condi¢des laboratoriais
muito particulares, visto que as populacdes se relacionam de vérias formas. Deste modo,
ndo é possivel compreender muitos fendmenos populacionais sem considerar essas

internacoes.

Os modelos matematicos de interagdo entre espécies foram propostos indepen-
dentemente nos trabalhos do biofisico nascido na Austria Alfred James Lotka (1880-1949)
e quase que simultaneamente pelo matemadtico italiano Vito Volterra (1860 - 1940). Tal
modelo ficou reconhecido como modelo de Lotka-Volterra ou Equa¢do Predador-Presa
e sdo um par de equagdes diferenciais ndo lineares de primeira ordem que possui ca-
racteristica deterministica, ou seja, ¢ um modelo que possui um conjunto de entradas

conhecido e do qual resulta em um tnico conjunto de saidas.

O modelo criado por Volterra foi para explicar as altera¢des observadas nas
populagdes de pescadas e tubardes no Mar Adridtico, por ocasido da paralisacdo da
pesca devida a Primeira Guerra Mundial e posterior retomada das atividades pesqueiras,

quando do término da guerra.

O bidlogo italiano, Umberto D’Ancona em 1926, fez um estudo estatistico das
populagdes de peixes no Mar Adridtico. Por ele foi observado que nos periodos anuais
entre os anos de 1914-1923, que a porcentagem de peixes predadores, por exemplo,
tubardes e outros tipos de peixes ndo indicados para consumo humano tinha crescido
significativamente, enquanto que a populac¢do de peixes-presa havia diminuido e ap6s
a guerra essa situagdo se alterou. D’Ancona percebeu que para essas espécies, existiam
uma periodicidades inesperadas que estavam deslocadas no tempo umas com relagao
as outras. Ap0s essas observagdes, D’ Ancona consultou Vito Volterra sobre a possibi-
lidade de se criar um modelo matemético que pudesse explicar o aumento de peixes
predadores.

O modelo Predador-Presa apresenta a interacdo entre duas espécies e devido
a isso, tais modelos ndo podem descrever completamente as relacdes complexas que
ocorrem, de fato, na natureza. Embora sejam restritos e simplistas, o seu estudo é o
primeiro passo para a compreensdo de fendmenos mais complexos (BOYCE; DIPRIMA,
2006).

Para Bassanezi (2010), o modelo Predador-Presa trata da interacdao entre duas
espécies, onde uma delas (presa) dispde de alimentos em abundancia e a segunda
espécie (predador) tem como suprimento alimentar exclusivamente a populacdo de
presa. Pretende-se admitir também que durante o processo num intervalo de tempo At,
o meio ndo deve mudar favorecendo alguma das espécies e que qualquer adaptacgdo

genética é suficientemente lenta. As variacdes sdo dadas pelas seguintes equagdes
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representadas na Figura 5:

variagdo do aumentoy (destruicio pelos
(nt’lmero de presas) ( natural ) h ( predadores )
aumento causado pela morte na auséncia de

) - ( presas )

(variagéo do nimero de ) (
~ \ alimentagdo disponivel

predadores

Figura 5 — Equagdes representando as varia¢des das populagdes.

Denota-se por = a densidade populacional das presas e por y densidade po-
pulacional dos predadores, como essas populagdes dependem do tempo ¢, pode-se
reescreve-las como x = z(t) e y = y(¢). Ao construir a interagdo entre as duas espécies,

taz-se simplificadamente, as seguintes hipo6teses:

e Na auséncia de predador (y = 0), a populagdo de presas aumenta a uma taxa
proporcional a populagdo atual, assim % = ax (modelo de Malthusiano), sendo

a>0;

e Na auséncia de presa (z = 0), a taxa de mortalidade dos predadores é proporcional
a sua populacdo em cada instante (morte por falta de alimentos), assim Z_@Z = —ay,

a > 0.

Admitindo que o encontro das duas espécies seja ao acaso, entdo, quanto maior o
numero de presas, mais facil serd encontré-las e quanto mais predadores mais alimentos
serdo necessdrios. O nimero de encontros entre predador e presa é proporcional ao
produto das duas populagdes (zy), cada um desses encontros tende a promover o
crescimento da populagdo de predadores e a inibir o crescimento da populagdo de

presas. Sendo a, b, o e 3 constantes positivas, onde:

b é o coeficiente de ataque do predador;

a coeficiente de crescimento interespecifico da presa;

a coeficiente de mortalidade do predador na auséncia de alimento;

B taxa de crescimento do predador.

O sistema predador-presa, simplificado pelas imposi¢des apresentadas, é dado por:

£ = ax — bxy
(4)
@ = Pry —ay
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Embora o sistema anterior seja bem simples, eles caracterizam uma grande classe

de problemas que podem ser analisados.

Predadores

Presas

Figura 6 — Retrato de fase para o sistema para sistema Predador-Presa paraa = 1,3 =
l,a=1leb=1.

Observe na Figura 6, que as trajetérias representam pequenas variagdes em
x e y e tém as Orbitas (curvas) fechadas em torno do ponto critico (interseccdo de
todas as curva). Percebe-se que as trajetdrias sdo percorridas no sentido anti-horario,
sentido trigonométrico, como as curvas sao fechadas isso implica que x e y sdo fungdes
periddicas em ¢. Verifica-se, também, que as oscila¢des das populagdes de predadores
vém depois das oscilagdes das populagdes de presas. Analisando mais detalhadamente,
se tomarmos um ponto no espago de fase ele ird representar certo nimero de presas e
predadores e por este ponto passa uma curva. Com o passar do tempo, estas populacgdes
assumem novos valores para as coordenadas z e y, coordenadas de um ponto no espago,
de modo a formar uma curva no espago de fase e depois de um certo periodo, tais

populagdes voltardo a situagdo inicial.

Em outras palavras, tem-se certo estado na qual as populagdes de predadores e de
presas sdo relativamente pequenas, tem-se primeiro um aumento no namero de presas,
j& que a pouco predadores. Entdo a populacdo de predadores com, comida abundante,
também cresce e isso aumenta a caga e a populagdo de presas tende a diminuir apés um
periodo de tempo, com menor disponibilidade de presas, a populagdo de predadores

também diminui, e o sistema volta ao estado original.

No modelo Lotka-Volterra a populagao de predadores é liberada no local onde
se encontram as populagdes de presas, com o modelo Lotka-Volterra percebe-se que a
liberagdo em grande quantidade de predadores nao gera a eliminacéo total do nimero
de presas. Como foram determinadas anteriormente, para o modelo Lotka-Volterra as

trajetdrias sdo curvas fechadas no plano zy e, portanto existe um periodo ¢t = 7" > 0 no
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qual as populagdes de predador e presa voltam ao nimero inicial, z(T") = zg e y(T') = yo.

Segundo Boyce e Diprima (2006), quando um sistema é estavel a sua varacdo é
nula, logo existe um ponto P de modo que £ =0 e % = 0. Tal ponto é denominado
ponto critico ou ponto de equilibrio ou ainda, ponto estaciondrio do sistema. Verifica-se,
também, que se P é um ponto critico, entdo as populac¢des de predadores e presas que
em certo instante possuem quantidades iguais a esse ponto critico e serdo a solugdo
do sistema, tal solugdo que corresponde ao nimero de individuos das populacdes é
denominada populagao estaciondria ou de equilibrio e nessa posigdo as populagdes de

presas e predadores estdo em repouso.

Retomando a Equagéo 4, do sistema predador-presa, tem-se:

dx

_:()<:>ax—bxy:()<:>1‘:00uy:2 (5)
dt b
e
dy a
q =~V Py —ay=0e=y=0ouz=7 (6)

Portando, os dois pontos (0,0) e (5, §) sdo os pontos criticos do sitema de equa-
cOes 4.

Em sintese tem-se que trajetérias apresentam caracteristicas observadas por
D’Ancona:

1. A quantidade da populagdo de presas e a quantidade da populacdo de predadores
tém caracteristica oscilatoria;

2. O crescimento na populacdo de presas é seguido (com retardo) por um aumento
na populagdo de predadores.

3. se a quantidade de presas é baixa, entdo a quantidade de predadores diminui, ou

dy

seja, 37 < 0 quando x < 3;

4. se a quantidade de presas ¢ alta, entdo a quantidade de predadores aumenta, ou

seja, % >0 quandoz > & ;

5. se a quantidade de predadores é alta, entdo a quantidade de presas diminui, ou

dz

seja, ¢ > 0 quando y > ¢;

6. se a quantidade de predadores é baixa, entdo a quantidade de presas aumenta, ou

seja, % > 0 quando y < ¢
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3 Teoria de Conjuntos Classica

Antes de introduzirmos formalmente no conceito de subconjunto fuzzy, vamos

fazer algumas observagdes essenciais sobre a teoria cldssica de conjuntos.

Um conjunto, que também pode ser chamado de colegdo, cuja representagdo
usual é feita por uma letra maiuscula do alfabeto latino (A, B, C, ...) é formado por
objetos denominados elementos. A associagdo bdsica entre um objeto e um conjunto
é a relacdo de pertinéncia. Quando um objeto x € um dos elementos que compdem o

conjunto A, dizemos que z pertence a A e escrevemos x € A.

Porém, se x ndo é um elemento do conjunto A, dizemos que x nado pertence a A
e escrevemos = ¢ A. Um conjunto A fica caracterizado (ou definido, ou determinado)
quando se d4 uma regra que permite decidir se um objeto (elemento) arbitrdrio x
pertence ou ndo a A. Dizer que um elemeto z pertence a um conjunto A significa

verificar se = atende a propriedade que caracteriza o conjunto A. Escreve-se

A = {x;x goza da propriedade P} (7)

Lé-se: "A é o conjunto dos elementos z tais que x goza da propriedade P".

Em situagdes em que a propriedade P se refere a elementos de um conjunto

fundamental X escreve-se:

A ={x € X;x goza da propriedade P} (8)

Exemplo 1 Seja A o conjunto dos tridngulos retdngulos. O conjunto A estd bem definido: um
objeto = pertence a A quando é um tridngulo e, além disso, um dos seus dngulos é reto. Se x nio

for um tridngulo, ou se x for um tridngulo que ndo possui Angulo reto, entdo x nio pertence a A.

Dados os conjuntos A e X, dizemos que A é subconjunto de X (ou A é parte de
X) quando todo elemento de A é também elemento de X, e escrevemos A C X. Dado

um conjunto X, indica-se com P(X) o conjunto cujos elementos sdo as partes de X.

Seja P(X') denominado conjunto das partes de X, ele é o conjunto formado pelos

subconjuntos de um conjunto X.

Exemplo 2 Seja X = {1, 2, 3}, entdo:

P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, X} ©)
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3.1 Conjunto Fechado

Defini¢ao 1 (LIMA, 2013) : Dizemos que um ponto a é aderente ao conjunto X se a é o limite

de uma sequéncia (x,,) de ponto de X.

Definicdo 2 (LIMA, 2013) : O fecho do conjunto X, representado por X, é o conjunto formado
pelos pontos aderente a X.

No caso de ser X = X, diremos que o conjunto X é fechado ou que X é um conjunto
denso em R. Em geral, diz-se que o fecho X de um conjunto X C R é o menor conjunto
fechado de R que contem X. Para obter o fecho de um conjunto X basta acrescentar a

X todos os seus pontos aderentes.

Assim , um conjunto X C R é fechado se, e somente se , todo ponto aderente a

X pertence a X.

Teorema 3.1.1 (LIMA, 2013) : Um conjunto F' C R é fechado se, e somente se, seu comple-
mentar R — F' é aberto.

3.2 Aritmética Intervalar
Um corpo é um conjunto K, munido de duas operagdes , chamadas de adigio e
multiplicagdo, que satisfazem aos axiomas do corpo .

A adicdo faz corresponder a cada par de elementos x,y € K suasomaz +y € K.
A multiplicagdo associa a esses elementos o seu produto z - y € K. Os axiomas do corpo

sdo os seguintes:

Axioma da adicao
A1: Associatividade - quaisquer que sejam z,y, z € K, tem-se (z +y) + z =z + (y + 2);
A2: Comutatividade — quaisquer que sejam z,y € K, tem-sez +y =y + ;

A3: Elemento neutro — existe 0 € K, tal que 0 + = = z , seja qual for o x € K. O elemento

0 é chamado de zero.

A4: Simétrico — todo elemento x € K possui um simétrico, tal que = + (—z) = 0;
Axiomas da multiplicagdo

M1: associatividade — dados quaisquer z,y,z € K ,tem-se (x-y) -z =z - (y - 2);

M2: comutativa —seja quais forem z,y € K,valex -y =y - z;

Ma3: elemento neutro —existe 1 € K talque 1 # 0 ez - 1 = = qualquer que seja z € K. O
elemento 1 chama-se um;
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M4: inverso multiplicativo — todo x # 0 em K possui um inverso z~',tal que z - 7! = 1.

Um corpo ordenado é um corpo K, no qual se destacou um subconjunto P C K,
chamado o conjunto dos elementos positivos de K, tal que as seguintes condi¢des sdao

satisfeitas:

P1: A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos , ou seja, z,y € P =>
r+yePex-ycPh

P2: Dado =z € K , exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorrem : z = 0, ou
re€Pou—zeP.

Num corpo ordenado K, existe a importante nogado de intervalo.

No corpo ordenado dos niimeros Reais (R), existe a importante no¢do de in-
tervalo. Um intervalo (real) é um conjunto que contém cada ntimero real entre dois
extremos indicados, podendo ou ndo conter os préprios extremos. Dados a1, a; € R, de

modo que A = [a4, az] com a; < ay, usaremos as notagdes abaixo:

Intervalo fechado

[a1,a2] = {z € R;a; < x < as}. (10)

Intervalo fechado a esquerda

la1,a2) = {z € Rya; <z < as}. (11)

Intervalo fechado a direita

(a1,a9] = {r € Rja1 < x < az}. (12)

Intervalo aberto

(a1,b2) = {x € Rja; <z < as}. (13)

Esses quatro intervalos tém extremos a; e ay. Esses sdo intervalos limitados. Para

maior entendimento consultar (LIMA, 2013).

Quando considera-se um intervalo de extremos a; e ay, supde-se que a; <
as, com excegdo do intervalo [a1,as] , em que a; = a. No caso anterior, o intervalo
la1, as] consiste em um tnico ponto a; e é denominado intervalo degenerado. Devido a
importancia do intervalo fechado no conjunto R neste trabalho, faremos, a seguir, um
estudo dedicado ao mesmo.

Uma nogdo importante que também ird constar neste trabalho é a nocdo de
supremo e infimo em subconjunto. Dado um subconjunto X de R. Um elemento b de

R é dito cota superior de X se b > z, isto é, se este elemento b de R for maior ou igual
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a qualquer elemento de X. Se um conjunto tem uma cota superior, entdo admite uma

infinidade de cotas superiores.

Dado um subconjunto X de R. Um elemento a é dito uma cota inferior de X
se a <z, isto é, se este elemento a, de R, for menor ou igual a qualquer elemento do
subconjunto X. Se X for cotado superiormente, dizemos que uma cota superior de
X é o supremo de X, e escrevemos sup X se ela é menor do que qualquer outra cota

superior de X.
Ou ainda:
Um namero b € R é dito supremo de X se:
1) z < bparatodo z € X, ou seja b é uma cota superior; e

2) Se x < u, para todo z € X, entdo b < u, ou seja, b é a menor das cotas

superiores.

Agora, considere o subconjunto X de R. Se X for cotado inferiormente, dizemos
que uma cota inferior de X é o infimo de X, e escrevemos in f X, se ela é a maior do que

qualquer outra cota inferior de X.
Ou ainda:
Um namero a € R é dito infimo de X se:
1) a < x para todo z € X, ou seja b é uma cota inferior; e

2)Se a < ¢, paratodo x € X, entdo c < a, ou seja, a é a maior das cotas inferiores.

Exemplo 3 Um subconjunto A de R cujos elementos sdo maiores ou iguais a 0 e menores ou
iguaisa 1, istoé, A = {v € R;0 < x < 1} ou A = [0,1], sendo x um elemento qualquer
pertencente ao conjunto em questio é um intervalo real que contém os extremos 0 e 1, bem como
todos os niimeros reais entre eles. Além disso, tem-se que infA = 0 e supA = 1.

Sera denotado por I(R) o conjunto de intervalos fechados e limitados da reta real
e por A,B/X,... os elementos de I(R) ou de I(R)", que no caso, representam intervalos.

Definicao 3 (IEZZI, 1985) : Sejam A = [a1, as] e B = [by, bs), dois intervalos de R. Diz-se
que A = B se, e somente se, a; = bie ay = b.

Portanto, se dois intervalos sdo considerados iguais, se eles forem iguais en-

quanto conjunto .

Sejam A, B dois intervalos de reta real, onde A = [a1,as] € B = [b1,bs],e A € R A

adi¢do, multiplicacdo por escalar, multiplicacdo e divisdo via a aritmética usual é dada

por:
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e Soma: A+ B = [al,ag] -+ [bl,bg] = [a1 + bl,ag + bQ],

o Multiplicagdo por A

Aay, as] = [Aay, Aas|, sel >0,
A = § Al ael = Dar, Aag) (14)
)\[al, CZQ] = [)\ag, )\Gl], sel < 0.

[ ] Multlpllcagﬁo AB = [min{albl, albg, albg, agbz}, max{albl, albg, CL1b27 agbg}]

e Divisdo: A/B = [CLl, ag]/([bl, bg]) = [CL17 CLQ][%, é], 0 ¢ B
Note que, se A é um intervalo degenerado, entdo as operagdes artiméticas para

intervalos estendem as respectivas operag¢des para niimeros reais.
Observe que, se A = —1 a multiplica¢do por escalar resulta na negacdo de 4, ou
seja:
AN = (—1)A = (—1)[@1, CI/Q} = [—CLQ, —al] (15)

Exemplo 4 Seja o conjunto A = [2,5], entdo (—1)A = (—1)[2,5] = [-5, —2]

Tendo assim, a subtracdo é dada por:

A—B=A+ (—1)B = [al, CLQ] + [—b27 _bl] = [al_bQ; a2_b1] (16)

Note que, a negacdo de A ndo é o inverso aditivo A, observe que no exemplo
anterior A — A = [2,5] — [2,5] = [2,5] + [-5,—2] = [-3,2],isto é, A — A # [0, 0]. Assim,

a subtracdo ndo esta bem definida.

Tal fato resulta que a simplificagdo aditiva ndo é vélida, portanto, A+C = B+ C
ndo resultaem A = Bouque A+ B — B # A. Devido a isso,(Segundo bassanezi p.55)
"essa operacdo de adi¢do ndo da ao espago dos numeros fuzzy a estrutura de espago
vetorial. Trata-se de um defeito que acaba emperrando vérias dreas da matematica

fuzzy”.

Uma alternativa para tal problema de subtracdo foi proposta por Masuo Hu-
kuhara (1967) e é denominda diferenca de Hukuhara (H-diferenca)

Definicao 4 (GOMES, BARROS, BEDE, 2015) : Sejam A e B dois conjuntos. Se existir um
conjunto C tal que A = B +C, entdo C é chamado de Diferenca de Hukuhara de A e B e a

denotamos por A —y B.

Duas propriedades importantes da Diferenca de Hukuhara sao:
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Propriedade 1 (GOMES, BARROS,BEDE,2015) : Sejam A e B dois conjuntos entdo:

A—g A=10,0] (17)

(A+B)—yB=A (18)

Além disso, a diferenca de Hukuhara é tinica, contudo, ela nem sempre existe.

Peceba que a defingdo detemina que A = B + C, portanto o comprimento do
intervalo A que é dado por a™ — a~ tem que ser maior ou igual o comprimento do

intevalo B .

Devido a isso, tal diferenca ainda possui algumas restri¢gdes, Stefanini e Bede
(2009) procurando superar essas restri¢cdes, apresentaram uma generalizagdo da di-
terenca de Hukuhara (gH-diferenca), que possui vérias propriedades, dentre elas,
destacam-se o elemento oposto, a associativa e o elemento neutro. A gH-diferenca

de dois conjuntos A,B é definida por:

(a) A=B+C,
A—yp B=C<+= (19)
(a) B=A+ (—1)C.

No espaco intervalar, a gH-diferenca existe para quaisquer dois intervalos com-

pactos.

Definicao 5 (GOMES, BARROS, BEDE, 2015) : Sejam A = [a1,as] e B = [by, bs] dois

intervalos, entdo gH-diferenga existe e é dada por:

A —gH B = [al,ag] —gH [bl, bg] = [min{al — bl,CLQ — bQ},maI{al — bl,(lz — bg}] (20)

Considerando A = [ay, as], B = [b1,b2] € C = [¢1, ¢2], de modo que, A = B+ C,

temos que:
A =B+ C = la1,as] = [by,bs] + [c1, 2] = [b1 + 1, bs + o]
logo,
a; = by + ¢y, 1)
as = by + co.
No caso,

B = A+ (—1)0 = [bl,bg] = [al,ag] + <—1)[C1,CQ] = [Cbl,ag] + [—CQ, —C1 = |G1 — Cg,02 —Cl]
(22)
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LOgO,
b =a C 3

bg = a9 — (1.

Acarretando que,
Co = Cq (24)

Portanto (a) e (b) podem ser satisfeitas simultaneamente, neste caso,A e B sdo
transladados um ao outro e C' é um intervalo degenerado. Além disso, se a gH-diferenca
¢é dada pelo caso (a), entdo a gH-diferenca coincide com a H-diferenca.

Exemplo 5 Seja A = [2,4], entdo A —py A = [min{2 —2,4 — 4}, maxz{2 —2,4—4}] = [0,0]

3.3 Espacgos Métricos

Definicao 6 (LIMA, 1977) : Uma métrica em um conjunto M é uma fungdo d : M x M — R,
que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um niimero real d(x,y), chamada a

distdncia de x e y de modo que seja satisfeito os sequintes postulados, para quaisquer x,y, z € M.
d1 d(z,z) =0

d2 Se x # yentdo d(z,y) > 0

d3 d(z,y) = d(y, z)

da d(z, =) < d(x,y) + d(y, =)

Podemos sintetizar d1 e d2 da seguinte forma, d(z,y) > 0 onde d(z,y) = 0
se, e somente se, = y. No caso de d3 tem-se que a distancia d(z,y) é uma funcao
simétrica das varidveis z, y, ou seja, a distancia de x para y € igual a distancia de y para
x. E a condic¢do d4 trata-se da desigualdade triangular. Ela tem origem na geometria

euclidiana e refere-se ao teorema que afirma que, num tridngulo, o comprimento de um

dos lados de um triangulo ndo excede a soma dos outros dois lados, Figura 7.
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T z Y

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2)

y z

d(z,z) = d(z,y) + d(y, 2)

]

d(zx,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Figura 7 — Desigualdade triangular.

Um espago métrico é denotado por um para (M, d), onde M é um conjunto e d é
uma métrica em M.

A reta real, ou seja, o conjunto dos nimeros reais, ¢ um dos exemplos mais
importantes de espago métrico. A métrica d, que neste caso é a distancia entre os pontos
z,y € Ré dada por d(z,y) = | — y|, onde, |z — y| é o valor absoluto ou médulo do

numero.

A reta real, ou seja, o conjunto dos nimeros reais, é um dos exemplos mais
importantes de espaco métrico. A métrica d, que neste caso € a distancia entre os pontos
z,y € Ré dada por d(z,y) = |x — y|, onde, |x — y| é o valor absoluto ou médulo do
numero. Podemos observar que as condi¢des d1, d2, d3 sdo facilmente testadas usando

as propriedades do médulo, provaremos d3.

dz,z)=lz—z|=lz—z—y+yl=lr—y+2z—-y| < (25)
|z —y|l+ 1y — 2| = |z —y|+ |z —y| = d(z,y) + d(y, 2)

Um espaco métrico € um conjunto onde as distancias entre quaisquer de seus
elementos é definida. Estas distancias formam a métrica do conjunto.

Continuando com Elon (2013), os elementos de um espago métrico podem ser de
natureza bastante arbitrarias: nimeros, pontos, vetores, matrizes, fungées, conjuntos,

etc. Mas, comumente sdo chamados de pontos de M.

O espago métrico mais familiar é o espago euclidiano cuja métrica é a mais

comumente utilizada e segue o exemplo

Exemplo 6 Se M = R*, entio

d(z,y) = |z —yl = /(21 — 11)? + (22 — 1) + - - - + (7% — Wi)?, (26)
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Para quaisquer x = (v1,22,- - -, T),y = (Y1, Y2, - -, Yx) em R, define uma métrica em
M, denominada métrica euclidiana. No caso k = 1 tem-se a reta real, ou seja, o conjunto R dos

niimeros reais, a métrica euclidiana é simplismete o valor absoluto d(z,y) = |z — y| da diferenca

x—y.

3.4 Meétrica de Pompeiu-Hausdorff

A métrica de Pompieu- Hausdorff Pompieu (1905), proposta para determinar a
distancia entre dois conjuntos, tem sido amplamente utilizada no contexto intervalar
(HUKUHARA, 1967; STEFANINILBEDE, 2005). Por meio dela é possivel calcular a

distancia entre dois intervalos.

A distancia Hausdorff é a mais conhecida e também a mais empregada no espago
de ntimeros fuzzy. O Hausdorff (ou Pompeiu-Hausdorff) distancia para ntiimeros fuzzy
baseia-se na distancia classica de Hausdorff-Pompeiu entre subconjuntos convexos
compactos de I(R)" (BADE 2013). A defini¢do da distancia de Hausdorff, neste caso, é

da forma:

Seja K denominada a cole¢do de todos os subconjuntos convexos compactos ndo
vazios de [(R)), e A € K. A distancia de um ponto x ao conjunto A é:

D(z, A) =inf{||lx —al| : a € A} (27)

Seja, agora A, B € K. A distancia de Hausdorff de B a A e de A a B, respectiva-

mente, sao:

di(B,A) = sup{d(b, A) : b € B}, (28)

dy(A, B) = sup{d(a,B) : a € A}, (29)

por fim, a distancia de Hausdorff entre A, B € K é
du(A, B) = max{d;(B,A),d(A, B)}, (30)

para o caso particular, quando A = [a;, as], B = [b, bs] sdo dois intervalos , sendo que
A, B € I[(R)), a distancia Pompieu- Hausdorff é:

dp(A, B) = maz{|a; — by, |az — bal}. (31)
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Figura 8 — Pseudométrica entre conjuntos. O diagrama ilustra o fato de dist(A, B) #
dist(B, A).

Figura 9 — Psedométrica entre conjuntos.O diagrama inferior ilustra o caso onde é
possivel ter dist(A, B) = 0 e dist(B, A) # 0.

Perceba que a distancia definida é uma pedométrica, pois dist(A, B) = 0 se e
somente se, A C B, sem necessariamente serem iguais. Nas Figuras 8 e Figura 9 tem-se
uma ilustragdo através de diagramas. Note que a distancia entre dois conjuntos pode
ser zero sem a necessidade de serem iguais.

Por meio do conceito de métrica para o espago intervalar pode-se caracterizar as
nogdes do célculo intervalar. O conceito de sequéncia, limite e continuidade de fun¢des
de valor intervalar sdo amplamente discutidos e a literatura apresenta uma gama de
resultados (BEDE, 2005)
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3.5 Funcdes a Valor Intervalar

O conceito de fungdo é um dos mais importantes da Matematica e ocupa lugar
de destaque em vérios de seus campos, bem como em outras 4reas do conhecimento. E
muito comum e conveniente expressar fendmenos fisicos, biolégicos, sociais, etc. por
meio de fungdes. O padrdo a defini¢do envolve a no¢do de mapeamento ou correspon-
déncia.

A definigdo classica de funcdo diz que, uma fungdo f : A — B, sendo A e B,
respectivamente, dominio e contradominio da fungdo f permite associar, de modo bem
determinado, a cada elemento x € A, um tnico elemento f(x) € B, denominado o valor

que a fung¢do assume em x (ou no ponto z).

Definicao 7 (MOORE, 2009) : Chamaremos de Fungio a valores Intervalar a toda fungio f
tal que:

fR—1
v Y = f(t) = A g(t)

Ondeg:R — R, A cTe-éooperador de multiplicacdo

Para este tipo de fung¢des dizemos que a fungdo intervalar f é gerada pela funcdo
real g e que dominio de f C Reimagemde f C1I.

Exemplo 7 Seja
fR—=I

r—=Y =f(t)=1[1,2]-t

Portanto, a regra de correspondéncia é dada por:

[t,2t], se t>0
ft) = (32)
[2t,t], se t<0

Ao considerar os valores t = 1,t = —1,t =2 e t = —2 teremos:
S =[1,2]-1=12]

f=1) =52 (=1) = [-2, -]

f2)=11,2]-2=[2,4]

f(=2)=[1,2]- (=2) = [-4, 2]

e cuja ideia geométrica estd dada na Figura 10:
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aﬁy

—_—————

-8

Figura 10 — Gréfico da Fungao Intervalar f(z) = [1,2] - .

Veja na Figura 10 que, a cada valor de x no dominio faz-se corresponder um
intervalo [a, b] no contradominio. Assim, uma fungdo de valor intervalar associa um

numero real a um intervalo real.

3.6 Limite de Fun¢des Intervalares

Definicao 8 (MOORE, 2009) : Dizemos que L € 1 é o limite de F'(z) quando t — a (t
tende para a) e é denotado por lim,_,, F'(t) = L se, para todo ¢ > 0 existe um 6 > 0 tal que
0 < |t —al| <dimplica H(F(t),L) < e.

Teorema 3.6.1 (MOORE, 2009) : Dada uma fungdo intervalar simples F' : R — 1 tal que
F(t)=A-g(t),onde Aclg:R — R, demodo que lim,_,, g(t) = Ltemos:

limF(t) = A lmF(t) = A- L (33)

t—a t—a

sempre que o limite de F existir.

Demonstragdo:

Como lim;_,, g(t) = L temos que Ve > 0,36 > 0 tal que 0 < |t — a| < ¢ implica
lg(t) — L| < £ onde ¢ = H(A,0) € R. Entdo, dado ¢ > 0 existe 0 < ¢ tal que, se
0 < |t—a|] <4, temos:
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H(F(t),A-L)=H(A g(t),A-L) =
=H(A-(g(t),L)) < H(A,0)H(g(t),L) =

= Clg(t) — L <c§ =

potanto, lim,_,, F'(t) = A -lim; ,, g(t) = L

Teorema 3.6.2 (MOORE, 2009) : Dadas as fungdes intervalares Fy, F, : R — 1 tal que

associadas a estas existam as fungoes gy, g2 : R — R, satisfazendo Fy(t) = A1g1(t), Fo(t) =

Asga(t), com A; € Tei=1,2,...se:

t—a t—a

t—a —a

de modo que ,0 ¢ Ay e Ly # 0

temos as propriedades:

11Hl<F1 + Fg)(t) = A1 . L1 + AQ . LQ

A demonstragdo decorre imediatamente da defini¢cdo de limite.
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4 Teoria Fuzzy

4.1 Teoria dos Conjuntos Fuzzy

A Teoria dos conjuntos fuzzy iniciou-se em 1965 em um artigo publicado pelo
matemadtico Lotfi Asker Zadeh , professor no Departamento de Engenharia Elétrica e
Ciéncias da Computacdo da Universidade da Califérnia, em Berkeley. Sua principal
intengdo for dar um tratamento matematico a certos termos linguisticos subjetivos como,
“aproximadamente”, “em torno de ”, dentre outros, a exemplo do que faz o ser humano.
Esse seria o primeiro passo no sentido de realizar a programacao e armazenar conceitos
vagos em computadores, tornando possivel a producao de célculos com informagdes

imprecisas.

Defini¢ao 9 (BASSANEZI, 2010) : Seja X um conjunto e A um subconjunto de X. A fungio

caracteristica de A é dada por

1, se x €A,
Xa(z) = (34)
0, se z¢A.

dessa forma, x 4 é uma fungdo cujo dominio é X e a imagem estd contida no conjunto
{0,1}, de modo que xa(x) = 1 indicando que o elemento = estd em A, enquanto
x4(z) = 0 indicando que = ndo é elemento de A.

A ideia de conjunto fuzzy estabelecida por Zadeh, permite uma espécie de
"relaxamento" no conjunto imagem da fungdo caracteristica para o intervalo [0, 1]. Com
esse "relaxamento” pode-se estudar os casos dos elementos cuja pertinéncia em um
conjunto nao é precisa, ou seja, em que ndo é possivel saber se um elemento pertence
efetivamente a um determinado conjunto. Por exemplo, considere o subconjunto dos

\l

numeros reais “prorimo de 2".

A ={x € R,z é préximo de 2} (35)

Pergunta: O niimero 7 e o ntimero 2.001 pertencem a A ? A resposta a esta
pergunta é incerta pois ndo sabemos até que ponto podemos dizer objetivamente
quando um ntmero estd proximo de 2. Neste caso é plausivel dizer que o elemento
(ntmero 2, 001) do conjunto universo se enquadra "melhor" ao termo que caracteriza o

subconjunto dos ntimeros reais "préximos de 2" do que o ntimero 7.
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Conforme visto anteriormente, os conjuntos classicos sdo definidos por fun¢des
caracteristicas. Em contrapartida, os conjuntos fuzzy podem ser caracterizados por
fungdes de pertinéncia. Na fungao caracteristica dos conjuntos cldssicos deve-se decidir
o grau 0 ou 1 de um elemento a um subconjunto, enquanto isso nos conjuntos fuzzy as

fungdes de pertinéncia permite determinar um valor real arbitrdrio entre O e 1.

Definicao 10 (BASSANEZI, 2010; GOMES, 2014) : Um suconjunto Fuzzy F de X é um
subconjunto {(x, ur(z)) : © € X} nio vazio de X x |0, 1] para alguma fungdo.

pa s X —[0,1] (36)

sendo que 14 () significa o grau com que z pertence a F'.

Desse modo tem-se que:

1. pp(z) = 1, z pertence totalmente ao conjunto ¥
2. 0 < pp(z) < 1, z pertence parcialmente ao conjunto £

3. pp(z) =0, x ndo pertence ao conjunto F

E Possivel ver na definicio anterior que um subconjunto fuzzy F pode ser
representado por um conjunto de pares ordenados, cada um com o primeiro elemento
x € X, eosegundo elemeto pp(x) € [0, 1]. Em outras palavras, um subconjunto fuzzy F
de X é dado por um conjunto (cldssico) de pares ordenados. A fungdo p4(x) é pré-fixada
e chamada fungao de pertinéncia do subconjunto fuzzy F'. O indice F' na funcdo de
pertinéncia é usado em analogia a funcdo caracteristica de um subconjunto cléssico,

conforme definicao.

O conjunto formado por todos os subconjuntos fuzzy de X serd denotado aqui
por F(X). Embora a nomenclatura mais apropriada seja dizer que F' é um subconjunto
tuzzy de X, em outras ocasides F' é conjunto fuzzy, ficando implicita a existéncia de um
conjunto X onde esté definida a fungdo de pertinéncia de F'.

Dado um subconjunto fuzzy A de X, é pertinente classificar seus elementos
através de uma "hierarquia"definida pelo grau de pertinéncia desse elemento, o conjunto

desses elementos é denominado a-nivel.

Defini¢ao 11 (BASSANEZI, 2010) Seja A um subconjunto Fuzzy de X. Os a-niveis de A

sdo definidos como o0s conjuntos cldssicos
[Ala ={z € X : pa(x) = a}, (37)

comO<a<l
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Para o = 1 tem-se
(A" ={z € X : pa(z) =1} (38)

que é denominado niicleo de um conjunto fuzzy.

[a]® X

Figura 11 — a—niveis:[A]*.

A Figura 11 apresenta ideia do a-nivel, nela verifica o estabelecimento de uma
hierarquia a elementos do conjunto A, em outras palavras, um elemento x € X estara
em uma classe A se seu grau de pertinéncia for maior que um certo nivel « € (0, 1] que

define esté classe.

Definicao 12 (BASSANEZI, 2010) : Seja A um subconjunto fuzzy de X. Suporte de A,
supp[A], sdo todos os elementos de X que tém grau de pertinéncia diferente de zero em A,
ou seja,

supplA] = {z € X : pa(z) > a}, (39)

No caso de o = 0, ou seja, [A] tem-se o fecho do suporte de A que é dado por:

[A]" = supp(A) (40)

O nivel zero de um subconjunto fuzzy A é definido como sendo o menor sub-

conjunto (classico) fechado de X que contém o conjunto suporte de A.

Defini¢ao 13 (BASSANEZI, 2010) : Diz-se que o conjunto fuzzy A de X é normal se existir
x € A tal que:

) =1 (41)

Definicao 14 (BASSANEZI, 2010; GOMES, 2014) : Diz-se que o conjunto fuzzy A e B sdo
iguais se,
pra(z) = pp(z), Ve € X (42)
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Teorema 4.1.1 (BASSANEZI, 2010; GOMES, 2014) : Sejam A e B subconjuntos fuzzy de

U. Uma condigio necessdria e suficiente para que A = B é que [A]* = [B]®, para todo o € [0, 1].

Definicao 15 (BASSANEZI, 2010) : Um conjunto fuzzy A estd contido em um conjunto
fuzzy B, e escrevemos A C B, se

() < ia(e), Vo € X (43)

Analisando o conjunto vazio () vemos que, como o conjunto vazio ndo possui
elemento, o grau de pertinéncia de um elemento em relagao a ele é zero, ou seja, tem
fungdo de pertinéncia ((x) = 0. Por outro lado, o conjunto universo (X) tem fungéo de
pertencia X (z) = 1 para todo = € X. Portanto podemos dizer que ) C Ae que A C X
para todo A.

Definicao 16 (BASSANEZI, 2010) : A unido entre A e B é o subconjunto fuzzy de X cuja
fungdo de pertinéncia é dada por

Heaum) (@) = maz{jua(e), ps(@)} = pa@) V us(e),x € X (44)

HAuB

Hi 5

Figura 12 — Unido de dois conjuntos fuzzy.

Definicao 17 (BASSANEZI, 2010) : A intersecgio entre A e B é o subconjunto fuzzy de U
cuja fungdo de pertinéncia é dada por

fianp) () = min{pa(z), pp()} = pa(r) A pp(r),r € X (45)
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Pang

X

Figura 13 — Interseccdo de dois conjuntos fuzzy.

Defini¢do 18 (BASSANEZI, 2010) : O complementar de A é o subconjunto fuzzy A® de X
cuja fungdo de pertinéncia é dada por

prac(z) =1 —pa(z)r € X (46)

Figura 14 — Complemento fuzzy.

4.2 Principio da Extensdo de Zadeh

Partindo do principio da extensdo de Zadeh, torna-se possivel estender uma
funcdo f em valores reais para uma correspondente em valores fuzzy, ou seja, essa
ferramenta permite calcular a imagem de um conjunto fuzzy por meio de uma fungéo
conhecida. Essa ferramenta foi proposta por Zadeh e é o conceito bésico da teoria de
l6gica fuzzy que sustenta a extensdo das expressdes matematicas do dominio cldssico
ao dominio fuzzy (BASSANEZI, 2010).

Exemplo 8 Considere a relagio y = 2x + 4. Sabemos que, se x = 3 entdoy = 2 x 3+ 4 = 10.

A pergunta é, como podemos calcular o valor de y se = for dado por um conjunto fuzzy
de modo que z é "préximo de 3"?
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Com o principio da extensdo tem-se um método para fazer isso seguindo a
seguinte "ideia": Y = 3x “préximo de 3” +4 = "préximo de 10”.

Definicao 19 (BASSANEZI, 2010; GOMES, 2014) : Seja uma fungio f : X — Z, X e Z
conjuntos crisp e A um subconjunto fuzzy de X. O principio de extensdo de Zadeh de f define
uma fungio fuzzy f : F(X) — F(Z) que, quando aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy de
Z, cuja fungio de pertinéncia é dada por:

SUDgef-1(z) /J(:L’), se f_l(z) 7é 0

(47)
0, se [7Hz)=10

pi(z) =
sendo f~! = {z|f(z) = 2z} denominado pré-imagem de z pela funcdo f.

Segundo (Jafelice, 2004), pode-se descrever o principio da extensdo de Zadeh da
seguinte forma:

1. O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido pelo grau de
pertinéncia de sua pré imagem.

2. Quando um valor do contradominio é mapeado por vérios do dominio, o seu grau
de pertinéncia é obtido pelo valor méximo dos graus de pertinéncia dos valores
de entrada.

Exemplo 9 Considere X = {1,2,3,4},Y = {1,2,3,4,5,6} e f(x) = =z + 2. Se A =
{(1,0.1),(2,0.2),(3,0.7), (4,1)} entdo, a imagem de A por meio de f serd o subconjunto fuzzy:

f(4) ={(3,0.1),(4,0.2),(5,0.7), (6, 1)} (48)

Figura 15 — Diagrama da fungio f do principio da extensio.
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Por meio de diagrama apresentado na Figura 15, tem-se que:

4.2.1 Numero Fuzzy

O conceito de nimero fuzzy é uma ferramenta importante em aplicacdes de
conjuntos fuzzy e légica fuzzy, além de indispensavel para andlise fuzzy de equagdes
diferenciais fuzzy (BASSANEZI, 2010).

Definicao 20 (BASSANEZI, 2010; GOMES, 2014) : Um subconjunto fuzzy A é chamado
de miimero fuzzy quando o conjunto universo no qual ji 4 estd definida, é o conjunto dos niimeros
reais R e satisfaz as condigdes:

(i) Todos os a-nfveis de A sdo ndo vazios, com 0 < o < 1 ([A], # 0);
(i) Todos os a-niveis de A sdo intervalos fechados de R;

(i) SuppA = {x € R : pa(x) > 0} = [A], é limitado.

O namero fuzzy generaliza o niimero real cldssico e, de uma forma rastica, um

namero fuzzy é um subconjunto da reta real com algumas propriedades adicionais.

Como visto na defini¢do anterior, os a-niveis de um ntimero fuzzy A sdo interva-

los fechados de R, neste trabalho denotaremos esses a-niveis por:

[A]* = [ag;, agy) (49)

Teorema 4.2.1 (GOMES; BARROS; BEDE,2015) : Se A é um niimero fuzzy e [A]* =

Q o q, o) Ap-
[ag,, ad,] sdo seus o -niveis, entdo:

1. [A]* = [a§,, aly] é um intervalo fechado para todo o € [0, 1]
2. Se0 < ag < ag < 1entdo [A]*2 C [A]™.

3. Para qualquer sequéncia a,, que converge por baixo para « € (0, 1] tem-se,
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4. Para qualquer sequéncia a,, que converge por cima para 0 tem-se.

n=1

Considere também que, se A é um ntiimero fuzzy, denota-se seus « -niveis por

[A]* = [af;, af,], onde, af; = Inf A% e af, = sup A,.

Por meio do Teorema anterior, tem-se que os a-niveis de um ntmero fuzzy A

sdo intervalos fechados de R.

Neste trabalho, a familia dos ntimeros fuzzy sera indicada por F(R). De posse
dessas informagdes percebe-se que, se ndo houver incerteza em relacdo a um deter-
minado valor, o nimero fuzzy se reduz a um namero real. Por exemplo, ocorre a
unanimidade de dizer que o dobro de uma quantia em "torno de 6" resulta em uma
quantia em "torno de 12". Se, no exemplo, retirando a incerteza em relagdo ao niimero 6,

ou seja, calcularmos o dobro de 6 tem-se que o resultado serd o nimero real 12.

Diante disso tem-se que, o ntimero fuzzy é uma generaliza¢do do nimero real.
Todo ndmero real r é um caso particular de niimero fuzzy, cuja funcdo de pertinéncia é

sua fungao caracteristica:

1, se z=r

- = 50
X (7) 0, se z#r G0

Indica-se por xy,}, apenas por 7, cuja representacdo gréfica estd representado na

Figura 16.

O

Figura 16 — Representacdo do ntimero fuzzy 7.

Portanto, o conjunto de nimeros reais R é um subconjunto (classico ou crisp) de
F(R).
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Os ntimeros fuzzy mais comuns sdo os triangulares, trapezoidais e os em forma
de sino. Tais nimeros possuem esses nomes devido as suas fun¢des de pertinéncia
definirem graficos cujas formas se assemelham com tais figuras.

Definicao 21 (BASSANEZI, 2010) : Um niimero fuzzy A é dito triangular se sua fungdo de
pertinéncia é da forma:

0, se r<uaq
= sea<r<u
pa(r) = \ (51)
fﬁ, seu<z<b
0, sex>b

Figura 17 — Ntmero fuzzy triangular.

Como se pode ver na Figura 17, o gréfico da funcao de pertinéncia de um ntimero
fuzzy triangular tem a forma de um tridngulo, tendo como base o intervalo [a, b] e, como
unico vértice fora desta base, o ponto (u, 1). O ntimero fuzzy triangular sera dentado
pela terna ordenada (a, u, b). Observe que o ntimero fuzzy triangular A é um modelo
matemadtico razodvel para a expressdo linguistica do tipo “em torno de u” ja que se
espera uma simetria para esse caso. Mas a condi¢do de simetria ndo é obrigatoria, ja
que ¢ — b pode ser diferente de b — a e a sua existéncia vai depender da natureza do
problema.

Seus a-niveis serdo:

r—a

>a=zr—a>alu—a)=>z>(u—a)a+ta (52)
u—a

x_z204:>:E—b2a(u—b)=>a:2(u—b)0z+b (53)

u —
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De forma simplificada, os a-niveis de um namero fuzzy triangular é da forma:
[A]* = [af, a5] = [a + (u — a)a, b+ (u = b)a] (54)

para todo a € [0, 1]

Definicao 22 (BASSANEZI, 2010) : Um niimero fuzzy A é dito trapezoidal se sua fungio
de pertinéncia tem a forma de um trapézio e é dada por:

(

2, se a<a<b
—a
1, seb<zxr<ec¢
pal@) =9 (55)
e, sec<rx< d
—C

0, caso contrario

()

e o oo

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| !

a b ¢ d R

Figura 18 — Ntmero fuzzy trapezoidal.

Definicao 23 (BASSANEZI, 2010) : Um niimero fuzzy tem forma de sino se a fungio de
pertinéncia for suave e simétrica em relagdo a um niimero real. A sequinte fungdo de pertinéncia

tem estas propriedades para u,a e § € R.

2
exp | — (22 , o seu—90<z<u+9d
ey — {7 C) (56)
0, caso contrario
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u—0 u u—+ 4 R

Figura 19 — Ntmero fuzzy em forma de sino.

4.2.2 Operagdes com Numeros Fuzzy

As operagdes aritméticas envolvendo ntiimeros fuzzy estdo relacionadas 4s ope-
ragdes aritméticas intervalares. Como vimos anteriormente, operagdes aritméticas para
intervalos estendem as respectivas operagdes para ntimeros reais. Observe que, um
numero real pode ser considerado como um intervalo fechado com extremos iguais, por

exemplo, o nimero 2 pode ser considerado como o intervalo [2, 2].

A ferramenta utilizada para se obter as operag¢des aritméticas dos ntimeros fuzzy,
resulta da aplicacdo do principio de extensdo. Segundo Bassanesi (2010), tem-se que
as fungdes caracteristicas de cada um dos intervalos obtidos, por meio das operagdes
aritméticas intervalares, podem ser obtidas diretamente das respectivas operacdes para

nuameros reais.

Usando o teorema a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em Pedrycz
e Gomide [1998], pode se fazer as operag¢des por meio dos a—niveis dos conjuntos fuzzy

envolvidos.

Teorema 4.2.2 (BASSANEZI, 2010; GOMES, BARROS, BEDE, 2015) : Sejam A e B nii-
meros fuzzy com a-niveis dados, respectivamente, por [A]* = [af, a$] e [B]* = [b3, b3]. Entdo
valem as sequintes propriedades:

(a) A soma entre A e B é o niimero fuzzy A + B cujos a-niveis sdo

[A+ B|* = [A]* 4 [B]* = [a] + b, a§ + bS] (57)

(b) A diferenga entre A e B é o mimero fuzzy A — B cujos a-niveis sio

(A= B]* = [A]" = [B]" = [af — b3, a5 — b] (58)
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(c) A multiplicacdo de \ por A é o miimero fuzzy A\A cujos o-niveis sdo:

[Aaf, Aag], seA >0
AA]™ = [MA]* = (59)
[Aag, Aaf], seA <0

(d) A multiplicagdo de A por B é o niimero fuzzy A - B cujos a— niveis sdo:
[A- B]* = [A]* - [B]* = [min P,max P)| (60)

— [eFNe (e Ne2 [eF N6 [egNe?
onde P = [a7by, afbs, a5b§, agby]

(e)A divisdo de A por B, se 0 ¢ suppB, é o niimero fuzzy cujos o- niveis sio:

-l

Exemplo 10 Considere os niimeros fuzzy triangulares simétricos A = (1;2;3) e B = (3;4;5),
portanto [A]* = [1 +a,3 —a]e [B]* =3+ a,5 — al.

Entdo, pelo teorema anterior.

A+ B]*=[A*+[B]*=[1+®3—a]+[3+ a,5b—a] = [4+ 2«,8 — 2a]. Portanto,
A+ B = (4;6;8).

[A-B]*=[A]*—[B]* =[14a,3—a]|—[3+a,5—a] =[1+o,3—a]+[-5+a,-3—qa] =
[—4 + 2, —2a] = (—4; —2;0). Portanto, A — B = (—4;2;0).
[4-Al*=4-[A]*=4-[1+a,3—a]=[4-(14+a),4-(3—«)] = [4+4a, 12 —4- a]. Portanto,
4-A=(48;12).

4.2.3 Conectivos Basicos da Logica Fuzzy

No inicio do estudo da l6gica matematica tem-se, o estudo dos conectivo légico
que também pode ser chamado de operador l6gico. Sdo simbolos ou palavras que
sdo usados para conectar duas ou mais sentencas. Uma sentenga pode ser vista como
expressdo de uma proposi¢do onde ela é algo que possa ser falso ou entdo verdadeiro,
de modo que o sentido da sentenca composta produzida dependa apenas das sentengas
originais. Como a exemplo de sentenga, tem-se:

“Se a estd em A e b estd em B, entdo c estd em C ou d ndo estd em D”
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£a_ 7 A

Os conectivos 16gicos presentes na sentenga anterior sdo: “e”, “ou” e “se...entdo”.
Na légica cldssica o “e” recebe o nome de conjungdo, o “ou” recebe o nome de disjuncdo
e 0 “se... entdo” recebe 0 nome de implicacdo e seus simbolos matemaéticos sdo respecti-
vamente "A", "V"e "=". Na logica clédssica, sentencas verdadeiras tem valor légico 1, e

sentencas falsas tem valor 16gico 0.

Logo, dado duas preposi¢des p e ¢, tem-se que:

e Ovalor légico da sentenca “p A ¢” s6 terd valor 1 quando p e ¢ forem 1, nos demais
caso o valor légico serd 0.

e O valor légico da sentenca “p Vv ¢” tera valor 0 quando p e ¢ forem 0, nos demais
casos o valor l6gico sera 1.

e O valor l6gico da sentenga “p = ¢” terd valor 0 quando p tiver valor 0 e ¢ tiver
valor 1, nos demais casos o valor 16gico sera 1.

Com isso, pode-se observar que p e ¢ assumem apenas os valores 0 ou 1. Por isso,
a logica classica é também denominada de “légica a dois valores”. Por outro lado, na
l6gica fuzzy deve-se atribuir um valor que indique o quanto a proposi¢do “a estd em A”
é verdadeira, sabendo que um elemento a pode pertencer a A com valores no intervalo
0, 1].

Com essa nova caracteristica, para realizar a avaliacdo l6gica dos conectivos no
sentido fuzzy, deve-se estendé-los. Tais extensdes sdo obtidas por meio das normas e

conormas triangulares.

Definicao 24 (BASSANEZI, 2010; KLEMENT, MESIAR, PAP, 2000) : A operagio bind-
ria T : [0,1] x [0,1] — [0, 1], T(z,y) = 2Ty é uma t-norma se satisfaz as sequintes condigdes:
Ty ) elemento neutro: T'(x,1) = 2T1 =z,

Ty ) comutativa: T(x,y) = 2Ty = yTx = T(y,x),

Ts ) associativa: T (y, z) = (zTy)Tz,

T, ) Monotonicidade: se x < ye z < w entdo xTz < yTw.

Na operacdo t-norma considera o operador A que modela o conectivo “e”. Como

exemplo, tem-se

A :[0,1] x [0,1] — [0, 1] (62)
x Ay =min{z,y}
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Definicao 25 (BASSANEZI, 2010; KLEMENT, MESIAR, PAP, 2000) : A operagio bind-
ria S 1 [0,1] x [0,1] — [0,1], S(x,y) = xSy é uma t-norma se satisfaz as sequintes condigdes:
Sy ) elemento neutro: S(0,z) = 0Sx =z,

Sy ) comutativa: S(z,y) = ©Sy = ySx = S(y,x),

Ss ) associativa: xS(y, z) = (xSy)Sz,

Sy ) Monotonicidade: se v < uey < v entdo xSy < uSv.

Na operagdo t-conorma considera o operador VV que modela o conectivo “ou”.

Como exemplo, tem-se:

Vi [0,1] x [0,1] = [0, 1] (63)
zVy=max{z,y}

t-normas e t-conormas servem para dar base tedrica para os sistemas baseados em regras

fuzzy, que serdo as principais ferramentas da logica fuzzy utilizadas neste trabalho.

Definicao 26 (BASSANEZI, 2010; KLEMENT, MESIAR, PAP, 2000) : Um operador =
0,1] x [0,1] — [0, 1], é uma implicacio fuzzy se satisfizer as seguintes condigdes:

1. Reproduzir a tabela da implicacdo clédssica, ou seja, o valor l6gico da sentenca

“p = q” s6 terd valor 0 quando p for 1 e ¢ for 0;

2. For decrescente na primeira varidvel, ou seja, para cada x € [0, 1] tem-se,
(a=2x)<(b=1x)sea>0b.
3. For crescente na segunda varidvel, ou seja, para cada = € [0, 1] tem-se,

(x=a)<(x=10)sea>0b.

Portanto, o conceito de implica¢do fuzzy estende a implicagdo cldssica para o

intervalo [0, 1] e a restrigdo aos vértices coincide com os valores da implicagdo cléssica.

Retomando a sentenca,
“Se a estda em A e b estd em B, entdo ¢ estd em C ou d ndo estd em D”

e utilizando o conceito fuzzy, pode-se reescreve-la da forma:
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“Seaé AebéB,entiocé CoudéD”

Onde o diferencial, nos dois casos é que, tomando como exemplo a preposi¢do

n_n

"a estd em A"queremos saber se o elemento "a"pertence ou ndo pertente ao conjunto
"A". No caso "a é A"queremos saber o quanto o elemento "a"pertence ao conjunto "A",

n_n

ou seja, 0 quanto que "a"estd em "A".

a) b)

c)

Figura 20 — Em a) circulo interior ao quadrado , em b) circulo exterior ao quadrado e
em c) circulo “parcialmente” interior ao quadrado.

Utilizando a Figura 20 como uma forma de representar a situacdo de pertence,
ndo pertence e o quanto pertence. Considerando o quadrado como um conjunto e
o circulo como um elemento. Na l6gica cldssica s6 estuda os casos a) e b) da Figura
20, onde o elemento pertence ou ndo pertence ao conjunto. Na légica fuzzy pode-se
trambalhar além dos casos a) e b) também o caso c) da Figura 20, onde tem-se a condi¢do

de estudar o quanto o elemento pertence ao conjunto.

424 Relacdo

O entendimento de diversos fendmenos do mundo real o estudo de associagoes,
relagdes ou interagdes entre elementos de diversas classes, é de fundamental importan-
cia. Como exemplo, nas relagdes humanas, considere a relagdo de amizade entre duas
pessoas, que se consideram amigos. simplificando a realidade, tem-se que ou alguém é
seu amigo ou ndo é. Por outro lado uma relacdo de amizade fuzzy entre duas pessoas

pode considerar o grau de amizade entre elas.

Em ecologia, os seres vivos de uma mesma comunidade relacionam-se entre si e
com o meio. Segundo Braga et al. ( 2005) duas ou mais espécies que convivem em um
mesmo habitat podem desenvolver relagdes mutuas, tais relagdes podem ser favoraveis
ou desfavordveis para uma ou para todos os envolvidos na rela¢do. Estas intera¢des

podem ocorrer entre individuos da mesma espécie (relagdes intraespecificas), e também
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de outras populagdes (relacdes interespecificas). A exemplo, tem-se a predagdo que é

uma relagdo negativa, em que a espécie predadora ataca e devora a espécie presa.

Matematicamente, o conceito de relacdo é formalizado a partir da teoria de con-
juntos. Para simplificar, incialmente, considere uma relagdo binaria entre os conjuntos A
e B.

Definicao 27 (BASSANEZI, 2010) : Dados os conjuntos A e B, o produto cartesiano de A

por B, denotado A x B (lé-se: A cartesiano B), é o conjunto formado por todos os pares ordenados
(a,b),ondeaa € Aeb e B,istoé;

A x B = {(a,b)|Va € A,Yb € B} (64)

Exemplo 11 Dados dois conjuntos A = {1,3,5} e B = {2,4,6,8}, entdo A x B serd

Ax B = (172); (174); (1’6); (178); (3’ 2>; (374);

(65)
(3,4),(3,6);(3,8);(5,2); (5,4); (5,6); (5,8)

Definicao 28 (BASSANEZI, 2010 ) : Dados os conjuntos A e B, uma relagio R de A em B,
denotada R : A — B (lé-se: R de A em B), é qualquer subconjunto do produto cartesiano
A x B.

Agora, observe estes subconjuntos de A x B

Ry = (1,2);(1,8);(3,4); (3,6); (5,4); (5,8)
Ry = (1,4);(3,2); (5,6)

Ry =1

R,=AxB

Ri=(3,8)

Ry, Ry, R3, Ry e Rs5 sao relagdes bindrias entre os elementos do conjunto A e os
elementos do conjunto B (ou rela¢des bindrias de A em B), pois todos sdo subconjuntos
de A x B.

Vimos que uma relagdo classica indica se hd ou ndo alguma associagdo entre
dois objetos, j& uma relagdo fuzzy, além de indicar se ha ou ndo tal associagado, indica

também o grau desta relacao.

Defini¢dao 29 (BASSANEZI,2010 ) : Uma relagio (cldssica) R sobre X1 X Xy x X3--- X, é
qualquer subconjunto (cldssico) do produto cartesiano X; x Xy x X3 -+ X,,.
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Como a relagdo R é um subconjunto do produto cartesiano, entdo ela pode ser

representada por sua fungdo caracteristica.

Xr=X1 xXox X3 X, = {0,1}, (66)
onde
17 se XR(.I’l,CL'Q,IEg, te '7xn) S A7
XR($17$2,$3, T '737n) = (67)
07 se XR(xlax%xfi? T Tn ¢ A

Segundo Bassanezi (2010, p.73) “O conceito matematico de relacdo fuzzy é
formalizado a partir do produto cartesiano usual entre conjuntos, estendendo a fungao

caracteristica de uma relagdo classica para uma fungdo de pertinéncia”.

Definicao 30 (BASSANEZI, 2010 ) : Uma relagdo fuzzy R sobre X7 x X3 X X3 x --- x X,
é qualquer subconjunto fuzzy de X1 x Xy x X3 x - - - x X,,. Assim, uma relagio fuzzy R é
definida por uma fungio de pertinéncia up : X1 x Xo X Xz x -+ x X, = [0,1]

No caso em que o produto cartesiano é formado por apenas dois conjuntos

X; x X, tem-se uma relagdo fuzzy binaria sobre X; x Xo.

Definic¢ao 31 (BASSANEZI, 2010 ) : O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy
Ay Ay As, - Ay de X, Xo, X, - - -, X, respectivamente, é a relagdo fuzzy Ay x As x Ag X
Ay x -+ x A, , cuja fungdo de pertinéncia é dada por:

(A, Ag,As e, An) (T1, T2, 3, -+ ) = fia, (T1) A pray (T2) A prag(23) A A pia, (7). (68)

Onde A representa o minimo.

4.3 Equacdo Diferencial Fuzzy

Considerando-se que as incertezas tenham natureza aleatéria, o modelo Malthu-
siano pode ser tratado por meio das equagdes diferenciais estocasticas, mas se as
incertezas forem modeladas por meio de subconjuntos fuzzy pode-se utilizar as equa-
¢Oes diferenciais fuzzy e elas podem ser tratadas de varias formas, tais como: equagdes
diferenciais fuzzy (a partir da derivada de Hukuhara), inclusdes diferenciais fuzzy,
extensdo da solugdo deterministica e base de regras fuzzy (BASSANEZI ,2010). Neste
trabalho o enfoque serd dado aos métodos de Equacdes diferenciais fuzzy a partir da
derivada de Hukuhara e o método via Base de regras fuzzy.
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Retomando o modelo de crescimento malthusiano que pressupde que “o cres-
cimento de uma populacdo é proporcional a prépria populacdo”. Tem-se o modelo

continuo dado pela equagédo diferencial.

ip | AP(t)

> 69
dt P(ty) = P )

Com P(t) e A sendo ntimeros reais em que P(t) é o nimero de individuos em
cada instante ¢ e py indica a quantidade inicial de individuos da populagdo. Observe
que as informagdes citadas anteriormente consideram que as grandezas \ e p, , taxa de
crescimento e populagdo inicial respectivamente, sdo bem determinadas, portanto ndo
hé incertezas nos dados. No entanto em um modelo mais préximo da realidade tais
grandezas podem ser consideradas incertas devido ao ntimero de individuos de uma
populacdo por vezes ndo possivel de contagem, a exemplo, ntimeros de insetos em uma
plantacdo, e sua taxa de crescimento ndo ser uma constante fixa. Levando esse fato em
consideragdo, obtém-se incertezas em relagdo a quantidade exata de individuos de uma

populacdo (py) e em relagdo a sua taxa de crescimento ().

A estreita relagdo entre logica fuzzy e a teoria intervalar também estéd presente
no conceito de derivada fuzzy. A derivada de Hukuhhara esta diretamente ligada no
conceito de derivada de Hukuhara para fun¢des com valor de intervalo (BASSANEZI,
2010). No caso unidimensional a fungao esta definida em um intervalo da reta real e
leva a valores no conjunto dos nimeros fuzzy, ou seja, a fungdo P associa um ntimero

real ¢ a um namero fuzzy P(t).

P :la,b] - F(R), a > 0. (70)

Sendo F(R) o conjunto dos nimeros fuzzy.

Uma funcgéo a valores fuzzy F : [a,b] C R — Rz associa cada ntimero real
t € [a,b] C R aum namero fuzzy F(t) € Rx.

Uma funcdo a valores fuzzy leva pontos cldssicos a ntiimeros fuzzy.

Exemplo 12 A fungdo F(t) = At onde A = [1,2] et € R é uma fungdo cuja as imagens sio
intervalos.
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"R

Figura 21 — Valor de F'(t) = Atcom A = [1,2] et = 1.

Tem-se que a imagem da fungdo F'(t) = At onde A = [1,2] e t = 2 é o intervalo
2, 4].

Exemplo 13 A fungio F(t) = At onde A = (1,1.5,2) et € R é uma fungio cuja as imagens
sdo niimeros fuzzy triangulares.

‘R

Figura 22 — Valor de F(t) = Atcom A = (1,1.5,2) et = 2.

Tem-se que a imagem da funcdo F'(t) = At onde A = (1,1.5,2) et = 2 é o nimero
fuzzy triangular A = (2,3,4)

Para o caso unidimensional define-se a derivada de P(t) a partir de seus a-niveis
(Bassanezi, 2010). Sendo F': [a,b] C R — Rz, a > 0, os a-niveis de P(t) sdo [p{(t),ps(t)],

ou seja,

P(t) = [P (t), p3(1)] (71)

Tal funcdo estd bem definida se, e somente se, para cada valor distinto de o €

[0, 1], existem fungdes reais (classicas).

pr o5 [a,b] = R (72)
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Por simplicidade e afinidade com a notagao, sera utilizado a notagao classica de
derivada e integral, ou seja, a derivada de fung¢des fuzzy sera representado por p’' e a

integral de fungdes fuzzy por fab F(t)dt

Definicao 32 (BASSANEZI, 2010) (Derivada de Hukuhara) Supondo a existénca da derivada
classica (p$)'(t) e (ps)'(t). A derivada da fungdo p' : [a,b] — F(R) cujos a—nives sio dados
por:

'] = [(p7)' (1), (5)' (1)) (73)
para todo o € [0, 1]

Exemplo 14 Seja a fungio P(t) = At,t > 0 com A um niimero fuzzy, cujos a-niveis sio dados
pelos intervalos [A]* = [af, as] e [P()]" = [p?(t), p3 ()] = A%t = [af, ag]t = [a?', a31]

Figura 23 — Fungédo P(t) e seus a-niveis.

Tomando [P(#)]* = [p7(t), p3 (1)], sua derivda serd: [P'()* = [(p7)' (1), (p3)'()] =
[(p7t)', (p51)'] = [(a7t)’, (a3t))] = [af, a5]
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Figura 24 — Derivada da funcdo P(t) e seus a-niveis.

portanto p'(t) = A.

A integral de F': [a,b] C R — Rx também é definida por meio de seus a-niveis,
a partir da integral de Aumann, a principio ela foi definida para fung¢des com valores

em conjuntos classicos (Bassanesi, 2010)

Definicdo 33 (BASSANEZL,2010) : A integral F' : [a,b] C R — Ry, indicada por [ f(t)dt

é o niimero fuzzy com a—nfiveis:

{ /a bp(t)dt] = [ /a bp?(t)dt, /a bpg(t)dt] (74)

onde fab pf(t)dt e f p5(t)dt sdo as integrais de Riemann das fungdes reais p{ e p§ e as

«

fungdes p§ e p§ sdo Riemann integraveis no intervalo [a, b]

Tomando P(t) = At a integral serd dada por,

{/p(t)dtr = {/p?(t)dt,/pg(t)dt} _
[/a{ftdt,/ag‘tdt} = {_a?;agg} _ W“g

Diante disso a integral de P(t) = At definida no intervalo [a, b] é dada por

(75)

[0}

{/abp(t)dt] = {/abp?(t)dt,/abpg‘(t)dt} = U “tdt, / agtdt]
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logo

/abp(t)dt:/abAtdt:A/abp(t)dt: (62;662) A

A integral de fab Atdt segue o conceito cldssico da integral de uma funcdo multiplicada
por um ntmero real, ou seja, ff Atdt é a integral de Riemann fab tdt que, multiplica o

namero fuzzy A.

Definicao 34 (BASSANEZI, 2010) A métrica para conjunto fuzzy, proviniente da métrica
de Hausdorff, é dada por:

D(A’ B) = max dH([A]ar [B]a) (77)

0<z<1

Onde dy é a métrica de Hausdorff para intervalos compactos de R. Por meio
dessa métrica Relascu provou que o espago métrico F(RR) é completo, e com isso garante
que toda sequencia convergente de namero fuzzy converge para um nimero fuzzy (
Bassanezi, 2010).

Teorema 4.3.1 (BASSANEZI, 2010) Se F,G : [a,b] — F(R) sdo fungdes diferencidveis é
A € R), entio

e F' e (G sdo continuas na métrica D;
o (F+G)(t)=F'(t)+G(t);

o (\F)(t) = AF'(1).

A demonstracdo do teorema anterior ndo serd apresentada neste trabalho mas
os interessados podem consultar Tese de Laécio Carvalho de Barros Sobre sistemas

dindmicos fuzzy - teoria e aplicagdes/1997.

4.4 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Diversas aplica¢cdes de importancia pratica em modelagem estd baseada na
concepcdo de modelos computacionais do conhecimento empregado por um especialista

humano formando um Sistema Baseado em Regras.

As regras como uma forma de representagdo do conhecimento tem uma estrutura

formada por uma sequéncia l6gica utilizando os operadores “SE (antecedente) - - -
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ENTAO (consequente)” de modo a relacionar as informagdes do antecedente, também
denominado de premissa ou condi¢do com o consequente também denominado de
conclusao.

Sistemas baseados em regras sdo sistemas especialistas, onde o conhecimento
relativo ao dominio de problemas é armazenado como regra. Tais regras sdo separadas
a depender do modo como sdo processadas, seguindo uma sequéncia légica. A partir
desse conceito, tem-se os sistema baseados em regras fuzzy que se utiliza da 16gica

fuzzy para produzir saidas para cada entrada fuzzy. Sua estrutura é dada pela Figura
25.

Base
de
Regras
reX ey
-—"'l Fuzficagio I Defuzaficagio Y
Logica
Conjunto de i Conjunto
fuzzy em X Decisio Fuzzy em ¥

Figura 25 — Arquitetura de sistemas baseados em regras fuzzy. Fonte: Peixoto, 2005.

Como fica evidente na Figura 25, o sistema baseado em regras fuzzy é com-
posto por quatro etapas: fuzzificador (processador de entrada), um conjunto de regras

linguisticas, um método de inferéncia fuzzy e um defuzzificador (processador de saida).

O fuzzificador que gera a fuzzificagdo é o processo pelo qual os valores de en-
trada do sistema sdo convertidos para conjuntos fuzzy, com seus respectivos dominios.
E uma transformagao do dominio de ntimeros reais para o dominio fuzzy. Na Fuzzifi-
cacdo também h4 atribui¢tes de valores linguisticos, descri¢cdes vagas ou qualitativas,
definidas por fung¢des de pertinéncia. As fung¢des de pertinéncia sdo formuladas para

cada conjunto fuzzy envolvido no processo (Bassanezzi, 2010) .

Uma base de regras fuzzy tem a forma,
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R,: “Proposi¢do ao fuzzy 17
ou
R,: “Proposi¢do ao fuzzy 2”

ou
R;: “Proposi¢do ao fuzzy 3”

R : “Proposiciio ao fuzzy r”

Figura 26 — Forma geral de uma base de regras fuzzy.

Nos sistemas baseados em regras fuzzy cada proposicdo fuzzy tem a forma,
SE “estado” ENTAO “reposta”

Pode-se considerar a base de regras, como sendo um moédulo que faz parte do
“nicleo” do controlador fuzzy, ela caracteriza os objetivos e as estratégias utilizadas por
especialistas da drea de conhecimento, por meio de um conjunto de regras linguisticas

que é composto pelas proposi¢des fuzzy.

O método de inferéncia participa proporcionando que cada proposicdo fuzzy
seja “traduzida” matematicamente por meio das técnicas de inferéncia fuzzy, é onde
se define quais regras de inferéncia, t-normas e t-conormas serdo utilizadas para se
obter a relacdo fuzzy que modela a base de regras (BASSANEZI, 2010). Neste trabalho
serd utilizado o Método de Mamdani, publicado em 1973. Ele propde uma relacdo
fuzzy bindria para modelar matematicamente a base de regras agregando as regras por
meio do operador 16gico OU, modelado pelo operador matemético Vv, em cada regra,
os operadores l6gicos E sdo modelados pelo operador minimo A em uma proposigao
condicional.

Assim como Peixoto (2005), serd utilizado como exemplo do método apenas
duas regras genéricas, representadas na Figura 27.
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X Y Z
x v . max
1, Z

2z

Figura 27 — Método de Inferéncia de Mamdani.

1. Em cada regra R; a condicional “Se x é A; , Entdo y é B;” é modelada pela

aplicacdo o minimo;

“”_ 7

2. Adota-se a aplicagdo V (minimo) para o conceito l6gico “e” e o A (maximo) para

1" 4

ou .

Assim, a relacdo fuzzy R é o subconjunto fuzzy de X x U cuja fungdo de perti-
néncia é dada por,

pr(z,y) = max (ug,(z,y)) = max [pa; (z) A pp,(y)] = 2 (78)

1<i<r 1<i<r

Sendo r o niimero de regras que compdem a base de regras, e A; e B; sdo os
subconjuntos fuzzy da regra j.

Exemplo 15 Dessa forma, para cada terna (z1; x2;y), tem-se,

Pr(T1, 2, Y) = pay, (T1) A frag, (22) A puBi(y) V pAs (21) A prAga(x2) V 1 Ba(y) =

(79)
= maz{pdi(21) V pAiz(z2) V 1Bi(y), pdai(21) V sz (x2) V 1Ba(y)}

que representa a relagdo fuzzy obtida da fase de regras pelo método de Mamdani.

A partir da Equacdo 79, pode-se observar que a saida do método de Mamdani
resulta da unido entre as saidas parciais de cada regra. Para obter cada saida parcial,
procede-se da seguinte forma: faz-se a intersegdo das entradas com cada antecedente da

regra, e em seguida, faz-se o produto cartesiano (universos distintos) dessas intersec¢oes
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com os consequentes da regra. A projecao desse produto cartesiano no espaco U é a
saida parcial para o conjunto fuzzy de entrada A (BASSANEZI, 2010).

O processo de fuzzificagdo no controlador fuzzy gera uma entrada fuzzy e a cada
entrada fuzzy o médulo de inferéncia produz, como era de se esperar, uma saida fuzzy
que indica o controle a ser adotado. Entretanto, se a entrada for um ndmero real, é de se
esperar que saida correspondente também o seja e para isso é preciso que ocorra um
processo de defuzzifica¢do, a partir da saida fuzzy, pode-se encontrar a saida cléssica
(BASSANEZI, 2010).

Fazer um processo que torne a saida fuzzy em uma saida classica é a funcdo
da defuzzificacdo. No processo, o valor da variadvel linguistica de saida inferida pelas
regras fuzzy é traduzida num valor real. O objetivo é obter-se um tinico ntimero real
que melhor represente os valores fuzzy inferidos da varidvel linguistica de saida. Dentre
os métodos de defuzzificacdo, temos o método do Centro de Gravidade ou Centroide
que é a técnica de defuzzificagdo mais comumente utilizada, representado na Figura 28.

:

7

1

G(CO) X

Figura 28 — Defuzzificador centro de gravidade G(B).

O Centro de gravidade (G(B)) é semelhante a média aritmética para uma dis-
tribuicdo de frequéncias de uma dada varidvel, com a diferenca que os pesos aqui sdo
os valores ju4(z;), que indicam o grau de compatibilidade do valor z; com o conceito
modelado pelo conjunto fuzzy B. O centro de gravidade d4 a média das areas de todas
as figuras que representam os graus de pertinéncia de um subconjunto fuzzy. Caso z

pertenca ao dominio discreto, entdo a defuzzificagdo do conjunto fuzzy A é dada pela

féormula
Zi:O pal(r;)
Por outro lado, se z é continuo, entao,
b
;)d
5 _ Jo THalzi)de (81)
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5 Informacgoes Falsa-medideira e Vespa

5.1 Chrysodeixis includens Walker, 1857. (Lepidoptera: Noc-

tuidae) - Falsa-medideira

Segundo a Cartilha Fitossanitdria da Bahia (2014/2015) os principais insetos
pragas da regido oeste da Bahia que necessitam de atencdo pelo seu potencial de danos
sdo: a Helicoverpa (Helicoverpa armigera) cujos ataque ocorre em todas as culturas; a
Lagarta-do-cartucho (Spodoptera frugiperda) que possui ineficiéncia da tecnologia Bt em
milho; a lagarta falsa-medideira (C. includens) que efetuou intensos ataques nas lavouras
de soja em 2014, a Mosca-branca (Bemisia tabaci),0 Bicudo-do-algodoeiro (Anthonomus
grandis (BAHIA, 2015). Neste trabalho focaremos nossa atengdo para Lagarta falsa-
medideira (C. includens).

A lagarta falsa-medideira, C. includens, é considerada um dos principais insetos
desfolhadores do complexo Plusiinae. Recebem esse nome pelo héabito de deslocarem
dobrando o corpo como que se medindo palmos, em decorréncia de apresentarem
apenas dois pares de falsas pernas na regido abdominal e um na regido caudal (SOSA-
GOMEZ et al., 2010).

Figura 29 — Lagarta Falsa-medideira. Fonte:Moreira; Aragao, 2009.

De acordo com a Figura 29, lagarta falsa-medideira apresenta coloracdo verde-
clara, com linhas longitudinais esbranquicadas no dorso, podendo medir 35mm (HOFFMANN-
CAMPO, 2000).

Na fase de pupa, o estdgio intermedidrio entre a larva e o adulto, a lagarta forma
uma teia sob as folhas de soja dobrando-as, Figura 30.
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Figura 30 — Pupa. Fonte: Hoffmann-Campo, 2000.

Nesse local, a pupa permanece até a emergéncia do adulto.

Na fase adulta, Figura 31, elas possuem 35 mm de envergadura, com asas anteri-
ores de colora¢do marrom com brilho ctipreo e com a asa posterior também de coloracdo
marrom (GALLO, et al., 2002) .

Figura 31 — Adulto Fonte: Hoffmann-Campo, 2000.

As lagartas se alimentam de cerca de 174 espécies de plantas sejam elas cul-
tivadas ou silvestres, exemplo do feijao, repolho, quiabo, batata-doce, fumo, tomate,
milho, sorgo, soja, algoddo, dentre outras. Tal fato demonstra que a falsa-medideira
é uma praga polifaga. Tal caracteristica, a polifagia, pode colaborar com a dindmica
populacional e condi¢do de praga, uma vez que as populagdes podem se desenvolver
simultaneamente em diferentes plantas hospedeiras dentro de uma regido ou podem
persistir no ambiente em baixa densidade até a fémea encontrar um hospedeiro capaz

de sustentar o desenvolvimento das lagartas.

Na cultura elas consomem folhas, flores e vagens da soja. Das folhas, somente
o limbo foliar é consumido, ja4 que lagarta ndo consome as nervuras da folha. Este

comportamento proporciona nas folhas um aspecto rendilhado, Figura 32, caracteristico
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do ataque da praga, indicando que no local ha sua ocorréncia (MOREIRA; ARAGAO,
2009; BUENO et al., 2007).

Figura 32 — Dano causado pela falsa-medideira em uma folha de soja. Fonte: Moreira;
Aragao, 2009.

Segundo Andrade (2014) o ciclo larva adulto dura cerca de 26 dias, a taxa de
Sobrevivéncia das fases da larva-adulto da falsa-medideira é de 82.77% até 87.23% e
a razdo sexual corresponde a valores entre 51% e 57%. Para Hoffmann-Campo (2000),

durante esse periodo pode consumir até 200 ¢m? de érea foliar da soja.

Ovos
2-3dias

Adulto 23
-

Pipa
11,3 dias

Figura 33 — Ciclo de desenvolvimento de Chrysodeixis includens. Fonte: Reid, 1975; Bueno
etal.,2012.
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Para Avila & Grigolli (2013) a populagado da falsa-medideira possui tendéncia a
surgir a partir dos 41 dias ap6s a emergéncia da soja. A lagarta é capaz de colocar mais
de 600 ovos, durante o seu periodo de vida (SILVA, 2017, HOFFMANN-CAMPO, 2000)
e, segundo Avila & Grigolli (2013), e Andrade (2014), a falsa-medideira ovipositar em
média 700 ovos, os quais sdo depositados na face inferior das folhas e nos dois tergos
superiores do dossel da plantas.

5.2 Trichogramma pretiosum Riley, 1879. (Hymenoptera: Tri-

chogrammatidae)

A vespa Trichogramma é um agente biolégico do tipo parasitoide de ovos e ocorre
principalmente em lepidépteros (borboletas e mariposas) ela estd entre os inimigos
naturais mais estudados mundialmente. A sua liberagdo para o controle biolégico de
pragas sdo realizados ha mais de 100 anos em todo o mundo no controle biolégico
de insetos e embora isso acontega, segundo Querino e Zucchi (2012) os estudos com
tricogramatideos sdo relativamente recentes na América do Sul e no Brasil os primeiros
estudos sdo datados de 1980.

Para Cruz e Monteiro (2014) as vespas Trichogramma parasitam os ovos de vdrias
tipos de insetos. Sua utilizagdo é recomendada principalmente por ser um inseto que
pode ser multiplicado em laboratério de maneira facil e econdmica, utilizando-se, para
isso, hospedeiros alternativos. Sdo de tamanho pequeno, com cerca de 0.2 a 1.5 mm, sdo
solitarias ou gregdrias e seu desenvolvimento ocorre no interior do hospedeiro o que a

torna um organismo endoparasitoide.

O modo de agdo da vespinha ocorre com as fémeas de Trichogramma ovipositam
seus ovos no interior dos ovos da presa e ao invés de eclodir uma lagarta, emerge um
adulto da vespinha.

4

: -4
ﬂ':‘é.

a4 - 7
L O ® ®

Figura 34 — 1-Vespa parasita o ovo; 2- A larva de Trichogramma se alimenta internamente
no ovo; 3-ovo é preto Trichogramma em fase de pupa; 4 - emergem as vespas.
Fonte: KNUTSON, 2005.

Apo6s o parasitismo a praga tem seu desenvolvimento interrompido gradual-

mente e em poucos dias ocorre o nascimento de um novo parasitoide (vespinha adulta)
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que se multiplicara na cultura utilizando o ovo da praga para sua reproducdo em campo
(BUENO et al., 2009; CRUZ; MONTEIRO; 2014).

O processo de desenvolvimento passa pela fase de ovo, larva, pré-pupa. A
coloracgdo do inseto apresenta modificagdes quanto ao estagio de desenvolvimento e que
se torna mais escura com desenvolvimento (BUENO et al., 2009; CRUZ; MONTEIRO;
2014).

Figura 35 — Trichogramma pretiosum ovipositando seus ovos Fonte: Embrapa, 2013.

5.3 O Potencial de Predacao

As informagdes obtidas referente as espécies/linhagens de tricogramatideos foram
retiradas de (BUENO et al, 2009). Em seu trabalho foram realizadas coletas em diferentes
regides do pais e em diferentes hospedeiros e mantidas na cole¢do do Laboratério de
Biologia de Insetos do Departamento de Entomologia, Fitopatologia e Zoologia Agricola
da ESALQ/USP . Dentre os pontos de coletas tem-se o localizado na regido oeste da
Bahia na cidade de Barreiras e dentre os hospedeiros tem-se falsa-medideira e para este
trabalho as informacoes utilizadas serdo as obtidas no ponto de coleta e no hospedeiros

citado.

Segundo Bueno et al., (2009), a duracdo ovo-adulto (dias) pode variar entre 10.
82 e 10.98 dias e durante essa transi¢do o ntimero de adultos emergidos por ovo de
C. includens varia entre 1.15 e 1.05. Outra caracteristica importante a ser analisada em
programas de controle bioldgico aplicado se refere a razao sexual, devido a necessidade
de uma maior produgdo de fémeas, visto que sdo elas as responsaveis pelo parasitismo,
nesse caso ela varia de 0.8095 a 0.8260 .

De acordo com a informac&o sobre a razdo sexual, considera-se que os predadores
sdo diferenciados de acordo com seu sexo, segundo uma funcdo de pertinéncia a classe
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dos predadores que aqui adotaremos:

1, se femea
P, = (82)
0, se se macho

Sendo assim, populag¢des de mesmo tamanho podem ter diferentes potencialida-
des de predagdo e isso dependerd da quantidade de fémeas.

Continuando com Bueno et al., (2009), para cada 20 ovos de P. includens ofertados
para cada fémea Tricogramatideos houve parasitismo entre 44.65% e 52.15%, portanto sdo
parasitados um valor entre 8.138 e 10.418 ovos. Destes ovos parasitados o percentual de

emergéncia varia entre 88.96% e 97.24% o que torna um predador bastante favoravel.

Bueno et al., (2009) cada fémea gera por ovo parasitado um ntamero entre 1.05
e 1.15 individuos adultos, portanto, o niimero de adultos gerados por cada fémea é
dado por meio do produto entre o ntiimero de individuos adultos e o niimero de ovos
parasitados, ou seja, valores entre 8.5449 e 11.9807.

5.4 Manejo Integrado de Pragas (MIP)

Constantemente pragas ou pestes surgem em lavouras ou meios urbanos. Uma
praga é qualquer espécie, raca ou bidtipo de vegetais, animais ou agentes patogénicos
, Nocivos para os vegetais ou produtos vegetais (GALO et al., 2002). Seu surgimento
em muitos casos ocorrrem pela interferéncia do homem no meio ambiente. Sem a
interferéncia humana na natureza ocorrem mecanismos de densidade reciproca, o qual
atua de tal forma que sempre uma populagdo é regulada por outra populacdo, ou seja,
um ser vivo é sempre explorado por outro ser vivo acarretando efeitos na regulagdo do
crescimento populacional e assim mantendo o equilibrio da natureza caracterizando
a Dinamica Populacional como um fendmeno natural, mas as a¢gdes humanas podem

dissolver um sistema estével e equilibrado.

E evidente que a agricultura é um modificador de um sistema ecolégico, a sua
insercdo interfere na regulacdo do ntimero de plantas e animais e também acarretam
mudangas climéticas. Procurar uma solugdo em que ocorra ganho, tanto do lado agricola
como do lado ambiental é uma ideia que motiva a criacdo e aplicacdo de recursos mate-
maticos e naturais. Um dos desequilibrios que ocorrem esté relacionado ao surgimentos

de insetos que acabam se tornando pragas nas lavouras.

O controle de pragas, na maioria das vezes, ocorre com a utilizacdo de processos
exclusivamente quimico mas, em grande parte das situagdes esse método ndo proporci-
ona os resultados desejados. Ele pode acarretar o comprometimento da sobrevivéncia

dos predadores naturais e a diminuigdo da diversidade biolégica facilitando o desequi-
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librio em favor das préprias pragas. O controle de pragas em lavouras deve ocorrer de
forma sistematizada e isso deve surgir com a utilizagdo da técnica de Manejo Integrado
de Pragas (MIP) que para Alves (1998, p. 1097) “[...] é uma estratégia de controle que
utiliza vdrias taticas em harmonia com o ambiente, integrando-as nas diferentes fases

da cultura ou do sistema considerado”.

Segundo Alves (1998, p. 1097) “O objetivo do MIP é manter os insetos em niveis
populacionais que ndo afetem economicamente a cultura”. Deste modo no controle
biolégico ndo se pretende buscar solug¢des que acarretem na eliminagao total de pragas,
mas sim em solugdes que proporcionem um maior periodo em que as pragas estejam

em quantidades baixas, quantidades que ndo acarretem danos as lavouras.

5.5 Controle Biol6gico

Existem muitas técnicas para o controle de insetos pragas em lavouras , dentre
os mais populares tem-se o controle quimico, controle cultural, cultivo de plantas
resistentes e o controle biol6gico. Este trabalho serd focado no controle biolégico que
segundo Gallo et al., (2002, p. 282) “ E um fendmeno natural que consiste na regulagio
do ntimero de plantas e animais por inimigos naturais, que constituem agentes de

mortalidade bidtica”.

O controle biolégico se divide em 3 categorias que para Gallo et al., ( 2002) sdo:

o Controle biol6gico cldssico: consiste na importagdo e colonizacdo de parasitdides
e predadores, visando o controle de pragas exoéticas (eventualmente nativas) ocor-
rendo por meio de libera¢do inoculativas com a liberagdo de pequenos nimeros
de insetos;

e Controle biolégico natural: conservacdo de populagdes de inimigos naturais que
ocorrem naturalmente, tais parasitéides e predadores devem ser preservados, e
se possivel aumentados, por meio de manipula¢des de seu ambiente de alguma

forma favoravel,;

e Controle biolégico aplicado: consiste na liberagdo de parasitéides e predadores,
apo6s a sua producdo em massa em laboratério, visando a redugao rapida da

populacdo da praga para o seu nivel de equilibrio.

Geralmente o controle biolégico aplicado é o mais aceito pelos usudrios isso
ocorre devido ao fato dele possuir uma a¢do mais rdpida, muito semelhante a inseticidas
convencionais. Para utilizagdo do controle biol6gico aplicado é preciso conhecer qual
espécie de inimigo natural é o mais eficiente, e em diversos casos os insetos da familia

dos Tricogramatideos é recomendado.
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Neste trabalho serd abordado a predagéo, interacdo em que a espécie predadora
ataca e devora a espécie presa, que no caso de T. pretiosum a fase larval é a predadora e

que nesse tipo de parasitismo o parasita mata a presa.

Gallo et al., (2002) afirma que o controle biol6gico aplicado é o mais facilmente
aceito pelo usudrio, pois tem agdo rdpida de modo a se tornar semelhante a inseticidas
convencionais. Na atualidade, em uma simples busca pela rede de internet é possivel
encontrar ofertas de vendas e comprar legalmente insetos predadores, a exemplo, os
insetos da familia Trichogramma.

Figura 36 — Cartela com vespas do género Trichogramma..
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6 Metodologia

A escolha da presa (falsa-medideira) foi devido a sugestdo do Dr. Adeney de
Freitas Bueno, Entomologista da Embrapa Londrina-Parand no Brasil, durante contato
realizado via correspondéncia eletronica. A espécie predadora (vespa) fora escolhida
devido a diversos trabalhos académicos e pesquisas comerciais a utilizarem como
um agente biol6gico. A sua grande utilizacdo é devido ela estar presente entre os
inimigos naturais mais estudados mundialmente, ser efetiva no processo de predacdo
e ser facilmente comercializado, por vias legais, mundialmente e inclusive é possivel

encontrar ofertas de vendas e comprar facilmente na internet.

Antes da aplicacdo do modelo foi feito um estudo sobre a teoria fuzzy, onde a
principal referéncia é o livro Tépicos de Légica Fuzzy e Biomatemaética do Dr. Rodney
Carlos Bassanezi (2010).

Para ilustrar as aplica¢des das equagdes diferenciais fuzzy sera suposta que, no
modelo de Malthus, apenas a condicdo inicial seja fuzzy e considerar taxas de varia¢oes

positivas, ou seja, popula¢des em expansao.

Os resultados foram obtidos em simulacdes feitas com os parametros referente
a taxa de sobrevivéncia da fase larva até fase de reproducédo (adulta), razdo sexual e
ntmero de ovos ovipositados adquiridos em teses, dissertacdes e material bibliografico

de institui¢des publica de pesquisa referenciadas.

Para a aplicacdo do sistema baseado em regras fuzzy no modelo de interagdo
entre especiais, utilizou-se o modelo presa-predador baseado em regras fuzzy apre-
sentada por Magda da Silva Peixoto em sua Tese intitulada: Sistemas Dinamicos e
Controladores Fuzzy: um Estudo da Dispersdao da Morte Stibita dos Citros em Sao
Paulo (2005). Seguindo o conceito cldssico de Lotka-Volterra, o modelo fuzzy adota
duas varidveis de entrada e duas de saida que sdo a quantidade de presas e o potencial
de predagdo. Para modelagem dos pardmetro considerou-se os ntimero fuzzy triangular

e trapezoidal levando-se em conta os dados obtidos na literatura.

No caso apresentado aqui adotou-se o método de inferéncia de Mamdani com
defuzzificacdo dada pelo centro de massa. As simulag¢des foram desenvolvidas no
software MATLAB, onde destacamos o uso do Fuzzy Logic Toolbox para esse objetivo

(ver anexo A).

Para plotagem dos gréficos utilizou-se o aplicativo GeoGebra (aglutinacdo das
palavras Geometria e Algebra). Ele é um aplicativo de matematica dinAmica que com-
bina conceitos de geometria e dlgebra. Sua distribuicdo é livre, e é escrito em linguagem

Java, o que lhe permite estar disponivel em vérias plataformas.
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6.1 Aplicacdes das Equagdes Diferenciais Fuzzy no Mo-
delo Malthusiano

Uma aplicagdo das equagdes diferenciais fuzzy pode ser vista no modelo de
Malthus, considerando o caso onde apenas a condigdo inicial é fuzzy e com as taxas de

variagoes positivas, ou seja, quando a populacdo estd em expansao.

dP | AP(t)

> 83
at P(ty) = P € F(R) )

Como a condicdo inicial (populagéo inicial P(ty)) é fuzzy, entdo a populacdo
(P(t)) também serd. Suponha que P(t) = [p1(t); p2(t)], sendo assim os a-niveis P(t) =
[p§(t); pS(t)]- De acordo com a Derivada de Hukuhara para cada « € [0, 1], resolve-se a

equacao:

P(t) = [P'(t)]* = AP(t) = A[pf(t); p3(t)] -
Pye F(R)ex >0

Como A > 0 é um numero real e [p§(¢); p$(t)] € um ntimero fuzzy, pode-se realizar

ao operacdo da multiplicacdo de ntiimero real por nlimeros fuzzy e tem-se:

P — {[P/(t)}a — AP(t) = D (6 M3 (1) -
Pye F(R) e >0

Portanto

P - {[(p?)’(t), (55 (1)) = D (6 M5 (1) 56
Py € F(R) eA >0

Tem-se que a solucdo dessa equacdo é obtida a partir da solugdo do sistema de

equagdes deterministicas para seus a-niveis:

P - {(m*)/(t) = APR(E), com pi(a) = pf; -

(1) (t) = Aps(t), com p§(a) = p,

Para cada a € [0, 1] a solugdo do sistema anterior existe e é dada por:

« _ aQ e)\t
P(t) = Pi(t) = P (88)
ps(t) = pto)‘z@/\t
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se o = 1 temos o modelo Malthusiano cléssico.

ol

Figura 37 — Solugdo do modelo malthusiano fuzzy de expansdo populacional A > 0.

6.1.1 Modelo Malthusiano via Base de Regras

Um modelo de crescimento populacional deve incluir varidveis que permitam
determinar a populacdo em determinado instante. Para tal, é necessdrio construir um
sistema baseado em regras fuzzy, uma vez que estas varidveis sdo incertas. Entdo, com o
auxilio da modelagem fuzzy, as varidveis de entrada e saida do sistema sdo modeladas
por conjuntos fuzzy em seus respectivos dominios. Assim, define-se uma base de
regras, com informagdes de especialistas, para ativar as informagdes de entradas/saidas

linguisticas do sistema fuzzy.

O Modelo Malthusiano, cuja principal suposicdo é que, em cada instante ¢, a
taxa de crescimento de uma populacdo é diretamente proporcional a populacdo. A base
de regras construida aqui é para a taxa de variacdo por unidade de tempo. Assim,
é o valor da varidvel de entrada e por 2’ a variacdo de x que é o valor da varidvel de
saida. Adotaremos apenas seis qualificagdes para cada uma dessas variaveis linguisticas,

resumidas a seguir:
R, : Se a populagdo (z) é “Muito baixa” entdo a variagdo =’ é “Muito baixa”.
R, : Se a populagdo (z) é “Baixa” entdo a variagao 2’ é “Baixa”
R4: Se a populagdo (x) é “Média” entdo a variagdo =’ é “Média”
R5: Se a populagdo (z) é “Alta” entdo a variagdo 2’ é “Alta”

Observe que, tomando como exemplo a regra 2, estamos supondo que a quan-
tidade de presas, z, é “baixa” entdo a crescimento da sua populagdo serd “baixa”. Em

nenhum momento estabelecemos um nimero exato x para quantificar a populagéo,
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assumimos um “intervalo” em que consideramos em que o “baixo” deva estar. Como
x tende a aumentar a medida que o tempo passa e considerando a hipétese em que
as condigdes bidticas sejam favoraveis (alimentacido, espaco ...) a quantidade = passa a

assumir uma nova regra e assim sucessivamente.

Utilizando a base de regras apresentada por Magda da Silva Peixoto (2005).0
modelo fuzzy Malthusiano adota a varidvel de entrada, quantidade ovos de falsa-
medideira que é definida por . A varidvel de saida serd a variacdo da quantidade de

ovos de falsa-medideira que definiremos z'.

Base

T f—- de — 2

Conhecimento

Figura 38 — Estrutura da base de regras: varidvel de entrada z , base de regras, variavel
de saida z'.

A Simulagdes das trajetdrias produzidas pelo modelo fuzzy Malthusiano seguem
0S passos:
e O valor da populacao inicial de presas z, é inserido no controlador fuzzy,
¢ O controlador fuzzy fornece o valor da variavel de saida: x,
e Para encontrar o valor de z; o valor z{, é inserido em,

T = To+ To - Ty (89)

e Para encontrar o valor de z, o valor z; é inserido em,
To =1 + 11 ] (90)

Assim sucessivamente até determinar o valor z,,; obtendo recursivamente a
férmula,

Tpil = Tp+ Ty - T, (91)

ComzpeReneN

A seguir cada um dos adjetivos “Muito baixa”, “Baixa”, “Média” e “Alta” é mo-
delado matematicamente por um conjunto fuzzy através de sua funcdo de pertinéncia,
y

de acordo com as espécies em estudo.
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Figura 39 — Funcédo de pertinéncia da Populacdo de presas. Fonte: Bassanezi, 2010.
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Figura 40 — Funcdo de pertinéncia da variacdo presas. Fonte: Bassanezi, 2010.

Cuja solugdo é dada pela figura a seguir

250

- Malthus Fu=z=zy
Malthus deterministico

200 |-

150

populacdo

100 |-

S50

o 2 4 (s} a8 10
tempo (f)

Figura 41 — Solugdo z(t) do fuzzy malthusiano e do deterministico com A = 9.5% e
xo = 2. Fonte: Bassanezi, 2010.
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6.2 Presa-Predador via Sistema Baseado em Regras Fuzzy

Utilizando a base de regras apresentada por Peixoto (2005), e seguindo o conceito
classico de Lotka-Volterra, o modelo fuzzy adota duas varidveis de entrada e duas de
saida. As varaveis de entrada serdo a quantidade de presas que definiremos como z e o
potencial de predagdo no qual definiremos como P,. As duas varidveis de saida serdo
a variagdo da quantidade de presas que definiremos 2’ e a variagdo do potencial de
predacéo que definiremos por P,. Para o caso apresentado aqui adotamos o método de

inferéncia de Mamdani com defuzzificagdo dada pelo centro de massa.

&I 33"
Base
de
Conhecimento
!
Py Py

Figura 42 — Estrutura da base de regras: Varidveis de entrada z e P,, base de regras,
varidveis de saida 2’ e P;.

A Simulagées das trajetérias produzidas pelo modelo fuzzy presa-predador
segue 0s passos:

e O valor da populacéo inicial de presas z, é inserido no controlador fuzzy;

O valor do potencial de predacao P,, é inserido no controlador fuzzy;

O controlador fuzzy fornece os valores das varidveis de saida: z; e P,

e Para encontrar o valor de z; e 0 P} os valores z; e P, sdo inserido em

T =T0+ T x|

(92)
— /
Pyl _Py1+Py1 'Py1
e Para encontrar o valor de z; e 0 P, os valores z7 e P, sdo inserido em
/
To =21 +T- 27
(93)

PyQZPyz""Pyz'szz
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Assim sucessivamente até determinar os valores de z,, .1 e P, , obtendo recursi-

Yn+1
vamente a Equagao 94.

e Para encontrar o valor de z,,,; e 0 P;H , os valores z;, e P;n sdo inserido em
/
Tpty1 =Ty +2 -2,

P :Pyn+Pyn'Pg;n

Yn+1

(94)

Comzpe Py € Ren e N

Cada das varidveis serd definida como um conjunto fuzzy, onde cada um dos

subconjuntos assumem os adjetivos:
x = {Muito Baixa, Baixa, Média Baixa, Média, alta}
y = {Muito Baixa, Baixa, Média Baixa, Média, alta}
e as variagdes serdo

2’ = {diminui muito, diminui, diminui pouco, aumenta pouco, aumenta, aumenta

muito}

y' = {diminui muito, diminui, diminui pouco, aumenta pouco, aumenta, aumenta

muito }

Onde a combinacdo das variadveis ird gerar uma base de regras contendo as 30

regras a seguir

1. SE (x é muito baixa) E (P, e muito baixa) ENTAO (2’ aumenta muito)E (P, diminui muito)
2. SE (x é baixa) E ( P, é muito baixa) ENTAO (2" aumenta muito) E (P, aumenta pouco)

3. SE (x é media baixa) E (P, é muito baixa) ENTAO (z’aumenta) E (P, aumenta)

4. SE (x é alta) E (P, é muito baixa) ENTAO (z’aumenta pouco) E (P, aumenta muito)

5. SE (x é muito alta) E (P, é muito baixa) ENTAO (2" diminuipouco) E (P, aumenta muito)
6. SE (x é muito alta) E (P, é media baixa) ENTAO (z’ diminui) (P, aumenta)

7. SE (x é muito alta) E (P, é alta) ENTAO (2’ diminui muito) E (P, aumenta pouco)

8. SE (x é alta) E (P, é alta) ENTAO (2’ diminui muito) E (P, aumenta)

9. SE (x é media) E (P, é alta) ENTAO (z’ diminui) E (P, diminui pouco)

10. SE (x é media baixa) E (P, ¢ alta) ENTAO (2" diminui pouco) E (P, diminui)

11. SE (x é baixa) E (P, é alta) ENTAO (2" diminui pouco) E (P, diminui muito)

12. SE (x é muito baixa) E (P, ¢ alta) ENTAO (z’ diminui pouco) E (P, diminui muito)

13. SE (x é muito baixa) E (P, ¢ media) ENTAO (2" diminui pouco) E (P, diminui)
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14. SE (x é muito baixa) E (P, é media baixa) ENTAO (2’ diminui pouco) E (P, diminui)
15. SE (x é muito baixa) E (P, é baixa) ENTAO (2’ diminui pouco) E (P, diminui pouco)
16. SE (x é baixa) E (P, é baixa) ENTAO (z’ aumenta pouco) E (P, diminui pouco)

17. SE (x é média baixa) E (P, ¢é baixa) ENTAO (z’ aumenta) E (P, aumenta pouco)

18. SE (x é media) E (P, é baixa) ENTAO (2" aumenta pouco) E (P, aumenta)

19. SE (x é alta) E (P, é baixa) ENTAO (2’ diminui pouco) E (P, aumenta)

20. SE (x é baixa) E (P, é media baixa) ENTAO (z’ diminui pouco) E (P, diminui)

21. SE (x é media baixa) E (P, é media baixa) ENTAO ( z’ diminui pouco) E (P, diminui pouco)
22. SE (x é media) E (P, é media baixa) ENTAO (2’ aumenta pouco) E (P, aumenta pouco)
23. SE (x é alta) E (P, é media baixa) ENTAO (2’ aumenta pouco) E (P, aumenta)

24. SE (x é baixa) E (P, é¢ media) ENTAO (2’ diminui pouco) E (P, diminui)

25. SE (x é media baixa) E (P, é media) ENTAO (z’ diminui) E (P}, diminui pouco)

26. SE (x é media) E (P, é media) ENTAO (2” diminui pouco) E (P, aumenta pouco)

27. SE (x é alta) E (P, é media) ENTAO (z’ diminui pouco) E (P, aumenta pouco)

28. SE (x é muito alta) E (P, é baixa) ENTAO (2’ diminui pouco) E (P}, aumenta)

29. SE (x é muito alta) E (P, é media) ENTAO (z’ diminui) E (P, aumenta)

30. SE (x é media) E (P, é muito baixa) ENTAO (z’ aumenta) E (P, aumenta muito)

Observe que, por exemplo, na Regra 2 adota-se que a quantidade de presas, z, é
baixa e o potencial de predagdo P, é muito baixo. Sendo assim, tanto a populagdo de
presa quanto o potencial de predagdo tendem a aumentar em proporcdes diferentes
pois as presas aumentam muito e o potencial de preda¢gdo aumentam pouco uma vez
que pouca presa implica em pouco alimento dificultando o crescimento de predadores

e portanto diminuido o potencial de predagao.

Por outro lado, a regra 5 adota que a quantidade de presas, x, é muito alta e
o potencial de predacdo P, é muito baixo. Sendo assim, a populagdo de presa tende
a diminuir pouco e o potencial de predacdo tendem a aumentar muito pois existe
alimento em abundancia para os predadores

A base de regras, apresentada anteriormente, pode ser representada graficamente
na Figura a seguir, onde as setas verticais indicam as magnitudes em relacdo ao potencial
de predagdo de modo que as setas no sentido para cima representa “aumento pouco”,
“aumenta” e “aumenta muito” de acordo com sua magnitude e as setas no sentido para
baixo representam o “diminui pouco”, “diminui” e “diminui muito”. As setas para

horizontais indicam as magnitudes da populagdo de presas de modo que as setas no
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/A

sentido para a direita “aumento pouco”, “aumenta” e “aumenta muito” e as setas no

sentido para esquerda representam o “diminui pouco”, “diminui” e “diminui muito”.
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Figura 43 — Representacdo da base de regras do sistema fuzzy.

Cada um dos adjetivos “Muito Baixa”, “Baixa”, “Média Baixa”, “Média”, “alta”,
“diminui muito”, “diminui”, “diminui pouco”, “aumenta pouco”, “aumenta”, “aumenta
muito” é modelado matematicamente por um conjunto fuzzy através de uma fungao de

pertinéncia triangular ou trapezoidal.

As simulag¢des numericas sdo realizadas no toolbox fuzzy matlab utilizando o
método de Inferéncia de Mamdani e a defuzzificagdo do Centro de Gravidade (ver
anexo 1).
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7 Resultados

7.1 Modelo Malthusiano

Segundo (EMBRAPA, 2014) recomenda-se, para o nivel de agdo em uma lavoura,
quando for encontrado um ntamero entre 2 e 3 lagartas falsa-medideira por metro
quadrado de plantagdo, utilizando as informagdes sobre a falsa-medideira do capitulo 4,

constroi-se a seguinte tabela norteadora para aplicacdo do modelo.

Tabela 1 — Ntmero fuzzy dos dados referente a falsa-medideira.

Quantidade de ovos = Taxa de crescimento z’ Classificacao
(0;0;351;798) (0.8277;0.8277;0.8314;0.8388) Muito Baixa
(612;798; 1368; 1596) (0.8314;0.8388; 0.8462) Baixa
(1368; 1853;2394) (0.8388; 0.8462; 0.8536) Média Baixa
(2052; 2594; 3192) (0.8462;0.8536; 0.861) Média
(2736; 3060; 3192; 3591) (0.8536;0.861; 0.8685) Alta
(3060; 3880; 4788; 4783) (0.861; 0.8685; 0.8723; 0.8723) Muito Alta

A Figura 44, traz a representacdo geométrica dos nimeros fuzzy triangulares e

trapezoidais dados na Tabela 1.
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Figura 44 — Fungdes de pertinéncia das varidveis de entrada x (presas).

As variavel de saida sdo valores entre [0, 1], conforme a sua intensidade. Para o
caso em estudo, as fun¢des de pertinéncias sdo do tipo triangular e trapezoidal (Figura
45).
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Muito Baixa Baixa Média Baixa Média Alta Muito Alta

-

Grau de pertinéncia
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Taxa de crescimento

Figura 45 — Fungoes de pertinéncia das varidveis de saida p'.

Os resultados foram obtidos em simulag¢des feitas com parametros referente
a taxa de sobrevivéncia da fase larva até fase de reproducdo (adulta), razdo sexual e
numero de ovos ovipositados citados neste trabalho. Os célculos foram implementacdo
no software cientifico para computagdo numérica Scilab e toolbox fuzzy matlab. Os

dados de entrada sdo a taxa de crescimento e populagdo inicial.

Utilizando o Método de Inferéncia de Mamdani e a defuzzificacdo do Centro
de Gravidade, vistos no Capitulo 4, obtém-se o grafico das solugdes do sistema fuzzy,

apresentado na Figura 46.
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Figura 46 — Solugdes do sistema fuzzy dadas pelo controlador: P’ = P'(t).

O gréfico anterior, Figura 46, estabelece o tamanho da populacdo de falsa-
medideira ao longo do tempo, observe que basta saber a taxa de crescimento para

determinar a populagao futura.
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O proximo gréfico representa o modelo de crescimento malthusiano fuzzy esta-

belecida pelo sistema baseado em regras fuzzy.
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Figura 47 — Solugdo P(t) via base de regras.

No grafico apresentado na Figura 47 tem-se que, as duas curvas de linha continua
correspondem ao valor corresponde aos extremos do ntimero fuzzy triangular (a = 0)
aplicado a condicdo inicial, e a curva de linha tracejada corresponde a populacional

inicial onde (a = 1).

O seguinte gréfico, Figura 48, representa o modelo de crescimento Malthusiano
Fuzzy onde a taxa de crescimento é constante e a populacéo inicial ¢ um ntimero Fuzzy
triangular. As linhas continua correspondem ao valor corresponde aos extremos do
numero fuzzy triangular (o« = 0) aplicado a condigdo inicial, e a curva de linha tracejada

corresponde a populacional inicial onde (o = 1).
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Figura 48 — O 0-nivel (curva continua) e o ntcleo (curva tracejada) da solugdo P com
condigdes inicial Py = (520.2;938.4; 1356.6) e A = 0.7203.
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E notéria a semelhanga nas curvas determinadas pela solu¢gdo em ambos os
casos. No caso em que se utiliza equagdes diferenciais fuzzy é de se esperar que se
obtenhas equagdes cujas solugdes sdo do tipo exponencial devido seguir uma tendéncia
do modelo classico Malthusiano. No caso sistema baseado em regras fuzzy, observe que
nenhum momento inicial tem-se tal relacdo, devido ao ponto de partida ser uma base de
regas constituida de conceito seméanticos, por exemplo “Baixo” e “Alto” e mesmo assim
a solucdo do sistema determina curvas de tendéncia do tipo exponencial, atendendo ao

modelo malthusiano classico.

8000

populacao
000

5000

Figura 49 — Solugao P com condigdes inicial ) = (520.2;938.4; 1356.6) dado pelo sis-
tema baseado em regras fuzzy.

+ populaciao 14000

“1zoo0

Figura 50 — Solugdo via derivada de Hukuhara P com condi¢des inicial F, =
(520.2;938.4;1356.6) e A = 0.7203.

Os dados de saida refere-se a populagdo em cada instante de tempo até a quarta
geragdo, sendo ¢t = 0, 1,2, 3,4 onde ¢ corresponde ao ciclo de vida do inseto.
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O limitante até a quarta geracao (¢ = 4) é devido que, para Avila & Grigolli (2013)
a populacdo da falsa-medideira tende surgir a partir dos 41 dias apds a emergéncia
das plantas e o periodo médio entre plantio e colheita da soja é de 135 dias. Segundo
Andrade (2014) o ciclo larva adulto dura 26 dias. Sendo assim, consideraremos que em

um perfodo de safra de 135 dias tem-se 4 geracdes de insetos.

Tabela 2 — Numero fuzzy triangular de estimativa de populagdo de ovos: equagdes
diferenciais fuzzy x sistema baseado em regras fuzzy.

Geracao t Equacoes diferenciais fuzzy Sistema baseado em regras fuzzy
1 (506.55; 895.05; 1392.19) (506.55; 895.05; 1392.19)
2 (1040.98;1839.37; 2861.02) (508.25;893.23; 1384.21)
3 (2139.27; 3780; 5879.53) (944.79; 1660.45; 2573.15)
1 (4396.32; 7768.08; 12082.74) (1756.31; 3086.66; 4783.30)

Representacdo geométrica das solugdes

1 B0 M0 0 ;0 N0 W0 W 40 400 W ED G0 GO0 MO0 0 0D B0 OO0 GAOD 000D OO MO0 MED MO0

Figura 51 — Fungdes de pertinéncia da solugdo via equagédo diferencial Fuzzy.
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1 T I 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1

Figura 52 — Solugdo via sistema baseado em regras fuzzy.

Visualmente os gréficos das Figuras 51 e 52 apresentam quantidades diferentes
de fungdes de pertinéncia, mas observe que no gréfico da Figura 52 as 2 primeiras funcéo
de pertinéncia, da esquerda para a direita, sdo quase coincidentes devido ao aumento
populacional via sistema baseado em regras proporcionar uma baixa variagdo nas popu-
lagdes iniciais da primeira para a segunda geracdo. O ntiimero fuzzy correspondente a
essas fun¢des na Figura 52 é dado por (506.55; 895.05; 1392.19) e (508.25; 893.23; 1384.21).
O diametro das solugdes encontradas, que corresponde a fuzziness, que é a medida
do didmetro do fecho de seu suporte, é determinado por diam([P(t)]* = (po2 — po1)e™.
Assim, quanto maior for seu didmetro mais fuzzy ele é. Neste caso, os didmetros sao

respectivamente 885.64 e 875.96.

A seguir teremos a tabela com os didmetros de todas as solug¢des nos dois casos,

ou seja, via equagdes diferencias fuzzy e via sistema baseado em regras fuzzy.

Tabela 3 — Diametro da solugdo via Equagdo Diferencia Fuzzy e sistema baseado em
regras fuzzy.

Geracao t Equacoes diferenciais fuzzy Base de Regras
1 885.64 885.64
2 1820.04 875.96
3 3740.25 1628.3542
1 7686.42 3026.99

Observe que a medida que ¢t aumenta, maior vai se tornando o didmetro da
solucdo. Este resultado e esperado devido ao fato de que quanto maior for a populacgdo
mais dificil é determinar a quantidade de individuos. Tem-se entdo o aumento da
fuzziness da populagéo. E a solugdo atende ao comportamento do modelo classico de

crescimento exponencial Malthusiano.
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Para o estudo foi adotado o valor de A > 0 o comportamento da solucdo via
Equagdes diferenciais fuzzy e via base de regras fuzzy é o mesmo. E a solucdo atende

ao comportamento do modelo classico de crescimento exponencial Malthusiano.

7.2 Modelo Presa-Predador

Sabendo que somete as fémeas tem a capacidade de predacao, pois s6 elas podem
ovipositar, e considerando os dados sobre a vespa do capitulo 4, constroéi-se a seguinte

tabela norteadora para aplicagdo do modelo.

Tabela 4 — Ntimero fuzzy triangular dos dados referente a vespa.

Potencial de predagao Classificacao
(0;0;15.63; 31.25) Muito Baixa
(24.41; 43.46; 62.51) Baixa
(48.83;62.51; 73.24; 93.76) Média Baixa
(73.24;93.76; 97.66; 125) Média
(93.76; 122.1; 125; 156.3) Alta
(122.1; 165.2; 208.4; 208.4) Muito Alta

Muito Baixa

Ata

Figura 53 — Funcdo de pertinéncia da varidvel de entrada poténcia de predagdo P,.
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Figura 54 — Funcdo de pertinéncia da varidvel de entrada Presas.
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Figura 55 — Fungdo de pertinéncia da variavel de saida Presa.
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Figura 56 — Fungao de pertinéncia da variavel de saida Potencial de Predacao P,.
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Utilizando o Método de Inferéncia de Mamdani e a defuzzificagdo do Centro de

Gravidade, obtem-se as superficies como solugdes do sistema.

Figura 58 — Superficie dada pelo controlador: P, = P, (z, P,).

Realizando os procedimentos para as simula¢des numéricas do modelo fuzzy,
procurou-se observar a varia¢do da quantidade de presas e do potencial de predacao.
Para a determinacao dos valores iniciais, utiliza-se os da (EMBRAPA, 2014) onde se
recomenda, para o nivel de a¢do, quando for encontrado um ntimero entre 2 e 4 lagartas
falsa-medideira por metro quadrado de plantacdo, que fornece o nimero triangular
fuzzy (2, 3,4) e o namero triangular fuzzy de ovos no valor de (720, 1158, 1596). Para
o potencial de predagdo a EMBRAPA e lojas que comercializam o produto, as cartelas
Trichogramma, recomenda-se a liberagdo de 6 vespinhas por metro quadrado de planta-
¢do o que gera um potencial de predagdo no valor de 62.508 ovos. Portanto, tem-se que
xo = 1158 eyy = 62.508

A evolugdo dos contingentes populacionais de presas e potencial de predacdo
obtidos ao longo do tempo para o modelo fuzzy, juntamente com o respectivo plano de
fase, estdo representados nas figuras a seguir.
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Figura 59 — Evolugdo dos contingentes populacionais ao longo do tempo das Presas.
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Figura 61 — Evolugdo dos contingentes populacionais ao longo do tempo presa e preda-

dor.

Perceba que a inser¢do das vespas no ambiente proporciona, com o passar do

tempo, que as populacdes entrem em ciclo oscilatérios de modo que a populacdo das

vespas cresgam até atingir o seu ponto maximo e os ovos atingirem o seu ponto minimo

No intervalo de tempo

seguinte, devido a escassez de alimento a populacdo de vespas
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decresce e a populagdo de ovos aumenta e assim sucessivamente durante o ciclo de vida
da soja. Mostrando assim que as simulac¢des desenvolvida neste trabalho no sistema
tuzzy segue o modelo Lotka-Volterra cldssico e que presenga das vespas pode causar
mudangas relevantes na dindmica populacional da falsa-medideira.
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Figura 62 — Plano de fase do modelo fuzzy, para z, = 1158 e P, = 62.508.

Ao inicial as simulagdo tem-se que, no plano de fase, a evolucdo populacional
ocorre de “dentro” pra “fora” portanto, existe uma regido que ndo esta “coberta” por
nenhuma regra. Com esses resultados verifica-se que os determinados valores iniciais
geram um sistema em equilibrio, fazendo com as populacdes de vespas e a quantidade
de ovos ndo se afaste do valor médio, determinando assim um ciclo ecolégico o que faz
com que as populagdes futuras das lagartas ndo aumentem muito e permanecam em

torno de uma quantidade que cause pouco danos as lavouras.

Em um primeiro momento, com o modelo Malthusiano, tem-se que sem as ves-
pas no ambiente a populagdo de falsa-medideira tendiam a um crescimento exponencial,
com a inserc¢do das vespas o crescimento da falsa-medideira se limita a certo periodo de
tempo e chega a um valor méximo que apds ser atingido, a sua popula¢des comecam a

decresce atingindo um valor minimo.

Por fim, formulou-se e simulou-se um modelo presa-predador fuzzy que des-
creve a interagio entre vespas e falsa-medideira. E de extrema importancia salientar
que mesmo sem o uso de equagdes diferenciais explicitas, conseguimos através de uma
base de regras fuzzy um plano de fase onde as trajetérias convergem para um ciclo
limite atendendo o conceito do modelo de Lotka-Volterra (predador-presa) classicos e
modelar a dindmica vespas e falsa-medideira, apenas utilizando hipéteses naturais da

interacdo presa-predador.

No sistema baseado em regras fuzzy houve a elimina¢do de um problema que

é constante no processo de modelagem, que é a dificuldade de obter os parametros
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para aplicacdo de uma equagdo. Embora os mesmos ndo precisam estar de modo
deterministicos no modelo, eles podem ser obtidos por meio do ajuste de curvas a partir
da solucdo. A exemplo do que ocorreu com o modelo malthusiano em que se utiliza a
base de regras fuzzy para determinar a solugao.
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8 Conclusao

Neste trabalho apresentou-se aplicagdo do Problema de Valor Inicial Fuzzy (PVIF)
por meio do modelo de crescimento populacional malthusiano fuzzy via derivada
de Hukuhara no estudo de equagdes diferencias Fuzzy e o modelo de crescimento
Malthusiano utilizando a base de regras utilizando a subjetividade proveniente do
"fuzziness" a que os fendmenos bioldgicos estdo sujeitos. Observou-se que embora as
duas abordagens sejam conceitualmente distintas, para o estudo dos sistemas dindmicos
fuzzy, suas solugdes apresentam resultados condizentes ao proposto no modelo de
crescimento Malthusiano cléssico, ou seja, o grafico das solugdes tendem a uma curva

do tipo exponencial.

Os resultados obtidos ratificam a viabilidade da abordagem Fuzzy na construgéo
de modelos matematicos para estudo da dindmica populacional de insetos em lavouras.
Percebe-se que, embora o modelo construido por meio de base de regras ndo apresente
fungdes explicitas a sua solugdo condiz com o modelo classico. Outro fator importante
estd relacionado ao didmetro da solugdo, ou seja, a sua fuzziness. Onde, no caso do
modelo construido por meio da base de regras apresenta-se menor que o construido polo
método utilizando equagdes diferenciais fuzzy caracterizando uma menor incerteza no

resultado embora seus parametros sejam mais incertos.

Posteriormente aplicou-se uma base de regras, para estudar-se o modelo basea-
dos em regras fuzzy, para modelar a interacdo presa-predador. A partir desse estudo,
estabeleceu-se um sistema baseado em regras fuzzy para simular a dindmica de vespa e
falsa-medideira em um metro quadrado de plantagdo. Através desse modelo foi feito o
estudo da evolugdo temporal da quantidade de possiveis pressas e possiveis predadores.
Onde ficou evidente que com a evoluc¢do no tempo as duas popula¢des entram em ciclo
oscilatérios, obedecendo ao modelo presa-predador cléssico.

Ressaltamos que, embora ndo se tenha um sistema de equagdes diferenciais
classicas, observamos a ascensdo da populagao de presas seguida, com retardo, pela
ascensdo da populacdo de predadores e também a ascensdo da populagdo de preda-
dores seguida, com retardo da populagdo de presas nos contingentes populacionais,
caracteristica fundamental dos modelos presa-predador descritos por um sistema de

equagOes diferenciais ordindrias.

Salientamos que o modelo envolvendo apenas duas espécies ndo pode descrever
completamente as relagdes complexas que ocorrem de fato na natureza, evidentemente,
verdadeiras intera¢des ocorrem em cadeias de muitas espécies que tém relagoes de

predagdo. Sendo assim, os modelos apresentados podem ser consideradas um ponto
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inicial na constru¢do de modelos matematicos envolvendo predagdo. Para uma melhor
caracterizacdo da realidade é preciso levar em conta a interagdo entre mais de duas
espécies além de outros fatores deterministicos do sistema, como por exemplo, alimento

disponivel, clima, espaco fisico.

O surgimento da modelagem matematica é livre e espontanea, ela advém da
necessidade do homem em compreender os fendmenos que o cercam, para interferir ou
ndo em seu processo de construgdo, com a sua utilizagdo a compreensao do meio pelo
homem se torna acessivel e norteadora. Observa-se que os recursos computacionais a
obtencdo de resultados préximos a realidade tem-se se tornado mais favoravel dividido

a alta capacidade de processamento na criagdo de simulagdes.

Podemos verifica a caracteristica que torna o teoria fuzzy ttil para se trabalhar
com modelos e biomatematica consiste no fato de que em um ambiente ndo controlado
como, por exemplo, em uma lavoura, ndo é possivel determinar a quantidade exata
da populagdo presente. Verifica-se que os valores sdo determinados por expressdes

" u "o

“em torno de”, “aproximadamente”, “entre”. Diante disso, a l6gica fuzzy torna-se uma

ferramenta ttil para modelos estudados em biomatematica.

Em relacdo a trabalhos futuros pode ocorrer a inser¢do de uma terceira ou mais
espécie dentro do modelo para que assim possa simular um ambiente biol6gico mais
realista, pois sabemos que, devido as condi¢des que o meio biolégico proporciona ocorre
a interagdo inseto-inseto, inseto-planta, inseto-clima (vento, chuva, frio, calor, neve, etc.);

homem-inseto e com o meio.

Neste trabalho, no modelo malthusiano, utilizou somente a populagdo inicial
com um niimero fuzzy e taxa de crescimento, A como um niimero classico. Para trabalhos
futuros deseja-se, além da populagédo inicial ser um niimero fuzzy, a taxa de crescimento
A também ser. Onde A € F(R) sera dado por [A]* = [A], A].

Outra sugestdo e a substituicdo da utilizacdo toolbox fuzzy matlab, por um
programa a ser desenvolvido onde a inser¢do dos valores de entrada gerem as solugdes

por completo para assim facilitar o processo de simulagdo do modelo.
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ANEXO A - Ldgica fuzzy utilizando toolbox do
MATLAB: Tutorial do toolbox, exemplos e aplicacdes

Para abrir o recurso no Matlab, basta digitar “fuzzy” na linha de comando

4 MATLAB R2015a

HONE LRSS

E r ) New Varizhle | Analyze Code \EE\ E {0} Preferences @ '} Communiy
L3 {b (] () FndFes & B o CE

[17 Open Varible ¥ > Run and Time: Set Path 3 Request Support
New MNew Open g.-—'lCnmwe Import  Save v éf Simuink  Layout @ Hep —
St v v Date Workspace ) CkearWorkspece v ) CkrCommands v Lbnay v [[[Pwalele v pAdions v

FIE VARIABLE CODE SIMULINK ENVIRONMENT RESOURCES

€ ﬁ » (b ProgramFiles » MATLAB » MATLAB Production Server » R2013a ¥ bin »

Current Folder Command Window

m3iregistry
Tegistry
util

wini2

& deploytaol bat
2 ledataml
|| ledatauxsd
2 ledata_utfBxml
4 matlabece
[ mbuilg bat
[E] mechat
[&] Memshieldstarter bat
[ mex bat

| mexal

Figura 63 — Comando para abrir toolbox.

4 Fuzzy Logic Designer: Untitled - o P
File Edit View
Untitied
(mamdani)
inputt outputt
FIS Name: Untitied FIS Type: mamdani
And method = || current variabie
Or method max ~ Hame input!
Type input
impication = -
Range o1
Aggregation e -
Defuzzification — -
Help Close:
System “Untiied 1 mput, 1 output, and 0 rukes ‘
|

Figura 64 — Janela da toolbox.
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| Nome do sistemal

@ oy Logic Designes PredadarPesa apedic: - o X

Fle Bt View

a0 A7

Prcaso Prsa

|
Prem e = | Variaveis de saida
— e
/<_‘\A implicacao &

T | e
Fetane: [ro—r— e earsn
P B oo
Tipos de conectivos Informacdes
lépicus "E", "ou" - - o e ] jivel
logicos L7, . = e o a varidve
:;upllcaq'iw — . - i selecionada
gregaciio e e -
Defuzzyficagio Devastesn e = | 0 |

[ — | |

Informacdes Gerais

Figura 65 — Informagdes gerais.

Comece adicionando a quantidade adequada de varidveis de entrada e saida

4 Fuzzy Logic Designer: Predador_Presa trapeziod - o x

CuleZ

Input
jariable. Ctrle X Output
6o Ctrle2 /

Cule3 Prodadar_Presa

e e
| mrane e — = pe—— |
pr— = = | [
Or method anc = Hame Presa
Type input
Impicaton ™ -
Range 10 4788)
Aggregetian max. ~
setaztaion consos - = — | |

28 ]

Figura 66 — Adicionando varidveis de entrada.

Comece adicionando a quantidade adequada de varidveis de entrada e saida
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& Fuzzy Logic Designer: Predador_Presa_trapezio3 - o x

File | Edit | view

Membership Functions... Cirl-2
Rules... Q3

A

a

1

Figura 67 — Informagdes da janela.

T4 Membership Function it Preddor Pres trpesio} - o x
File Edit View
— I
MuloBaixa Babxa MediaBaia Media Ata MuiloAlla
Variaveis m '
Fuzy — feo m“ [Fundes de
u et Pertinéncia
e discretizacio
o m w0 m w0 om0 a0

Parimetros
das
Varidveis

e R B

Figura 68 — Exemplo.
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91

& Membership Function Editor: Predador_Presa trapezio3

e SR e
o

|
[

181
Add MFs... L
E  Add Custom MF— B atca Baixs MesiaBaa Media. A

Remove Selected MF.
Remove All MFs.

FIS | s -1
D ——

Figura 69 — Como adicionar regras.

File Edit \View Options

Auments) (1)

Regras
adicionadas

Aumenta) (1)

i) (1)

Figura 70 — Regras adicionadas.
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4] Fuzzy Logic Designer Precador_Presa_trapezic - o x
File  Edt g
X M
— Praador Presa_vaperiod —
—
prodiacor E——
| S Name: Fredasor_Press_trapeziod FIS Type: mamasni |
And meihod = || sument varitse
Or methaz = ~ Pres
Tree ot
imaication = =
Range 14788
Aggregetion — =
Detuzzifcaon entroks ~ Heln Cose ‘ |
|

Figura 71 — Visualizando resultados.
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Figura 72 — Janela interativa de resultados.

O Matlab consegue mapear todas as possibilidades de entradas e suas respectivas

saidas em um gréfico tridimensional
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TH Fuzzy Logic Designer: Predadeor_Press_trapesol = o <
File it

Figura 73 — Gerar mapa de todas as possibilidades.

%] Surface Viewer: Predador_Presa_trapezic3 - o x
File Edit View Options

Figura 74 — Janela de superficie.



