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Regido de estabilidade de sistemas dinamicos fuzzy

Resumo

O objetivo desta pesquisa é desenvolver e estudar a regido de estabilidade de sistemas
dindmicos sob a luz da teoria fuzzy para elaborac¢do de algoritmos capazes de estimar
essa regido considerando as incertezas inerentes aos fendmenos naturais modelados
através desses sistemas. Para alcancar tal objetivo, apresentamos inicialmente as princi-
pais defini¢des e resultados a cerca da teoria cldssica de sistemas dindmicos e algumas
definic¢Ges e resultados concernentes a teoria dos subconjuntos fuzzy. Em seguida, apre-
sentamos algumas propriedades e resultados das fungdes obtidas por meio do Principio
da Extensdo de Zadeh aplicado em fungdes definidas sobre espacos de Hausdorff. De
maneira mais rigorosa, consideramos neste momento uma classe especificas de fluxos
fuzzy que sdo obtidos por meio do principio da extensdo de Zadeh de solugdes determi-
nisticas de equagdes diferenciais autdbnomas. Mostramos que a regido de estabilidade
de um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel fuzzy é um conjunto invariante e

aberto. Além disso, obtemos uma estimativa para regido de estabilidade fuzzy.

Palavras-chave: Modelagem matematica. Sistemas dindmicos. Ponto de equilibrio. Re-
gido de estabilidade. Conjuntos fuzzy.



Stability region of fuzzy’s dynamics systems

Abstract

This research’s purpose is to develop and study the stability region of dynamics systems
under the fuzzy theory’s view to elaboration of algorithms able to estimate this region
considering the uncertainties related to natural phenomena modelled though these
systems. To reach this objective, is initially introduced the main definitions and results
about classical theory the dynamics systems and some definitions and results concerned
to the fuzzy sets theory. Next, is introduced some properties and results of functions
obtained though the Zadeh'’s extension principle applied on defined functions at the
Hausdorff’s space. In a strict way, is considered on this moment a specific class of
fuzzy flows that are obtained through the Zadeh’s extension principle of deterministic
solutions of stand-alone differential equations. Is proven that the stability region of a
fuzzy’s an asymptotically stable equilibrium point is an open and invariant set. Also, is
obtained an estimative to fuzzy stability region.

Keywords: Mathematical modeling. Dynamics systems. Equilibrium point. Stability
region. Fuzzy sets.
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1 Introducao

Um sistema pode ser definido como um conjunto de instrumentos correlaciona-
dos por alguma interagdo ou interdependéncia, de modo que existam rela¢des de causa
e efeito nos fendmenos que ocorrem com os elementos deste conjunto. Alguns exemplos
de sistemas sdo: o circuito elétrico de um eletrodoméstico, Saturno e seus satélites, o
sistema nervoso humano, a situacdo financeira de uma familia, o ecossistema de uma
colonia de bactérias e etc. Um sistema é dindmico quando algumas grandezas que carac-
terizam seus elementos constituintes variam no tempo. Leibniz foi o primeiro a utilizar
a palavra dindmica nesse contexto. Nos exemplos anteriores, variam no tempo: a tensado
entre as placas de um capacitor, a posi¢do do satélite Titd, a atividade dos neuronios,
os gastos com alimentacdo e o nimero de bactérias existentes na colonia. Determinar,
teoricamente, como ocorre a evolugdo temporal das grandezas que caracterizam um

sistema, pode ser importante em diversas situa¢des, como as sitadas anteriormente.

Entretanto, devemos considerar que a modelagem matematica de fendmenos
naturais, através de sistemas dindmicos, pode estar sujeita a incertezas relativas aos
parametros das equacgdes que descrevem tais fendmenos. Como exemplo deste fato
podemos considerar que em problemas de dinamica populacional nem sempre é pos-
sivel saber exatamente a quantidade de individuos ou a capacidade suporte em uma
determinada regido. Além disso, nem sempre é possivel, por falta de dados ou por
dificuldade técnica, inserir todas as leis necessérias para descrever o fendmeno. Desta
forma, a subjetividade é um fator considerdvel que deve ser incorporado aos proble-
mas estudados na modelagem matemaética, principalmente os que utilizam sistemas

dinamicos para descrever os fendmenos estudados.

Assim, no estudo de sistemas dinamicos é imprescindivel conhecer o comporta-
mento das solugdes ou trajetdrias ao longo do tempo. Mas, como em geral ndo é possivel
determinar a solucdo analitica de um sistema dindmico ndo linear. uma excelente ma-
neira de estudar o comportamento das solucdes é através da andlise qualitativa em
torno das solugdes de equilibrio, que sdo solugdes estaciondrias do sistema geradas
por pontos de equilibrio. Portanto, a andlise qualitativa se encarrega por estudar a
estabilidade de solugdes cuja condicao inicial estd proxima do ponto de equilibrio como
o objetivo de estimar o comportamento da trajetdria destas solu¢des no entorno deste

ponto ao longo do tempo.

Em geral, pontos de equilibrio assintoticamente estdveis de sistemas dinamicos
autdnomos nao lineares ndo sdo globalmente estavéis. Em grande parte dos casos,
existe um subconjunto de condi¢des iniciais do espago de fases, chamado de regido de

estabilidade, cujas trajetdrias iniciando dentro desse conjunto tendem para o conjunto
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atrativo quando o tempo tende para o infinito. Na literatura, é comum denominar
o conjunto de regido de estabilidade por outras nomenclaturas, como por exemplo,

dominio de atragdo, drea de atracdo, regido de atragdo e bacia de atragdo.

Em diversas aplica¢des, estimar a regido de estabilidade é de fundamental impor-
tancia, principalmente em engenharias e ciéncias. O conceito de regido de estabilidade
é largamente empregado nos estudos de estabilidade de sistemas elétricos de poténcia
(CHIANG et al., 1987; CHIANG et al., 1988; CHIANG; THORP, 1989; CHIANG et al.,
1992; SILVA et al., 2005). Esse conceito também é explorado no desenvolvimento de

algoritmos em engenharia e ciéncias.

Vérios métodos foram propostos por alguns autores com o propdsito de estimar a
regido de estabilidade. Tais métodos comegaram a ser amplamente estudados durante a
década de 60, estimulados pelos estudos de estabilidade transitéria em sistemas elétricos
de poténcia, por exemplo (GLASS, 1966; EL-ABIAD; NAGAPPAN, 1966; WILLEMS,
1968).

Por outro lado, a modelagem de fendmenos reais por meio de sistema de equa-
¢Oes diferenciais deterministicas quase sempre esta incompleta ou incerta, pois os
valores dos coeficientes das equagdes diferenciais ou das condig¢des iniciais geralmente
ndo sdo precisamente conhecidos. Considerando esses aspectos, uma teoria que vem
ganhando forca na busca de solugdes dessas equagdes diferenciais tem sido a dos con-
juntos fuzzy, por lidar bem com essas incertezas e imprecisdes. Isso se da devido ao fato
de que na teoria fuzzy é possivel estabelecer uma graduacéo as varidveis do problema

que permite capturar de forma mais coerente as nuangas dos modelos.

Dentro desse contexto, muitos esfor¢os vem sendo empregados por diversos
pesquisadores nas mais diversas dreas para traduzir para a matemaética fuzzy conceitos
ligados a equagdes diferenciais (BARROS, 1997; BARROS et al., 1998; MIZUKOSHI, 2004;
CECCONELLO, 2006; MIZUKOSHI et al., 2007; CECCONELLO, 2010; MIZUKOSHIL et
al., 2012; BARROS et al., 2013; COIMBRA, 2016). Assim, uma teoria fortemente indicada
para estimar a regido de estabilidade é a Teoria de Conjuntos Fuzzy, pois, esta conse-
gue atribuir um tratamento adequado a conceitos matemaéticos que envolvem dados
de natureza imprecisa, muitas vezes englobando a solugédo classica ou apesentando

vantagens em relagdo a teoria cléssica.

Portanto, neste trabalho buscamos estudar sob quais condi¢des analiticas e
topolégicas podemos estimar a regido de estabilidade de um sistema dinamico sob
a luz da teoria dos conjuntos fuzzy e desenvolver algoritmos capazes de efetuar um

diagnostico das regides de estabilidade encontradas a partir de dados reais.

No Capitulo 2 apresentamos algumas defini¢des e resultados que sdo essenciais

para descrever o comportamento das solu¢des de equagdes diferenciais autdbnomas
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com evolugdo no tempo, definidas sobre algum subconjunto aberto U de R". Também
destacamos os principais conceitos a cerca da anélise qualitativa, tais como pontos de

equilibrio, érbitas, conjunto w-limite e conjuntos invariantes.

No Capitulo 3 definimos os conjuntos atratores e atrativos, apresentamos a
definicdo de regido de estabilidade do ponto de vista da teoria cldssica de conjuntos
e exploramos algumas propriedades e resultados topolégicos importantes a cerca da
regido de estabilidade de um conjunto atrativo. Por fim, descamos alguns métodos
utilizados na literatura para estimar a regido de estabilidade de um ponto de equlibrio

assintoticamente estavel.

No Capitulo 4 estudamos as principais defini¢des e resultados a cerca da teoria
dos subconjuntos fuzzy. Apresentamos também algumas propriedades do conjunto
E(X). Este conjunto é formado pelos subconjuntos fuzzy de um conjunto X cujos
a-niveis sdo subconjuntos compactos e ndo vazios. Também definimos a métrica d
para £(X), construindo assim uma estrutura de espago métrico para conjuntos fuzzy.
Ainda neste capitulo, mostramos que a extensdo de Zadeh de uma fungao continua
é uma aplicacdo continua quando X é um espago métrico localmente compacto. Este
resultado, como os demais apresentados no Capitulo 3, sdo fundamentais para a andlise

de solugdes fuzzy.

No Capitulo 5 detacamos algumas ferramentas para anélise qualitativa de fluxos
fuzzy desenvolvidas por Cecconello (2010) e Mizukoshi (2004). Desta forma, generaliza-
mos algumas condi¢des propostas por Mizukoshi (2004) e indicamos ferramentas para
melhor compreender o comportamento assintético de tais fluxos fuzzy, assim como,
estudamos condic¢des para existéncia e estabilidade de pontos de equilibrio nédo crisp

conforme Cecconello (2010).

Utilizamos o Exemplo 5.8 para mostrar que o fluxo fuzzy gerado pelo modelo
de epidemiologia SI (Murray, 2002) pode apresentar pontos de equilibrio fuzzy cuja
fungdo de pertinéncia é sobrejetiva. Assim, as condigdes apresentadas por Mizukoshi
(2004) podem ser generalizadas para tornar a andlise qualitativa mais abrangente. Os
processos utilizados para revelar a existéncia de tais pontos de equilibrio para o Exemplo
5.8 podem ser aplicados em fluxos fuzzy gerados por equagdes autdbnomas quaisquer.
Portanto, através do Teorema 5.9 é garantido a existéncia de pontos de equilibrio fuzzy

com func¢do de pertinéncia sobrejetiva.

No Capitulo 6 expomos importantes resultados obtidos por meio desta pesquisa
sobre a regido de estabilidade de um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estavel.

Assim, destacamos trés resultados inéditos:

1. A regido de estabilidade de um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estavel

é um conjunto aberto;
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2. Aregido de estabilidade de um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estavel
¢ um conjunto invariante;

3. Obtengdo de uma estimativa para regido de estabilidade fuzzy, isto ¢é, foi encon-
trado um subconjunto da regido de atracdo de um ponto de equilibrio fuzzy

assintoticamente estavel.



2 Preliminares

Este capitulo tem o objetivo de apresentar os principais conceitos e resultados a
cerca da analise qualitativa de sistemas dindmicos ndo lineares modelados por equa-
¢Oes diferenciais (EDO) autdbnomas e ndo lineares. A leitura deste capitulo pode ser
dispensada ao leitor que estiver familiarizado com os conceitos de equagdes diferenciais

ordindrias.

2.1 Equagodes diferenciais autonomas

Consideremos aqui o problema de valor inicial (PVI) determinado pela equacdo

diferencial autonoma do tipo:

dx
i f(z), x(0) = xo, (2.1)

onde f é uma funcdo definida sobre um conjunto aberto U C R" com imagem em
R",isto é, f : U C R® — R” com condigdo inicial z, € U. Em geral, o conjunto U é
chamado de espago de fase ou espago de estado. A varidvel dependente = é chamada de
varidvel de estado. A dimensdo do espaco de fase corresponde ao nimero de equagdes

necessdrias para descrever o sistema.

O objetivo do exemplo a seguir é apenas ilustrar um sitema dindmico autdbnomo

nao-linear, seu espago de fases, sua varidvel de estados e condigdo inicial.

Exemplo 2.1 Considere o sequinte sistema auténomo dados pelas equagdes:

% = ar; —rryx
dt - 1 142
z(0) = (a, —b) (2.2)
dz
d_t2 = —bl’g + sx1Z2,

onde os pardmetros a, r, b e s sdo reais positivos.

Entdo, a varidvel de estado é o vetor x = (1, 22), 0 espago de fase equivale ao conjunto R? e
a condigdo inicial é o ponto z(0) = (a, —b).

Para enfatizar a dependéncia com rela¢do a condicdo inicial, denotaremos a
solucdo da Equacdo 2.1 por ¢, (zy). Pois, se definirmos x(t) = ¢:(z¢) entdo, 2’(t) = f(x(t))
e J](O) = Xg.
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Para que a equagdo autonoma 2.1 admita uma tnica soluc¢do, geralmente é
preciso impor alguma restri¢do a fungdo f. O Exemplo 2.2 exposto a seguir apresenta
um caso particular em que a equagéo diferencial ndo admite uma tnica solugéo a partir

da condicdo inicial dada.

Exemplo 2.2 Comprove que a equagio

dr Y
p = f(z) =3z

ndo tem solugdo inica a partir da condigdo inicial x(0) = 0.

A funcdo f(x) é continua em todos os pontos. Entretanto, a derivada desta fungao
df /dz = 12/(52/%), ndo é finita em = = 0, de modo que ndo se pode saber o ntimero de
solucdes que existem para esse problema de condigdo inicial. Por exemplo, ¢ (zg) =0
é uma solucdo valida para todo ¢. Outra solucdo igualmente vélida para todo ¢ é
oi(x) = (3t/5)°. Portanto, tem-se duas solugdes para o mesmo problema de condigdo
inicial. Na verdade, o nimero de solug¢des é infinito, pois pode-se permanecer em = = 0

e, ap6s um tempo qualquer, passar a evoluir de acordo com ¢;(z) = (3t/5)°.

O teorema da existéncia e unicidade exposto a seguir, cuja demonstracdo pode
ser encontrada em Hartman (1964), Birkhoff (1966) ou Sotomayor (1979), estabelece

condicdes suficientes sobre f para assegurar a existéncia e unicidade das solugdes.

Teorema 2.3 (Existéncia e Unicidade) Seju U C R™ aberto e suponha que f € C*(U) com
(k > 1). Entdo, para cada x, € U existe um intervalo I, = (t1,t2), contendo t = 0, tal que a
solugdo (o) de 2.1 existe, é rinica e além disso é de classe C*.

Quando f depender de algum parametrop, € R™e f: U C R* x R™ — R" é
de classe C*, entdo a solucdo o;(xg, py) também é de classe C*.

Afirmar que ¢ () é solugdo da Equacgdo 2.1 equivale a dizer que ¢;(z) satisfaz:

t
ou(0) = 70+ / F(a(s))ds,
0
paratodozg € Uet € I,,.

Nosso interesse aqui é analisar o comportamento da solug¢do quando ¢ — +oo,
por isso, a partir de entdo, assumiremos que () estd definida para todo z, € U
et > 0. Sob algumas hipéteses, o intervalo de existéncia de solugdo garantido pelo
Teorema 2.3, pode ser estendido e assim a solugdo passa a existir para todo t € R
(HIRSCH; SMALE, 1974). Especificamente, quando f est4 definida para todo o R" e é
limitada, entdo a solugdo () existe para todo t € R, (ROBINSON, 1999).
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Pela unicidade com relagdo a condigdo inicial, a solugdo ¢;(zy) da equagdo
autonoma 2.1 define uma aplicacdo ¢ que, para cada par (¢,z9) € R} x U, associa o
valor ¢, (zg) € U, isto é:

p: Ry xU — U

(t,x0) — (o).
Para todo zp € U e t,s € Ry, a aplicagdo ¢ assim definida satisfaz as seguintes proprie-
dades:
wo(ro) = Lo

Pres(z0) = @i(ps(x0)).
Por esta razdo, a familia de aplicagdes ¢, : U — U, t € R, é frequentemente denomi-
nada na literatura como semifluxo ou sistema dindmico gerado pela equagdo autdbnoma
2.1 (HIRSCH; SMALE, 1974; HALE, 1988; HALE et al., 1991; MILANI; KOKSCH, 2005).

2.2 Conjuntos Invariantes

Nesta secdo definiremos a invaridncia de conjuntos, conceito este que é impres-
cindivel para anélise do comportamento das solucdes de sitemas dindmicos, pois sob
determinadas circunstancias é necessario determinar quando dada uma condigéo ini-
cial, tomada em uma conjunto S C R", a solugdo que passa por essa condi¢ao inicial
permanece neste conjunto para todo ¢. Tais conjuntos que satizfazem essa propriedade

sdo chamados de conjuntos invariantes.

A seguir definiremos os conceitos de drbita e de conjunto w-limite que sdo impor-

tante para o estudo qualitativo de sistemas dindmicos.

Definic¢ao 2.4 Denominamos por 6rbita ou trajetéria do ponto x( pela solugdo y,, o conjunto
do espago de fase definido por:

Y(zo) = {pt(xg) € U : t > 0}.

Definicdo 2.5 Um ponto y € U é um ponto w-limete da solugio ¢.(xo) de 2.1 se existir uma
sequencia {t,}, com t, — 400 quando n — oo tal que ¢(xo) — y quando t,, — +oo0. O
conjunto de todos os pontos w-limite de ¢;(xq) é chamado conjunto w-limite da solugio p.(zo),
ou simplismente, w-limite de x, e é denotado por w(zy). De outra maneira podemos escrever:

w(zo) ={y € U : ¢y, (x9) — y quando t,, — +o0} .

Exemplo 2.6 Seja um campo vetorial no plano com uma 6rbita fechada globalmente atrativa
2, como ilustrado na Figura 1. Para cada ponto y € Q) podemos encontrar uma sequéncia {t, }
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tal que py, (o), zo € U = R? se aproxima de y quando n — +oo. Portanto, y € Q é um ponto
w-limite da solugio (o).

Figura 1 -y € Q2 é um ponto w-limite e 2 é o conjunto w-limite da solucaoy, (zy).
Fonte: adaptado de Amaral (2010)

Definic¢do 2.7 Um conjunto S C U é dito invariante pelo fluxo ¢, do sistema (2.1) se, dado
xo € S, a Orbita y estd inteiramente contida em S, isto é, y(x) C S para todo xy € S.

Um simples exemplo de conjunto invariante é a propria 6rbita de uma dada condi-
¢do inicial x( do sistema (2.1). Além disso, é fAcil verificar que a unido de conjuntos

invariantes também é um conjunto invariante.

2.3 Pontos de equilibrio e estabilidade local

Suponha que um conjunto de equagdes diferenciais represente um determinado
sistema. Para se encontrar uma solugdo para estas esquagdes e, assim, determinar o
comportamento dindmico do sistema, é necessdrio especificar valores para as condi¢des
iniciais e para os parametros das equacdes. Em geral, tal solugdo s6 pode ser obtida
numericamente. E essa solu¢do tem uma utilidade bastante limitada, ja que é valida
apenas para a situagdo particular calculada. Considere, por exemplo, o problema de se
determinar o comportamento dindmico de uma aeronave em voo. Matematicamente,
esse problema pode ser descrito em termos de equagdes baseadas em leis da Mecanica
dos Fluidos. A partir dessas equagdes, pode-se calcular numericamente tal comporta-
mento, escolhendo valores que reflitam um certo estado de conservagdo da aeronave,
uma certa posi¢do dos lemes e "flaps", uma certa velocidade da aeronave ou condicado
atmosférica etc. Essa solu¢do numérica, obtida para uma situagao particular de voo,
d4 uma ideia bastante incompleta sobre sua seguranca. Na verdade, a questdo que
deve ser respondida possui um caracter qualitativo: para que conjunto de valores das

condigdes iniciais e dos pardmetros, a aeronave permanece em voo? Tentar responder a
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essa questdo resolvendo as equagdes diferenciais para todas as combinagdes possiveis
desses valores parece uma abordagem ndo muito esperta. Essa quetdo, porém pode ser
formulada de forma mais conviniente: em que condi¢des o voo da aeronave constitui

um comportamento dindmico estével?

Estabilidade é uma palavra usada para caracterizar tanto uma solucdo, quanto
uma equagdo diferencial (ou uma equagdo de diferenga). A estabilidade de uma solucdo
é determinada pelo comportamento das solugdes cujas condi¢des iniciais pertencem
a sua vizinhanga. A seguir, introduz-se a nogao de estabilidade de uma solugao esta-
ciondria, que é uma solugdo representada por um ponto de equilibrio no espaco de

fases.

Em geral ndo é possivel determinar a solucdo analitica de um sistema dinamico
ndo-linear. Por esta razdo, uma forma plauzivel de estudar o comportamento das
solugdes é através da andlise qualitativa do sistema em torno das solucdes de equilibrio.
Tais solugdes podem ser facilmente encontradas, basta considerarmos os pontos z. € U
em que dx/dt = 0, assim f(z.) = 0, e portanto, a fungdo contante ¢;(z.) = . serd
uma solugdo estaciondria para a equacgdo (2.1) com condicéo inicial zy = z.. Solugdes
constantes como essa desempenham um papel fundamental no estudo qualitativo
das equagoes diferenciais. Os pontos z. que determinam solug¢des de equilibrio sdo
denominados pontos de equilibrio e detfinimos estes pontos formalmente da seguinte

maneira:

Defini¢ao 2.8 Um ponto x. € U é um ponto de equilibrio para a Equagio (2.1) se f(x.) = 0.
A solugio constante pi(z.) = x. é denominada solugdo de equilibrio.

Qualquer ponto que ndo seja ponto de equilibro, é chamado de ponto ordindrio

ou ponto regular.

Mas, para que possa ser relevante em aplicagdes como modelos de fendmenos
biolégicos, fisicos, quimicos e etc, um ponto de equilibrio deve satisfazer algum critério
de estabilidade. A analise de estabilidade procura compreender o comportamento das

solugdes cuja condigdo inicial estd proxima do ponto de equilibrio.

Definicao 2.9 (estabilidade) Seja o, uma solugio de (2.1) definida para todo t > 0. En-
tdo, dizemos que , é estdvel se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que se ), é solugio de
(2.1) e ||t — wol| < 0 entdo i, estd definida para todo t > 0 e ||¢y — ¢|| < € para todo
t > 0 (ver Figura 2). Se além disso, existir §; > 0 tal que |[1)o — ol < 91 implica que

limy 400 || — wol| = 0, ¢¢ diz-se assintoticamente estdvel (ver Figura 3).
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Figura 3 — Solugdo Assintoticamente Estavel

Se z. € U é um ponto de equilibrio do sistema (2.1), entdo a solugdo ¢ de (2.1)
iniciando em z. no tempo ¢t = 0, é uma fungdo constante, isto é, ¢;(z.) = z. para
todo t € R. Facilmente, pode-se verificar que um ponto de equilibrio é um conjunto
invariante de (2.1). A seguir, caracterizaremos a estabilidade de pontos de equilibrio.

Definicao 2.10 Um ponto de equilibrio x. € U C R™ é estdvel se dado € > 0 existe um 6 > 0
tal que para todo ||xo — z.|| < 0 temos ||pi(x0) — x.|| < € para todo t > 0.

Em outras palavras, um ponto de equilibro z. é estavel se todas as solugdes iniciando
dentro da bola de raio 6 centrada em z. ndo saem da bola de raio ¢ centrada em ..
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Observe que, neste caso, as solu¢do nido necessariamente devem se aproximar do ponto
de equilibrio z. quando ¢t — +o0. Veja a Figura 4.

Figura 4 — Solugdo Estavel

Qualquer ponto de equilibrio que ndo é estdvel, é denominado ponto de equilibrio

instdvel.

Outro conceito importante relacionado aos pontos de equilibrio é a atratatividade.
Um ponto de equilibrio z. é chamado de atrator quando todas as solugdes iniciando
dentro da bola de raio § tendem para x. quanto t — +o00. Formalmente, temos a seguinte

definicao:

Definicao 2.11 Seja x. um ponto de equilibrio do sistema (2.1). Entdo, dizemos que x.. é atrativo

se existir > 0 tal que

zg € B(ze;6) = pi(xo) — x. quando t — +o0.

Observe que as solugdes iniciando dentro da bola de raio 6 podem afastar-se do po
ponto de equlibrio . na medida que o tempo cresce, podendo até sair de dentro da bola
de raio ¢, entretanto, sempre retornam e se aproximam do ponto de equllibrio quando
t — 400 (Veja a Figura 5).
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L )
\\s xo ’
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Figura 5 — Ponto de equilibrio atrativo

Entretanto, é valido ressaltar que estabilidade ndo implica em atratividade e
atratividade também nao implica em estabilidade. Evidentemente, exitem pontos de
equilibrio que sdo estdveis e atrativos. Estes pontos sdo denominados pontos de equili-

brio assintoticamente estaveis.

Definigao 2.12 Um ponto de equilibrio x. € U C R"™ é assintoticamente estdvel se é estdvel
e atrativo, isto é, se dado € > 0 existir um § > 0 tal que para todo ||xg — x.|| < J temos
llpe(zo) — x| < € para todo t > 0 e, além disso, existir r > 0 tal que para todo xo € U
satisfazendo ||xog — x.|| < r temos que ||p(zo) — x| — 0 quando t — +oc.

A Figura 6 a seguir esclarece a Defini¢do 2.12 As solugdes que iniciam dentro da
bola de raio § permancem dentro da bola de raio € e tendem para o ponto de equilibrio .
quando ¢t — +o00. Em outras palavras, todas as solugdes que originam-se suficentemente
préximas ao ponto de equilibrio z., permanecem préximas a ele e, obrigatoriamente, se

aproximam dele quando o tempo tende ao infinito.

Figura 6 — Ponto de equilibrio assintoticamente estavel
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24 Conclusao

Apresentamos neste capitulo as principais defini¢des e resultados a cerca da teo-

ria cldssica de sistemas dinadmicos, que posteriormente serdo utilizados neste trabalho.

Primeiramente, apresentamos os conceitos basicos sobre a teoria qualitativa de
sistemas dindmicos autdénomos ndo lineares. Assim, exploramos o conceito de invarian-
cia de conjuntos que é de fundamental importancia para analise do comportamendo

das solugdes de sistemas dindmicos.

Na secdo 2.3 vimos que uma excelente maneira de estudar o comportamento das
solugdes é através da analise qualitativa em torno das solu¢des de equilibrio, que sdo
solugdes estaciondrias do sistema geradas por pontos de equilibrio. Assim, apresenta-
mos a estabilidade de solug¢des cuja condigdo inicial estd proxima do ponto de equilibrio
como o objetivo de estimar o comportamento da trajetéria destas solugdes no entorno

deste ponto.
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3 Regido de estabilidade de sistemas dindmicos autono-

mos nao lineares

Neste Capitulo estabelecemos a defini¢do do conjunto denominado regido de esta-
bilidade e apresentaremos certas propriedades topoldgicas deste conjunto. Na literatura,
a regido de estabilidade também é chamado de dominio de atragdo, 4rea de atragao,
regido de atracdo e bacia de atracdo. A regido de estabilidade é um subconjunto do
espago de fases cujas trajetorias iniciando dentro deste conjunto tendem para o conjunto
atrativo (ou ponto de equilibrio) quando o tempo tende para o infinito (AMARAL,
2010).

Primeiramente, vamos estabelecer o conceito de conjuntos atrativos e atratores,
pois a definicdo de conjunto atrativo é essencial para caracterizarmos a regido de
estabilidade.

Posteriormente, apresentaremos a defini¢do de regido de estabilidade e discutire-
mos a carecterizacdo da regido de estabilidade de sistemas dindmicos auténomos do
ponto de vista topolégico.

Ao final, apresentaremos em resumo alguns métodos utilizados na literatura clés-
sica para estimar a regido de estabilidade, ou seja, métodos para obter um subconjunto

da regido de atracdo de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

3.1 Conjuntos atrativos e atratores

Seja . um ponto de equilibrio do Sistema (2.1). Vimos na se¢do anterior que x. é
um conjunto invariante e fechado. Pela Defini¢do 2.11 existe uma bola aberta B(z.,r) tal
que toda trajetéria comec¢ando dentro dessa bola tende para x. quando o tempo tende
para o infinito. Generalizando a defini¢do de ponto de equilibrio atrativo, obtemos a

defini¢do de conjunto atrativo apresentada a seguir.

Definic¢do 3.1 (ALBERTO, 2006) Um conjunto H, fechado, invariante com relagio ao sistema
(2.1) é um conjunto atrativo se existir uma vizinhanga U de H tal que, para toda condigdo inicial
xo € U, pi(xo) — H quando t — +o0.

Na Definigao (3.1), a expressdo ¢;(zo) — H quandot — +oo significa que d(¢:(z¢), H) —
0 quando t — +o00, onde d é a distancia entre um ponto e um conjunto. O conjunto U
serd chamada de vizinhanca atrativa de H.

Vale observar que todo ponto de equilibrio atrativo € um conjunto atrativo.
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Vamos agora apresentar a defini¢do de conjunto atrator, que é um conceito mais

forte do que o de conjunto atrativo.

Definicdo 3.2 (WIGGINS, 2003) Um conjunto H C R™ é um atrator se H é um conjunto

atrativo e além disso

(i) ¢ (U) C U para todot > 0 e alguma vizinhanga atrativa U de H;

(ii) Para quaisquer dois conjuntos abertos V e S em H

Jt € R tal que p;(V) NS # 0.

No exemplo a seguir exploramos o conceito de conjunto atrativo e conjunto

atrator.

Exemplo 3.3 (VINOGRAD, 1957) Considere o seguinte sistemas de equagoes diferenciais

(. _ 2y —x) +y°
(22 +y?)[1 + (22 +y2)?]
3.1)
- y*(y — 2x)
T 2l @+ )]

onde (z,y) € R2

Neste exemplo o Sistema (3.1) possui a origem como ponto de equilibrio atrativo,
j& que considerando quaquer bola de raio r as trajetérias iniciando dentro desta bola
tendem para o ponto (0;0) quando o tempo tende ao infinito. Entretanto, apesar de
H = {(0;0)} ser atrativo, este conjunto ndo é um atrator, pois considerando as mesmas
bolas abertas de raio r, existem trajetdrias que iniciam dentro da bola e saem dela em
um certo tempo 7' > 0, conforme é ilustrado na Figura 7. Logo, ndo existe vizinhanca U
de H que satizfaga o item (i) da Definicdo (3.2).
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 7 — ponto de equilibrio atrativo do Sistema (3.1)
Fonte: Adaptado de Amaral (2010).

Embora o conceito de atrator seja mais forte que o de conjunto atrativo, a con-
cepcdo de conjunto atrativo é suficiente para definir a regido de estabilidade. Apesar
das caracteristicas negativas no que diz respeito aos conjuntos atrativos, definiremos a
regido de estabilidade para tais conjuntos. Como todo atrator é um conjunto atrativo, a

defini¢do de regido de estabilidade se aplica ao conceito de atrator.

3.2 Caracterizagdo topoldgica da regido de estabilidade

Agora, vamos explorar algumas propriedades topoldgicas da regido de estabili-
dade. E importante ressaltar que tais propriedades serdo fundamentais para o capitulo
6, em que procuramos extender a definicdo de regido de estabilidade para pontos de
equilibrio fuzzy, como por exemplo, a propriedade da regido de estabilidade ser um
conjunto aberto. Os resultados apresentados a seguir sdo contribui¢des de trabalhos ja
existentes na literatura (ver Chiang et al. (1988) e Zaborszky et al. (1988).)

Ao contrario dos sistemas dindmicos lineares, um ponto de equilibrio assitotica-
mente estdvel de um sistema nao linear raramente é globalmente estdvel. Conhecer o
conjunto de pontos no espago de estados cujas trajetorias, que comecam nesses pontos,
se aproximam de um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel quando o tempo
tende para o infinito possibilita analisar de uma maneira muito mais completa e global
o comportamento dindmico do sistema em estudo. (AMARAL, 2010). Sendo assim,

apresentamos a seguir a defini¢do formal de regido de estabilidade.

Definicdo 3.4 Seja H um conjunto atrativo de (2.1). A regido de estabilidade de H é o conjunto
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A(H) definido por

A(H) ={z0 € U : ¢i(x9) — H quando t — +oo}

Observe que A(H) é um conjunto ndo vazio e contém pontos que nao estio em
H,ja que toda vizinhanga atrativa V' de H é tal que V' C A(H). Veja a Figura 8.

Figura 8 — Ilustragdo da regido de estabilidade de um conjunto atrativo.

Vale ressaltar que como todo ponto de equilibrio assintoticamente estavel é um
ponto atrativo, a sua de 4rea de atracdo sera determinada da mesma forma, isto é, se
z. € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel entdo sua regido de atragdo sera

composta por todos os pontos zy € U tal que ¢;(x¢) = z. quando ¢ — +oo.

Apresentamos a seguir alguns importantes teoremas sobre a regido de estabili-
dade. O primeiro deles garante que a regido de estabilidade de um conjunto atrativo é

invariante, isto é, se xy € A(H) entdo a 6rbita y(z() estd inteiramente contida em A(H).

Teorema 3.5 (CHIANG et al., 1988)" Seja x:y € A(H) um conjunto atrativo de (2.1). Entdo
A(H) é um conjunto invariante.

Uma propiedade importante a cerca da regido de atracdo é apresentada a seguir.
O Teorema 3.6 garante que a regido de estabilidade é conjunto aberto, isto €, para cada
y € A(H) existe 6 > 0 tal que B(y, §) estd inteiramente contida em A(H).

Teorema 3.6 (CHIANG et al., 1988)* Seja H um conjunto atrativo com relagio ao sistema

(2.1), entdo a regido de atracio A(H ) é um conjunto aberto.

! A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada no trabalho de Amaral (2010).
2A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada no trabalho de Amaral (2010).
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Exploraremos nos préximos resultados prorpiedades da fronteira da regido de
estabilidade. E importante ressaltar que algumas das propriedades como a invariancia

sdo fundamentais para o estudo da fronteira da regido de estabilidade.

Teorema 3.7 Seja H um conjunto invariante de (2.1). Entdo a fronteira OH> também é um

conjunto invariante.

Demonstracio: * Seja H um conjunto invariante e z, € 9H. Queremos mostrar que
¢i(zg) € OH para todo t € R. Como z, € 0H, entdo dado § > 0 arbitrariamente
pequeno, existem z; € Hexy € U — H tal que ||zg —x1]| < d e ||Jxg—x2| < 6. H
garante que ¢.(z1) € H e pi(z2) € U — H para todot € R. Dado T' € R arbitrario
e € > 0 arbitrariamente pequeno, tem-se, da continuidade das solu¢des com relacdo
as condigdes iniciais, que existe 6 > 0 tal que ||z1 — x¢|| < 0 e ||z2 — zo|| < ¢ implica
em |[p(z1) — @i(z0)]] < €e||i(x2) — pi(x0)|| < € para todo ¢t € [T, T]. Sendo assim,
arbitrariamente préximo de 7 (x) existem pontos ¢r(z1) € H e pr(xs) € U — H.
Portanto, pr(z¢) € H e pr(xg) € U — H. Por definicdo, pr(xg) € OH . Como 29 e T
foram escolhidos de maneura arbitréria, tem-se, para todo xy € 0H que pr(xy) € OH

para todo ¢t € R. Logo, 0H é um conjunto invariante. n

Corolario 3.8 Seja H um conjunto atrativo de (2.1). Entdo a fronteira 0A(H) da regido de
estabilidade é um conjunto frechado e invariante.

Demonstragio: ° Por defini¢do, a fronteira de qualquer conjunto é um conjunto fechado.
logo, 0A(H) é um conjunto fechado. como a regido de estabilidade é um conjunto
invariante segue diretamente do Teorema 3.7 que 0A(H ) é um conjunto fechado. [

Evidentemente, os resultados apresentados nesta se¢do também sdo vélidos para
a regido de estabilidade de pontos de equilibrio assintoticamente estaveis. No capitulo
6 expandiremos esses importantes conceitos apresentados nos Teoremas 3.5 e 3.6 para
sistemas dindmicos fuzzy, mas apenas para pontos de equilibrio assintoticamente

estdveis dos fluxos fuzzy.

3.3 Estimativa da regido de estabilidade

Nesta secdo discutiremos sobre alguns métodos utilizados na literatura para
estimar a regido de estabilidade de um ponto de equlibrio assintoticamente estavel.

Esses métodos comegaram a ser largamente estudados na década de 60, motivados

3A fronteira de um conjunto H em U é o conjunto dH, formado pelos pontos = € U tais que toda bola
aberta de centro xy contém pelo menos um ponto de H e um ponto do complementar U — H.

*A demonstracdo foi adaptada do trabalho de Amaral (2010).

A demonstracdo foi adaptada do trabalho de Amaral (2010).
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pelos estudos de estabilidade transitéria em sistemas elétricos de poténcia, ver por
exemplo (GLASS, 1966; EL-ABIAD; NAGAPPAN, 1966; WILLEMS, 1968). A maioria dos
métodos usados na andlise de estabilidade transitéria em sistemas elétricos de poténcia,
baseavam-se no Principio de Invariancia de LaSalle (LASALLE, 1960) e exploravam a
estrutura qualitativa da fronteira da regido de estabilidade. Além de serem bastantes

conservadores, estes métodos eram heuristicos, e consequentemente sujeitos a erros.

Motivados em compreender a fronteira da regido de estabilidade para obter
estimativas 6timas da regido de estabilidade na analise de estabilidade transitéria em
sistemas elétricos de poténcia, Tsolas et al. (1985) propdem na literatura uma primeira
caracterizagdo dindmica da fronteira da regido de estabilidade de um ponto de equilibrio

assintoticamente estavel, para um sistema dindmico auténomo nao linear

dx
E:f(x)

onde f : R" — R™ é um campo vetorial de classe C"

No trabalho de Tsolas et al. (1985). foi mostrado, sob algumas condig¢des, que a
fronteira da regido de estabilidade é a unido do fecho das variedades estaveis de todos

os pontos de equilibrio do tipo 1 que pertencem a fronteira da regido de estabilidade.

Chiang et al. (1987) apresentaiam uma fundamentagdo teérica de métodos diretos
para efetuar a estimativa da regido de estabilidade. Esta fundamentacdo tem por base
uma nova caracterizacdo dindmica da fronteira da regido de estabilidade de um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel que generaliza a caracteriza¢do proposta por
Tsolas et al. (1985). No trabalho de Chiang et al. (1987), mostrou-se sob as condi¢des

(A1) Todos pontos de equilibrio na fronteira da regido de estabilidade sdo hiperbélicos;

(A2) As variedades estdveis e instdveis dos pontos de equilibrio na fronteira da regido

de estabilidade satisfazem a condicao de transversalidade;

(A3) Toda trajetéria na fironteira da regido de estabilidade se aproxima de um ponto

de equilibrio quando +oo,

que a fronteira da regido de estabilidade é a unido das variedades estdveis de todos
os pontos de equilibrio na fronteira. Além disso, foram dadas condi¢des necessarias e
suficientes para um ponto de equilibrio hiperbdlico pertencer a fronteira da regido de
estabilidade.

Um pouco mais tarde, no trabalho de Chiang et al. (1988) foi apresentada uma

caracterizagdo mais completa da fronteira da regido de estabilidade de um ponto de
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assintoticamente estdvel que generaliza a caracterizagdo proposta por Chiang et al.
(1987). Naquele trabalho, sob as condi¢oes

(B1) Todos pontos de equilibrio(e/ou 6rbitas fechada) na fronteira da regido de estabi-

lidade sdo hiperbélicos;

(B2) As variedades estaveis e instaveis dos pontos de equilibrio(e/ou orbitas fechada)
na fronteira da regido de estabilidade satisfazem a condicdo de transversalidade;

(B3) Toda trajetéria na fronteira da regiao de estabilidade se aproxima de um ponto de

equilibrio (e/ou 6rbitas fechada) quando ¢ — +oc.

mostrou-se que a fronteira da regido de estabilidade é a unido das variedades estdveis
de todos os pontos de equilibrio (e/ou 6rbitas fechadas) na fronteira da regido de esta-
bilidade Alem disso, foram dadas condigdes necessarias e suficientes para um ponto de
equilibrio (e ou 6rbitas fechadas) pertencer a fronteira da regido de estabilidade Chiang
et al. (1988) apresentaram uma caracteriza¢do da fronteira da regido de estabilidade
para duas classes de sistemas dindmicos: sistemas gradientes generalizados e sistemas
descritos por uma equagao diferencial vetorial de segunda ordem. A caracterizagdo
para estas duas classes especificas de sistemas foi a mesma dada por Chiang et al. (1987)
porém, para estes sistemas, apenas a hipétese (A2) foi utilizada para a caractenizagdo
da fronteira. Alem disso, para estes sistemas particulares se que os poutos de equlibrio
hiperbélicos na fronteira da regido de estabilidade persistem na fronteira sob pequenas

pertubagdes do campo vetorial.

Mais tarde no tabalho de Chiang (1995), foram mostrados, sob as suposi¢des (A1)
e (A3), para sistemas dinadmicos autdnomos mais gerais, que os pontos de equilibrio
hiperbélicos na fronteira da regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoti-
camente estdvel também persistem na fronteira sob pequenas pertubag¢ées do campo

vetorial.

3.4 Estimativa da regido de estabilidade

Nesta se¢do, apresentamos uma estimativa da regido de estabilidade via conjunto
de nivel de uma dada fungao energia. Para isso, introduziremos o conceito de funcéo
energia existente na literatura, faremos uma breve revisdo dos resultados relacionados
a estimativas da regido de estabilidade propostas por Chiang et al. (1987) e também
trazemos resultados que permitem caracterizar a fronteira da regido de estabilidade de

sistemas dindmicos autdnomos ndo lineares que admitem uma fungdo energia.

O conceito de funcdo energia foi inicialmente proposto por Chiang et al. (1987).

A existéncia de uma funcdo energia possui consequéncias importantes a respeito dos
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conjuntos limites, além disso, elas podem ser utilizadas para se obter estimativas da
regido de estabilidade (CHIANG et al., 1987; CHIANG et al., 1988).

Considere £ = {z. € U : f(z.) = 0} o conjunto dos pontos de equilibrio do
Sistema (2.1).

Defini¢do 3.9 (Fungdo Energia)(CHIANG et al., 1987) funcio V : U — R, de classe C*, é
uma fungdo energia de (2.1) se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

(i) V(z) < 0paratodox € U
(ii) se xy ¢ E entdo o conjunto {t € R : V(p,()) = 0} possui medida nula em R.

(iii) se V(ypi(xo)) € limitada para t € R, entdo a trajetéria p.(xo) também é limitada para
teR.

As condicdes (i) e (ii) implicam que a energia do sistema é ndo crescente ao
longo de qualquer trajetéria nao trivial. A a condigao 3.9 garante a ndo existéncia de
uma trajetdria ilimitada cuja energia permaneca limitada ao longo da trajetéria. Uma
condicdo suficiente para que 3.9 seja satisfeita é que a func¢do escalar V : U — R seja uma
fungdo prépria® ou crescente. Por outro lado, podem existir fungdes escalares V : U — R
onde a condicdo 3.9 é satisfeita embora elas ndo sejam prépria e nem crescente, por

exemplo as fungdo energia proposta no Exemplo 3.13.

Para obter estimativas da regido de estabilidade via conjunto de nivel de uma
dada funcdo energia, apresentaremos a seguir resultados que exploram a caracterizagdo
da fronteira da regido de estabilidade. Inicialmente trazemos um resultado que descreve
a fronteira da regido de estabilidade de sistemas dinamicos autonomos néo lineares que
admitem uma fungédo energia.

Teorema 3.10 (Caracterizacdo da fronteira da regido de estabilidade) (CHIANG et al.,
1987) Seja xs um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (2.1) e A(x,) sua regido de
estabilidade. Se existe uma fungdo energia para o Sistema (2.1) e a suposigio (A1) estd satisfeita,
entdo:

ammgUWm@

onde ', i = 1,2... sdo os pontos de equilibrio em DA(x®). Se, adicionalmente a suposicio (A2)
estd satisfeita, entdo

amﬂ:Ume

®Uma fungdo continua V : U — R é uma funcéo prépria se ||z| — +oc entdo |V (z)| — +oo.
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O Teorema 3.11 estuda a localizagdo do minimo da fungado energia na fronteira
da regido de estabilidade através da andlise da caracterizagdo da fronteira da regido de
estabilidade do Teorema 3.10. Desta forma, o Teorema 3.11 mostra que o minimo da
funcdo energia é atingido em um ponto de equilibrio.

Teorema 3.11 (Funcio energia e pontos de equilibrio) (CHIANG et al., 1987) Considere
o sistema dindmico ndo linear (2.1), que admite uma funcio energia V. Seja xs um ponto de
equilibrio assintoticamente estdvel de (2.1) e A(x,) sua regido de estabilidade. Suponha que (A1)
esteja satisfeita. Entdo, na fronteira da regido de estabilidade 0A(x), 0 ponto em que fungio

energia V assume o valor minimo deve ser um ponto de equilibrio.

O ponto de minimo da fun¢do energia na fronteira da regido de estabilidade pode
ndo ser tinico, mas como a propriedade que todos os pontos de equilibrio do sistema
(2.1) tém valores da funcdo energia distintos é genérica (CHIANG; THORP, 1989),
podemos afirmar que genericamente o ponto de minimo da fun¢do energia na fronteira
da regido de estabilidade é tinico, em outras palavras, quase sempre a unicidade do

ponto de minimo é garantida.

A importancia pratica e computacional deste resultado esta no fato de podermos
obter estimativas da regido de estabilidade calculando o valor da energia apenas nos
pontos de equilibrio, os quais por sua vez podem ser numericamente calculados. Explo-
rando o fato de que o minimo da funcao energia é atingido em um ponto de equilibrio,
o préximo teorema oferece entre outras coisas, um algoritmo para obter uma estimativa

da regido de estabilidade via conjunto de nivel de uma dada funcao energia.

Teorema 3.12 (Estimativa da regido de estabilidade via func¢ao energia) (CHIANG et
al., 1987) Considere o sistema dindmico ndo linear (2.1), que admite uma fungdo energia V. Seja
x5 um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de (2.1) e A(xs) sua regido de estabilidade.
Suponha que (A1) esteja satisfeita. Se L = ming,coa@s)ne V(7)1 = 1,2, ..., k entdo:

(i) a componente conexa D(L) do conjunto de nivel {x € U : V(x) < L} contendo o
equilibrio x* estd contida na regido de estabilidade A(z*).

(ii) a componente conexa D(B) do conjunto de nivel {x € U : V(z) < B} contendo o
equilibrio x* tem intersecdo ndo vazia com o complementar da regido de estabilidade A°(x*)
para qualquer niimero real B > L.

O item (ii) do Teorema 3.12 afirma que a escolha L = ming,cpa(z+)ne V (7;) é 6tima
no sentido de que D(L) é o maior conjunto, na forma de conjunto de nivel da func¢do

energia V/, inteiramente contido na regido de estabilidade A(x;). Na pratica, o Teorema
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3.12 assegura que calculando todos os pontos de equilibrio na fronteira da regido de
estabilidade, podemos obter uma estimativa da regido de estabilidade.

Exibiremos a seguir um exemplo que ilustra os resultados apresentados nesta

secao.

Exemplo 3.13 7 Considere o seguinte sistema de equagdes diferenciais:

dv _
it~ Y
(3.2)
d
d_?i =sin(z) —y+0,2
onde (z,y) € R2
A fungado V(z;y) = —cos(z) + 0,2z + 3’2—2 é uma fungdo energia para o Sis-

tema (3.2). O Sistema (3.2) possui trés pontos de equilibrio; sdo eles (—0,2;0), um
ponto de equilibrio hiperbélico assintoticamente estavel, (—2,94;0) e (3, 34; 0) pontos
de equilibrio hiperbélicos instdveis. Ambos equilibrios (—2,94;0) e (3, 34; 0) pertencem
a fronteira da regido de estabilidade 0A(—0,2;0), ver Figura 9. O ponto de minimo
da fungdo energia na fronteira 0A(—0,2;0) é o ponto de equilibrio (—2,94;0), pois
V(—-2,94;0) = 0,39 < 1,64 = V(3,34;0). A componente conexa D(0,391) do conjunto
de nivel {(z;y) € R? : V(z;y) < 0,39} contendo o equilibrio (—0, 2;0) esta inteiramente
contida na regido de estabilidade A(—0, 2;0), de acordo com o Teorema 3.12. (ver Figura
9). Tomando B = 0,41 > 0,39, a componente conexa D(0,41) do conjunto de nivel
{(z;y) € R? : V(z;y) < 0,41} contendo o ponto de equilibrio (—0, 2; 0) intercepta o com-
plementar da regido de estabilidade A°(—0,2;0), de acordo como item (ii) do Teorema
3.12. (ver Figura 10).

"Exemplo retirado do trabalho de Amaral (2010)
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Figura 9 — O retrato de fase do sistema (3.2). A regido de estabilidade do ponto de
equilibrio assintoticamente estavel (—0,2;0) é representada pela drea em
cinza claro. A componente conexa D(0, 39) do conjunto de nivel {(z;y) € R? :
V(z;y) < 0,39} contendo o equilibrio (—0,2;0) representada pela drea em
cinza escuro é uma estimativa da regido de estabilidade.

Fonte: Amaral (2010)

Figura 10 — O retrato de fase do sistema (3.2). A regido de estabilidade do ponto de
equilibrio assintoticamente estavel (-0,2;0) é representada pela drea em
cinza claro. A componente conexa D(0,41) do conjunto de nivel {(z;y) €
R? : V(z;y) < 0,41} contendo o equilibrio (—0,2;0) representada pela
drea em cinza escuro intercepta o complementar da regido de estabilidade
A¢(—0,2;0).

Fonte: Amaral (2010)
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3.5 Conclusao

Na sec¢do 3.1 apresentamos a defini¢do de conjunto atrativo através da genera-
lizagdo do conceito de ponto de equilibrio atrativo e também mostramos uma ideia
topologicamente mais forte do que o de conjunto atrativo através da definicdo de

conjunto atrator.

Na secdo 3.2 definimos a regido de atracdo e exploramos algumas propriedades
topolégicas da regido de estabilidade que serdo fundamentais para os capitulos subse-
quentes desta pesquisa. Em especial, apresentamos os Teoremas 3.5 e 3.6 que terdo uma

versdo para fluxos fuzzy apresentada no Capitulo 6.

Na secdo 3.3 discorremos sobre alguns métodos propostos na literatura para
estimar a regido de estabilidade de um ponto de equlibrio assintoticamente estavel.

Na secdo 3.4 apresentamos resultados que possibilitam caracterizar a fronteira da
regido de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para sistemas
que admitem fungdo energia e apresentamos um exemplo de uma estimativa da regido

de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.
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4 Logica Fuzzy: conceitos basicos

Neste capitulo apresentamos resultados importantes sobre a teoria dos subcon-
juntos fuzzy', visto que, tais conceitos sdo primordiais para a constru¢do dos demais
capitulos deste trabalho.

4.1 Introducdo

A Teoria dos Subconjuntos Fuzzy tem se desenvolvido e estd progressivamente
sendo utilizada nos diversos campos da ciéncia como instrumento para construgado de
modelos em diferentes dreas de aplicagdes com a principal finalidade de atribuir um
tratamento matematico para informagdes e fendmenos de natureza vaga ou imprecisa,
como por exemplo, o conceito de pequeno, alto, inteligente, jovem, etc. (BARROS;
BASSANEZI, 2010, p. 3). A primeira publicagdo sobre essa teoria ocorreu em 1965 pelo
matematico e professor de ciéncia da computacdo da Universidade da Califérnia Lotfali
Askar-Zadeh através da publicacdo do artigo Fuzzy Sets. Em seu trabalho, Zadeh (1965)
se dedicou ao estudo de certos conjuntos que ndo possuem fronteiras bem definidas,
isto é, a passagem entre conjuntos é suave e ndo brusca (ORTEGA, 2001, p. 4-5). A
tinalidade da criagdo de tal conceito consistiu em programar e armazenar conceitos
imprecisos em computadores, possibilitando a produgao de cdlculos com informagdes
incertas, do mesmo modo como fazem os seres humanos (BARROS; BASSANEZI,
2010, p. 12). Desde entdo, as aréas de aplicagdes da teoria dos subconjuntos fuzzy vem
se tornando cada vez mais amplas, englobando estudos estritatamente matematicos
(DIAMOND; KLOEDEN, 1994; NGUYEN; WALKER, 2000) e também trabalhos em
matematica aplicada e engenharia (KLIR; YUAN, 1995; BARROS; BASSANEZI, 2006).

Nas préximas se¢des, descreveremos os Subconjuntos Classicos e Subconjuntos
Fuzzy e veremos que o caso cldssico trata-se de um caso particular de subconjuntos
fuzzy. Além disso, definiremos as operag¢des com subconjuntos fuzzy e o conceito de

a-nivel.

Ressaltamos que quando nos referimos a um conjunto A, na verdade estamos
considerando A como sendo um subconjunto de algum conjunto universo X. No caso
fuzzy o mesmo acontece, e utilizaremos ambos os termos neste trabalho.

!palavra iglesa inglesa que significa incerto, impreciso, subjetivo, nebuloso, etc.
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4.2 Subconjuntos Classicos

Os subconjuntos cléssicos sdo caracterizados por uma fungdo caracteristica. Essa
funcdo tem o papel de definir quais elementos pertencem ou ndo ao subconjunto e sua

definigdo é apresentada a seguir.

Definicdo 4.1 Seja P(X) o conjunto formado pelos subconjuntos de um conjunto X. Para
cada A € P(X) a fungdo caracteristica de A é definida por

(2) 1 se x€A,
€Tr) =
XA 0 se z¢A.

Assim, a fung¢do x4 : X — {0,1} indica que um elemento x € A quando
xa(z) =1equez ¢ Aquando x4(z) = 0. Portanto, a fungdo carateristica de A descreve
totalmente o conjunto A, pois expressa quais os elementos do conjunto universo X estdo

também contidos em A.

Exemplo 4.2 Seja A = Ne X = R. Entdo a pertinéncia de 2 ao subconjuntos dos niimeros
naturais é igual a 1, isto é, xn(2) = 1, pois 2 € N e xny(—2) = 0, pois —2 ¢ N. Assim, para todo
x € R é posstvel verificar, através da fungio carateristica de N, se x pertence ou ndo ao conjunto
dos naturais.

Todavia, existem casos em que nem sempre é possivel afirmar com clareza se um
elemento pertence ou ndo a um conjunto. Para exemplificar, consideremos o conjunto G

dos ntimeros reais ndo-negativos considerados grandes.
G ={x € R} : z é grande} .

O ntamero 1 pertence a este conjunto? E o ntimero 1000?

Nao é possivel responder com certeza a estas questdes, pois ndo sabemos até
que ponto um determinado ntimero pode ser considerado grande. A tinica afirmacdo

plausivel é que o nimero 1000 possui maior grandeza do que o ntimero 1.

Apresentaremos a seguir os Subconjuntos Fuzzy para formalizar matematica-
mente questdes como a mencionada acima.

4.3 Subconjuntos Fuzzy

Vimos que os Subconjuntos Cldssicos sdo caracterizados por uma fungdo caracte-

ristica. J& os Subconjuntos Fuzzy sdo determinados através de uma fungio de pertinéncia
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que determina o grau com que um elemento do conjunto universo X pertence ao

subconjunto fuzzy.

Para estabelecer os conjuntos fuzzy, Zadeh “estendeu” a imagem das fung¢des
caracteristicas para todo o intervalo [0, 1]. Assim, cada subconjunto fuzzy F de X é
caracterizado por uma funcado pr : X — [0, 1], denominada fungdo de pertinéncia, que
para cada = € X associa ao valor ur(x) € [0,1], denominado grau de pertinéncia de x ao
conjunto fuzzy F.

Matematicamente, temos a seguinte definicado:

Definicao 4.3 Seja X um conjunto (cldssico) nio vazio e F' um Subconjunto Fuzzy de X. A

funcdo de pertinéncia de F' é dada por
prp: X —[0,1].

O valor pr(x) € [0, 1] estabelece o grau com que o elemento = € X estd contido
no subconjunto fuzzy F'. Assim, jr(z) = 1 indica a pertinéncia completa de z a F' e

pr(z) = 0 aponta a ndo pertinéncia de z a F.

Defini¢do 4.4 Seja F' um subconjunto fuzzy compostos por elementos x de um conjunto X,
munidos de um valor de pertinéncia a F', dado por pup(x). O subconjunto fuzzy F de X pode ser
caracterizado por meio de um conjunto cldssico de pares ordenados:

F={(z,pup(z)) : x € X}

Exemplo 4.5 Considere o subconjunto fuzzy G dos niimeros reais positivos considerados gran-
des.

G ={x € Ry : x é grande} .

Podemos determinar uma fung¢do ¢¢ : Ry — [0, 1], que associa cada z real
ndo-negativo ao valor que representa o quao grande esse niimero pode ser considerado.

Tomemos essa funcdo como sendo

X

nel®) = 00"

Desta forma, o subconjunto fuzzy GG dos ntimeros naturais considerados grandes,
caracterizado por g, é de tal modo que 1g(0) =0, uc(1) =1 x 1073, ue(1000) = 0,5
e 1e(1.000.000) = 0,999. Nestas condigdes, dizemos que o grau de grandeza de 1 €,
aproximadamente, 1 x 107 o de 1.000.000 é 0,999 e que 0 ndo é grande.
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Portanto, uma resposta plausivel para as perguntas lancada no final da segdo
anterior é dizer ambos os elementos (1 e 1000) pertencem ao conjunto G' dos nimeros

grandes, porém com diferentes graus de pertinéncia (ver Figura 11).

0.5

Sl----=-=-=-===---

0|1 1000 R+

Figura 11 — Ponto de equilibrio assintoticamente estavel

E claro que poderiamos definir a fungdo de pertinéncia de G de varias outras
maneiras distintas. A escolha de qual func¢do adotar dependera das circunstancias em
que se pretende considerar a grandeza de um ntmero.

Denotaremos o conjunto formado por todos os subconjuntos fuzzy de X por
F(X). Embora seja mais apropriado dizer que F' é um subconjunto fuzzy de X, recor-
rentemente, dizemos apenas que F' é um conjunto fuzzy, deixando implicita a existéncia
de um conjunto X onde a fun¢do de pertinéncia de F' esta definida.

Note que um subconjunto classico é um caso particular de um subconjunto
tuzzy cuja fungao de pertinéncia jir é a sua fungdo caracteristica x ». Neste sentido, a
definigdo formal de subconjunto fuzzy foi adquirida estendendo-se a imagem da fungao

caracteristica, que é o conjunto {1, 0}, para o intervalo [0, 1].

Se A € P(X),ouseja, A C X, entdo {(x, ua(z)) : * € X} é um subconjunto ndo
vazio de X x [0, 1]. Pela Defini¢do 4.4, o subconjunto A determina um subconjunto fuzzy
de X que serd mencionado neste trabalho, com abuso de notagdo, por y 4. Denotare-
mos os subconjuntos cldssicos por subconjuntos crisp, pois esta nomenclatura é a mais
utilizada na linguagem fuzzy.

A proxima defini¢do diz respeito ao suporte de conjuntos fuzzy. Esse conjunto é

extremamente importante na articulacdo entre as teorias classica e fuzzy.
Definicdo 4.6 O subconjunto (cldssico) de X definido por

Supp F' = {x € X : up(z) > 0}.
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é chamado de suporte do conjunto fuzzy F'

Observe que o suporte de um subconjunto crisp sempre coincide com o préprio
conjunto, o que ndo acontece com o suporte de um subconjunto fuzzy, conforme podemos

observar através da Figura 12 abaixo.

XF
1 _________
supp F=F : E supp F
subconjunto crisp X subconjunto fuzzy X

Figura 12 — [lustracdo do suporte de subconjuntos fuzzy e subconjuntos crisp

4.4 Operagoes entre Subconjuntos Fuzzy

Apresentaremos nesta se¢do as operagOes caracteristicas de conjuntos fuzzy,
como unido, interse¢do e complemento. Seguimos aqui as mesmas defini¢des publi-
cadas por Zadeh (1965), entretanto, é vélido ressaltar que essas operag¢des podem ser
generalizadas de diversas formas diferentes, através dos conceitos de t - normas e t -
conormas (NGUYEN; WALKER, 2000).

Definicao 4.7 Sejam A e B subconjuntos fuzzy e, j14 e jup, suas respectivas fungoes de perti-
néncia. Entdo, B é dito subconjunto fuzzy de A, isto é, B C A, se para todo x € U tem-se

pp(x) < pa(zr).

Verifica-se facilmente que ) C A C X para todo subconjunto fuzzy A. Basta
notar pp(x) = 0 e que pux(z) = 1 para todo = € X. Portanto, pp(x) < pa(z) < px(x).
Consequentemente, ) C Ae A C X, VA.

Definicao 4.8 Sejam A e B subconjuntos fuzzy. A unido entre A e B, ou seja, AU B, é 0
subconjunto fuzzy de X cuja fungdo de pertinéncia @ aup € dada por

pravp(x) = max [pa(x), pp(x)],V o € X

Definicdo 4.9 A intersecgio entre os subconjuntos fuzzy Ae B, isto é, AN B, é o subconjunto

fuzzy de X cuja fungdo de pertinéncia p anp € dada por

panp(r) = min [pa(r), pp(2)],V v € X.
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Estas defini¢des sdo amplificagdes do caso cldssico. [lustraremos apenas a inter-
seccdo na situacdo em que A e B sdo subconjuntos cldssicos de X, pois a unido pode ser

verificada de maneira analoga. De fato,

. 1 se xr€A e z€B
min [x4(z), xp()] = 0 se 2¢A ou 2¢B
B 1 se *r€ANB
- 0 se x%AmB

= XA4nB, r e X.

Portanto,
Xans = min [xa(z), xp(z)],V2 € X.

Definicao 4.10 Se A é um subconjunto fuzzy, o complementar de A é o subconjunto fuzzy A’
contido em X que possui a seguinte fungio de pertinéncia:

() = 1 — pa(2),¥ 7 € X.
Assim, temos que X' = Qe () = X.

A Figura 13 ilustra as operagdes entre subconjunto fuzzy.

AUB ANB A’

Figura 13 — Operacgoes entre subconjuntos fuzzy

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 4.11 ? Suponhamos que o conjunto universo X seja composto por 5 modelos de
carros modernos de uma determinada marca, identificados por Cy, Cs,---, Cs. Sejam S e D
subconjuntos fuzzy que representam o grau de seguranca e de design moderno, indicados
por g e p, respectivamente. A Tabela 1 ilustra as operagdes unido, intersecgio e complemento
entre S'e D.

2Exemplo adaptado de Barros e Bassanezi (2010, p. 27).
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Carro | Seguranca: 15 Design: up  jpisup  fisnp  fs' Hsus:  Hsns'

4 1,0 1,0 1,0 1,0 0,0 1,0 0,0
Cy 0,8 0,9 0,9 0,8 0,2 0,8 0,2
Cs 0,3 0,6 0,6 0,3 0,7 0,7 0,3
Cy 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
Cs 0,4 0,4 0,4 0,4 0,6 0,6 0,4

Tabela 1 - Ilustracdo das operagdes entre subconjuntos fuzzy.
Fonte: Editada pelo autor

Os valores das colunas, exceto os da primeira, indicam os graus com que cada
veiculo pertence aos conjuntos fuzzy S, D, SUD, SND, §', SUS" e SNS’, respectivamente.
Observe que o valor 0, 2 da coluna S N S’ indica que o carro C; esta tanto no grupo dos
automoveis seguros como no dos ndo seguros, o que é inaceitdvel na teoria de conjuntos
classicos. Também é possivel perceber que nem sempre a unido entre um conjunto fuzzy

e 0 seu complementar é igual ao conjunto universo.

Definicao 4.12 Os subconjuntos fuzzy A e B de U sdo ditos iguais, e escrevemos A = B, se
suas fungoes de pertinéncia sdo coincidentes, ou seja

pa(z) =pp(x), VrelX.

Definicdo 4.13 Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. Se A C B, entdo o complemento de A

em B é o subconjunto fuzzy A’y que possui a seguinte fungio de pertinéncia:
pray, () = pp(x) — palz), = eX.

Verifique que o complementar de A em X é um caso particular desta definicao,

ja que px(z) =1 para todo z € X.

Faremos agora o estudo de uma classe especifica de conjuntos crisp que estabe-
lece uma importante conexdo entre as fungdes de pertinéncia de um subconjunto fuzzy

e as fungoes caracteristicas de cada classe.

4.5 O a-nivel de um Subconjunto Fuzzy

Considerando um subconjunto fuzzy F' de X, podemos ordenar os elementos de
X que possuem pertinéncia a F' através de uma classificagdo por graus, que estabelece
uma hierarquia entre esses elementos. Assim, dizemos que um elemento = de X pertence

a uma determinada classe se seu grau de pertinéncia a F' ¢ maior que um certo valor
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a € [0, 1]. O conjunto crisp constituido por esses elementos é denominado a-nivel (ou
a-corte) de F' e denotamos tal conjunto por [F]°.

Definicio 4.14 Seja F' um subconjunto fuzzy contido em X e o € [0, 1]. E definido por a-nivel
(ou a-corte) de F' o subconjunto cldssico de X dado por

Fl*={ze X :ur>a}l,parad<a<l.
Exemplo 4.15 Tomemos como exemplo, novamente o conjunto fuzzy G dos niimeros reais
positivos considerados grandes, com a sequinte fungdo de pertinéncia

X

nel®) = 00"

Podemos determinar uma classe em G para os nimeros considerados muito
grandes. Tomemos 0, 5 como sendo o nivel desta classe, entdo, os elementos de R que
possuirem grau pertinéncia a G maior ou igual a 0, 5 pertencem a classe dos ntimeros

muito grandes, isto é, pertencem ao 0, 5-nivel de G. Neste caso escrevemos
(G]% ={z e R% : pg(x) > 0,5}

Nestas condig¢des, todo ntiimero maior ou igual é 1000 sera considerado muito

grande. Veja a Figura 14.

0.5

0 1000 [G]°® Ry

Figura 14 — Exemplo de classe dos niimeros muito grandes

A existéncia do nivel zero é fundamental para se atender certos conceitos es-
tabelecidos na teoria de conjuntos fuzzy. Assim, trazemos a seguir a defini¢do de tal

conjunto.

Defini¢do 4.16 O nivel zero [F|° de um subconjunto fuzzy F é definido como sendo o fecho do
suporte de F', isto é
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[F]” = supp A

Em outras palavras, o nivel zero de um subconjunto fuzzy F' é o menor subconjunto

crisp fechado de X que contém o conjunto suporte de F.

A igualdade entre conjuntos fuzzy pode também ser caracterizada por meio dos
seus « - niveis. Neste caso, os conjuntos sdo iguais quando os « - niveis coincidem para
todo a € (0, 1] (BARROS; BASSANEZI, 2006).

Na préxima sec¢do estudaremos o Principio da Extensdo de Zadeh, um conceito
fundamental da Teoria dos Conjuntos Fuzzy que estabelece a extensdo de expressdes
matematicas do dominio classico ao dominio fuzzy. Este conceito é fundamental para a

modelagem de fendmenos que envolvem grandes niveis de incerteza.

4.6 O Principio de Extensdo de Zadeh

O Principio de Extensio proposto por Zadeh é utilizado para se obter a imagem de
conjuntos fuzzy através de uma fungdo cléssica. Este conceito é crucial para promover
a ampliacdo de conceitos matemadticos classicos em fuzzy através de uma aplicagdo
que estabelece uma associagao entre dois conjuntos fuzzy. Desta forma, o Principio de
Extensio tem a finalidade de determinar a imagem de um subconjunto A de X por meio
de uma funcdo f : X — Z. Neste caso, a imagem de A devera ser um subconjunto

tuzzy de Z.

Definicao 4.17 Sejam f : X — Z uma fungdo e A um subconjunto fuzzy de X. A extensdo
de Zadeh de f ¢ a funcio f que, aplicada a A, fornece o subconjunto fuzzy f(A) de Z, que possui
a seguinte fungdo de pertinéncia:

sup  pa() -1
Byl = */ (2)’&2-

0 se fl(z)=
onde f~1(2) = {x: f(x) = z} é chamado pré-imagem de z.

Note que, no caso em que f é uma fungéo bijetora, a seguinte igualdade sera

véalida:

{z: f(z) =2t ={/""(2)}

em que f~! é a fungdo inversa de f. Consequentemente, a fun¢do de pertinéncia de
f(A) sera dada por
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L B R O

Além disso, se f for injetora, entdo z = f(z) pertencerd ao subconjunto fuzzy
f(A) com 0 mesmo grau de pertinéncia o com que z € A, de fato, da definigdo de

a-nivel podemos afirmar que
r€AS us(r) > a, acl0l1]
Assim, teremos
palf71(2) 2 @ = iy (2) 2 @ = 2 € [fA)*

Exemplo 4.18 Sejam f(z) = (v — 2)® + 3 e A um subconjunto fuzzy que possui a seguinte

fungdo de pertinéncia:

rz—1 se 1<x<2
pa(z) =< 33—z se 2<x<3-
0 se z¢][l,3

Podemos utilizar o principio da extensdo para obter o conjunto fuzzy imagem de A,

dado por ¢ ), pois este principio assegura que
iy (f(2) = pa(®) = pja(z) = palz).
Além disso, sabemos que
fHz)=V-3+z+2

Desta forma, para = € [1, 2] obteremos

piay(2) = f71() = 1= g (2) =1+ V=3+2 2 € [f(1), f(2)] = [2,3]
eparaz € (2,3]

Py (2) =3 = f7H2) = pja(2) = 1= V=3+2z z€(f(2),f3)] = (3,4].
Portanto, a funcdo de pertinéncia do conjunto fuzzy imagem de A por f é dada por

1+Y/-3+2z se 2<2<3
fia(z) =9 1—-v-3+2 se 3<z<4-
0 se z ¢ [2,4]
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A Figura 15 a seguir ilustra a imagem do subconjunto fuzzy A partir do principio

da extensao para uma fungéo f.

o

—

Figura 15 — Imagem de um subconjunto fuzzy a partir do principio de extensdo para
uma funcdo f

Como vimos anteriormente, um subconjunto A C X determina o conjunto fuzzy
x4 de X cuja funcdo de pertinéncia é a fungdo caracteristica de A. A imagem de x4
através da extensio f de uma fungéo f coincide com o conjunto fuzzy x #(4) definido por
F(A). Isto &, f(xa) = x f(4)- De fato, a definicdo acima garante que f(xa) tema seguinte

funcédo de pertinéncia

) _J 1 se ze f(A)
Mf(XA)<z)_{ 0 se z¢ f(A)

que é a funcéo caracteristica de f(A). Logo, f(xa) = Xj(4)- Em especifico, para todo

xr € X évalido f(X{x}) = X{f(@)}

4.7 O subespago £(X)

Para estudar a estabilidade de sistemas dindmicos fuzzy Cecconello (2010) res-
tringe sua andlise apenas aos subconjuntos fuzzy de um conjunto X cujos a-niveis sdo

suconjuntos compactos e ndo vazios em X, isto €,
E(X)={Ae F(X):Vae|0,1],[A]* é compacto e ndo vazio}.

Os subconjuntos fuzzy que estdo em £(X) serdo denotados por letras mintisculas

em negrito para diferenciar dos elementos de X.
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Dadou € £(Y),Y C X, podemos definir w € £(X) através da seguinte fungao

de pertinéncia

() = py(z) se z €Y 4.1)
0 se x¢VY.

Decorre diretamente da defini¢do acima que [@]* = [u]® para todo a € [0, 1], de
maneira que podemos identificar £(Y’) como um subconjunto de £(X). Com abuso de

notagdo, podemos dizer entdo que u = u.

Por outro lado, dado u € £(X) com [u]* C Y C X, podemos definir w € £(X)
com fungdo de pertinéncia pz = i1, para todo x € Y. Como anteriormente, vamos ter

[@]* = [u]* e novamente podemos dizer que u = u.

Representaremos os subconjuntos classicos do conjunto £(X) por letras mafus-
culas em negrito. Por exemplo, dado Y C X, denotaremos por Y C £(.X) o subconjunto
composto pelos elementos de £(X) cujos a-niveis sdo subconjuntos de Y. Ou seja,

Y={uecé(X): u* CY C X para todo « € [0, 1]}.

Para as aplicagdes de conjuntos fuzzy que apresentamos nas se¢des subsequentes
€ necessario estabelecermos uma estrutura de espagos métricos em £(X). Neste sentido,
Cecconello (2010) define uma métrica sobre £(.X) através da métrica de Hausdorff para
subconjuntos compactos de X. Em Diamond e Kloeden (1994) sdo discutidas alguma
propriedades dos espagos £(R") para distintas métricas, em particular, para métricas
definidas a partir da métrica de Hausdorff. Assim, utilizaremos tais conceitos para definir
a métrica que denominamos por d., que serd utilizada para determinar os conceitos de

estabilidade fuzzy a partir das defini¢des de estabilidade cléssica.

Seja K(X) o conjunto formado pelos subconjuntos compactos ndo vazios do
espago métrico (X, d). Dados dois conjuntos A, B em K(X) a distancia entre eles pode

ser definida por:

dist(A, B) = infd(a,b
ist(4, B) sup Inf (a,b)
Do modo como foi definida, a distdncia entre conjuntos acima é uma pseudomé-
trica (KREYSZIG, 1978) para K(X), visto que dist(A, B) = 0 se, e somente se, A C B,
sendo que, a igualdade ndo necessariamente é valida. Entretanto, a distincia de Hausdorff
entre A, B € K(X) definida por
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dy(A,B) = max{sup ingd(a,b),sup infd(a,b)}

acA be beB a€A
= max{dist(A, B),dist(B, A)}
€ uma métrica para o conjunto [C(X), de maneira que (K(X), dy) é um espago métrico.
Vale ainda que se (X, d) é um espago métrico completo, entdo (K(X), dy) é também um
espaco métrico completo (ALIPRANTIS; BORDER, 2005).

A partir da métrica de Hausdorff d, podemos definir uma métrica para o conjunto
&(X), que serd denotada por d,. Dados dois pontos u, v € £(X) a distancia entre u e v

é definida por

oo (u,v) = sét[lopl] dpr([u]®, [v]*).

Facilmente é possivel verificar que a distancia definida acima satisfaz as propriedades

de uma métrica e consequentemente, (£(X), d,) € um espago métrico.

Dado um conjunto Y C X, consideremos os conjuntos

Y={zc&X): [z]°CcY}

e £(Y). Basicamente, os elementos de Y e £(Y’) se diferenciam apenas pelo dominio
da fungdo de pertinéncia. Sejam d_ a restrigdo da métrica d,, ao conjunto Y C £(X)
e d* definida como acima para o £(Y'). Cecconello (2010) demonstra que os espagos
métricos (Y, d.,) e (£(Y),d%) sdo isométricos. Além disso, mostra que o espago mé-
trico (£(X), d) apresenta a importante propriedade de ser completo quando (X, d) é
completo.

Para finalizar esta se¢do, apresentamos algumas propriedades das fungdes obti-
das por meio do Principio da Extensdo de Zadeh aplicado em fun¢des definidas sobre
espacos de Hausdorff. Como veremos, as extensdes sobre esses espagos compartilham
propriedades similares as extensdes de fun¢des definidas sobre R". Os resultados aqui
expostos foram apresentadas por Cecconello (2010) e serdo tteis para verificarmos
sob que circunstancias a continuidade da aplicagdo ¢, é garantida. Ressaltamos que
suas demonstragdes serdo omitidas neste trabalho, mas podem ser encontradas em
Cecconello (2010).

Teorema 4.19 (CECCONELLO, 2010) Sejam X e 'Y espagos de Hausdorff. Se f : X — Y é
continua, entdo a extensio de Zadeh f : £(X) — E(Y) estd bem definida e vale

para todo o € [0,1] eu € £(X).
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Em vdérios casos ndo podemos garantir que a aplicacdo f : X — Y seja continua
em todo o dominio X, mas apenas em um subconjunto A C X. Para estes casos,

apresentamos o seguinte resultado:

Proposicao 4.20 (CECCONELLO, 2010) Suponha que f : X — Y seja continuaem A C X.

N

Seu € E(X) é tal que [u]* C A, entdo [f(u)]* = f([u]*) para todo € [0, 1].

Barros et al. (1997) mostra que algumas propriedades da aplicacdo f : R* — R”
sdo preservadas pelo principio da extensdo de Zadeh. Uma das mais importantes
propriedades mantida apds a extensdo é a continuidade. Ou seja, se f é uma fungdo
continua entdo a aplicagdo f consequentemente também é continua. Como veremos
mais a frente, a extensdo de Zadeh f de uma aplicagdo continua f : X — Y também em
continua quando X é uma espaco métrico localmente compacto. Os préximos lemas
(4.21 e 4.22) serdo tuteis na demonstracdo desta afirmagdo apresentada na Proposigdo
4.23.

Lema 4.21 (CECCONELLO, 2010) Sejam f : X — Y uma aplicagdo continuae C' € K(X). A
aplicagio f : K(C) — K(Y) definida por f(A) = {f(a) : a € A, A € K(C)} é uniformemente
continua na métrica de Hausdorff.

Lema 4.22 (CECCONELLO, 2010) Seja X um espago métrico localmente compacto. Se {w,, }nen
é uma sequéncia convergente em E(X) entdo existe K € IC(X) tal que

U [un}o CK

neN

para algum N € N.

A seguir, apresentamos um resultado de grande relevancia que garante a con-
tinudade da extensdo de zadeh f : £(X) — £(Y) dado que a aplicagdo f : X — YV é
continua, sendo que a reciproca também é verdadeira.

Proposicido 4.23 (CECCONELLO, 2010) Sejam (X,d) e (Y, d) espacos métricos e X local-
mente compacto. Entdo f : X — Y é uma aplicagio continua, se e somente se a extensio de
Zadeh f : £(X) — E(Y) também é continua.

Demonstrac¢do: (=) Seja {uy }reny C £(X) uma sequéncia convergente para u. Mostra-

remos que Flug) — f(u) quando k — +oo0.

Pelo Lema (4.22) podemos escolher um compacto C C X tal que
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U [up] cC.

a€l0,1]

Agora, o lema (4.21) garante que para todo € > 0 existe §. > 0 tal que para A, B € K(C)
temos
dH<AaB) <6e:>CZH<f(A)7f<B)) <€ (42)

Desde que u;, converge para u na métrica d.,, entdo existe K; € N tal que para todo
k > K vale

doo(ug,u) = sup dg([ug]®, [u]®) < ..
a€0,1]

Portanto, para todo « € [0, 1] e k > Kj, temos por (4.2) que

dir([ur]”, [u]”) < 0c = du(f([ur]®), f([u]”) <¢

Como [uy] e [u] estdo contidos em K(C') pelo Lema (4.22). Logo pela Proposigdo 2.7

doo(up,u) = SeTopl]dH([f (wr)]*, [f (w)]?)

= sup dy(f([w]®), f([(u]”)) <,

a€(0,1]

de onde podemos concluir que f é continua.

(<) Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo u, v € £(X) temos
doo(u0) < 6 = doo(f(w), f(v)) < e.
Tomemos z,y € X tal que d(x,y) < 6. Entdo x4}, x{y} € £(X) e portanto

doo(X{a}, X(1) = d(z,y) < 6.

Logo, podemos concluir que

d(f(x), f©)) = doo(f (x1) F X)) < &

O que prova a continuidade de f. n

4.8 Conclusao

Foi apresentado neste capitulo as principais defini¢des e resultados a cerca da

teoria dos subconjuntos fuzzy, que posteriormente serdo utilizados neste trabalho.
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Primeiramente, apresentamos os conceitos bdsicos sobre subconjuntos fuzzy com
destaque para o a-nivel de um conjunto fuzzy e o principio de extensdo de Zadeh que
sdo fundamentais para efetuar a tansicdo entre conceitos da teoria classica de conjuntos
e a teoria de conjuntos fuzzy.

Posteriormente, analisamos apenas os subconjuntos fuzzy de um conjunto X
cujos a-niveis sdo suconjuntos compactos e ndo vazios em X, através do subespaco
E(X). Além disso, definimos a métrica d, a partir da métrica de Hausdorff, construindo
uma estrutura de espago métrico sobre £(.X).

Ao final, apresentamos algumas propriedades das func¢des obtidas por meio
do Principio da Extensdo de Zadeh aplicado em fungdes definidas sobre espagos de
Hausdorff e varios resultados que serdo de extrema importancia para os proximos

capitulos.
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5 Pontos de equilibrio e estabilidade Fuzzy

Neste capitulo, buscamos desenvolver ferramentas de anélise qualitativa para o
fluxo fuzzy, obtido por meio de extensdo de Zadeh aplicada sobre a condicdo inicial do

fluxo deterministico, gerado por uma equacdo diferencial autonoma.

Além disso, trazemos importantes resultados desenvolvidos por Mizukoshi
(2004), que em seu trabalho, investigou algumas propriedades do fluxo fuzzy gerado
por uma solugao deterministica. Mizukoshi (2004) mostrou que os pontos de equilibrio
deterministicos determinam pontos de equilibrio crisp para o fluxo fuzzy e também que
a estabilidade de um ponto de equilibrio deterministico coincide com a estabilidade de
um ponto de equilibrio crisp.

5.1 Fluxos sobre o espago £(U)

Conforme apresentado no Capitulo 2, uma familia de aplica¢des ¢; : X — X,
t € Ry, definida sobre um espago métrico X onde ¢, é a indentidade e ¢, 0 ¢, = ¢4,
para todo t, s € R, é denominado um sistema dindmico (fluxo ou semifluxo) sobre o

espago métrico X.

Ja no Capitulo 4, definimos o conjunto £(X), formado pelos subconjuntos fuzzy
de X com suporte compacto, e vimos que este conjunto juntamente com a métrica d
induzida através da métrica de Hausdorff sobre os conjuntos compactos de X, define um
espago métrico. Denominaremos por sistema dindmico fuzzy, ou fluxo fuzzy, os sistema

dindmicos definidos sobre o espago £(U).
Definicao 5.1 Seja ¢, : E(U) — E(U), t € Ry, uma familia de aplicagdes continuas. Se

a) po = Iy,

b) oo Qs = Qrys, paratodot, s € Ry,
entdo dizemos que a familia de aplicagdes o, é um sistema dindmico fuzzy (ou fluxo fuzzy).

Desenvolvemos neste capitulo métodos de andlise qualitativa para os fluxos fuzzy
definidos sobre o espaco £(U), U C R™. De maneira mais rigorosa, consideramos neste
momento uma classe especificas de fluxos fuzzy que sdo obtidos por meio do principio

da extensdo de Zadeh de soluc¢des deterministicas de equagdes diferenciais autonomas.
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Considere o problema de valor inicial deterministico autdbnomo apresentado no
Capitulo 2

dz
a f(z)
z(0) = xg

(5.1)

onde f : U C R* — R"™ é uma funcdo continua e xg € U.

Agora, considerando incerteza na condicdo inicial da Equagao (5.2), temos o
Problema de Valor Inicial Fuzzy (PVIF) dado por

dx
a f(z) (5.2)
x(O) =X

onde zg € £(U).

Definicdo 5.2 Seja U C R" aberto e xy € U. Dizemos que ¢, : E(U) — E(U), t € Ry, é uma
solucdo fuzzy para a Equagdo (5.2) quando ¢i(X {z0}) = X{e:(z0)}, ONde @y : U — U é a solugio
da Equacdo 5.1.

Seja entdo ¢, : U — U o fluxo gerado pela Equacdo (5.2) e consideremos a
aplicacdo ¢, : £(U) — £(U), obtida pela extensdo de Zadeh de ;. Pretendemos desen-
volver uma andlise assintética da solucdo fuzzy e por isso, consideramos aqui apenas
as equacgdes cujas solugdes ¢; : U — U estejam definidas para todo ¢t > 0 (out € R).
A continuidade da aplicagdo ¢, : £(U) — £(U), com relagdo a condigdo inicial x, é
garantida pela Proposigao 4.23.

Mizukoshi (2004) e Mizukoshi et al. (2009) determinam algumas propriedades
da extensdo de Zadeh do fluxo deterministico, gerado por uma equagdo autonoma.
Em um desses importantes resultados, Mizukoshi (2004) demonstra que a familia de
aplicagdes ¢, : E(U) — £(U), t € R4, é um sistema dinamico sobre £(U), através da
seguinte proposicao:

Proposicdo 5.3 Seja ¢, : U — U o fluxo deterministico gerado pela Equagdo (5.2). Entdo a
aplicagio ¢, : E(U) — E(U) satisfaz as sequintes propriedades:
a) Go(To) = To;

b) i o ps(xo) = Pris(xo), para todo xzg € E(U) et, s € Ry

Conforme a Definigdo (5.2), por satisfazer tais condi¢des, a extensdo de Zadeh

~

¢ E(U) — E(U) de um fluxo deterministico ¢, : U — U é uma solugdo fuzzy.
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Deste ponto em diante, quando nos referirmos aos termos solugdo fuzzy ou fluxo
fuzzy, subtende-se a existéncia de uma solugédo (ou fluxo) deterministica(o), gerado por

uma equagdo diferencial autdbnoma deterministica, em que foi aplicada a extensdo de
Zadeh.

5.2 Pontos de equilibrio Fuzzy

De maneira andloga ao estabelecido na teoria classica, podemos caracterizar um
ponto de equilibrio para ¢; como sendo um ponto invariante pelo fluxo fuzzy. Denomina-

remos os pontos de equilibrio para o fluxo fuzzy por pontos de equilibrio fuzzy.
Definicdo 5.4 Dizemos que x. € E(U) é um ponto de equilibrio fuzzy ¢, quando

Pt(Te) = Te

para todo ¢ > 0.

E possivel caraterizar um ponto de equilibrio fuzzy através dos seus a-niveis. Se x.

é um ponto de equilibrio fuzzy entdo é vélida a seguinte igualdade

[Pe(xe)]” = pi([xe]”) = [e]”

paratodoa € [0,1] et € Ry.

Mizukoshi (2004) ao tentar caracterizar pontos de equilibrio fuzzy, encontrou a

seguinte equivaléncia:

Proposic¢do 5.5 ! Seja x. € U. Entdo x. é um ponto de equilibrio para ¢, se, e somente se,
X{z.} € um ponto de equilibrio para (.

Demonstracdo: Sejam ¢, : £(U) — £(U) a extensdo de Zadeh de ¢; : U — U do fluxo
associado ao Sistema (5.2) e z. ponto de equilibrio de ¢;. Temos que,

Gr(X(ze}) W) = SUD  X{we} = X{pe(ze)} = X{ae}s
rep; H(y)

isto é,x(..} € ponto de equilibrio para ¢;.

Reciprocamente, se xy,,} é ponto de equilibrio fuzzy para o fluxo ¢;, entdo temos
que

!Demonstracéo adaptada de Mizukoshi (2004)
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0t(X{ee}) = Xfae}s

ou equivalentemente,

[ (Xte)]” = IXtzad]® & el Xgza]”) = ze, Va € [0,1].
Logo,
pi(Te) = .
Portanto, z. é ponto de equilibrio para o fluxo ¢;. ]

Do mesmo modo ao caso deterministico, nos interessamos por estudar o com-
portamento do fluxo fuzzy quando a condigdo inicial estd préxima de um ponto de
equilibrio. Entretanto, para realizarmos tal estudo, precisamos estabelecer a defini¢do

do conceito de estabilidade para pontos de equilibrio em £(U).

Definicdo 5.6 Um ponto de equilibrio x. € E(U) € estdvel se dado € > 0 existe um § > 0 tal
que para todo xg € E(U) com doo(xo,xe) < 0 temos du(pr(xo).xe) < €, para todo t > 0. Se
além disso existe r > 0 tal que para todo xo € E(U) satisfazendo do.(xo,xe) < r temos que

doo(P1(x0),xe) — 0 quando t — +oo, entdo x. € assintoticamente estdvel.

O ponto de equilibrio fuzzy é instdvel quando ndo é estavel fuzzy.

A estabilidade dos pontos de equilibrio para o fluxo fuzzy cuja fun¢do de perti-
néncia sdo fung¢des caracteristicas dos pontos de equilibrio de (5.2), como caracterizados

na proposigdo anterior, também foram estabelecidos por Mizukoshi (2004).

Proposicao 5.7 Sejam x. € U um ponto de equilibrio para (5.2) e ¢, o fluxo fuzzy associado ao

fluxo deterministico .. Entdo sio vdlidas as seguintes afirmagoes:

(a) x. é estdvel para ¢, se, e somente se, X (.} € estdvel parap,;

(b) x. é assintoticamente estdvel para y, se, e somente se, X (4, € estdvel parap,.

Como explanado no Capitulo 1, a extensdo de Zadeh de um fluxo deterministico
pode apresentar pontos de equilibrio com fung¢do de pertinéncia assumindo valores em
todo intervalo [0, 1], ao invés de apenas fungdes caracteristicas como garantidas pela

Proposicao 5.7.

No Exemplo 5.8 abaixo analisamos um modelo para transmissdo de doengas

infecciosas para evidenciar a ocorréncia de tais pontos de equilibrio.
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Exemplo 5.8 (Modelo SI)*>. O mais simples modelo que explica o comportamento de doengas
infecciosas causadas por virus ou bactérias é dado pelo sequinte sistema de equagdes (Bassanezi e
Ferreira Jr, 1988):

as
E = —TSI, S(O):SO>O,
(5.3)
dl
% = TSI, I(O)ZI(]>O

Na Equacdo (5.3) acima, r é uma constante positiva, S(¢) é a varidvel que representa
a quantidade de individuos suscetiveis a doenga e /(t) é a quantidade de individuos

infecciosos. Desde que
ds —dI

24 =0
T
entdo ndo ha variacdo da populagdo e, consequentemente, temos que I(t) + S(t) =
I() + SQ = N().

O fluxo deterministico p; = (90,9% gp,@) gerado por este modelo é dado pelas

fungdes:

_m _ L .
S(t) = ¢ (SO;IO) = No (1_]0+SO€NoTt>7

Nolo

It = 28, 1) = —20
() th (07 0) [0+SO€N0Tt

O Sistema (5.3) esta em equilibrio quando I = 0 ou S = 0. Como estamos
supondo condigdes iniciais ndo nulas e S(t) decrescente, entdo o fluxo deterministico
©¢(So, Iy) gerado pela solugdo de (5.3) converge para o ponto de equilibrio z. = (0, [y +
So) quando t — +oo. Vale ressaltar que o ponto de equilibrio depende da escolha das
condigdes iniciais para infecciosos e suscetiveis. Isto é, o ponto de equilibrio pode ser
visto como uma fungao das condig¢des iniciais z. : R7 — R%, que para cada (S, [y) € R%

associa o valor

SCe(So, [0) = (0, [0 + So)

Como S(t) e I(t) sdo mondtonas, a Proposigao 1.19 apresentada por Cecconello
(2010) garante que dado € > 0, existe T' > 0 tal que

l0¢(S0, Io) — ze(S0, lo)|| <€,
2Exemplo retirado do trabalho de Cecconello (2010).
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para todo t > T e (Sy, /) em um conjunto compacto K.

Supondo que a condigao inicial (Sp, /o) é fuzzy, entdo devemos considerar o fluxo
fuzzy ¢, : £(R3) — E(R?Y) determinado a partir da solugdo deterministica ¢;(So, o).
Dada uma condigéo inicial £o € £(R?3), os a-niveis de (o) sdo os conjuntos

[Pt(x0)]* = P1([o]™) = {:(S0, Lo) : (S0, Lo) € [2o]"}

Como [zg]” é um conjunto compacto, dado € > 0 podemos escolher T' > 0 tal que

l:(So, To) — we(So, Lo)|| < e,

para todo t > T e (Sy, Iy) € [zo]°. Assim, definindo o conjunto

Aa = {2(S0, Ip) : (S, Ip) € [wo]™}

e escrevendo y = (5, I), temos que:

dist(2¢([mo]*), Aa) = sup inf loi(y1) — 2e(y2)|l

y1€[mo]* Y2€[0]®
= < sup lee(yn) —ze(m)ll <€,
y1€[zo]*
paratodot > 7. De modo andlogo podemos mostrar que dist(A,, ¢ ([zo]*)) < e de modo
que dg(p1([xo]¥), Aa) < e paratodo o € [0,1] et > T. Desde que z.(So, Iy) é uma fungdo
continua, entdo a imagem z. = Z.(Zo) pela extensdo de Zadeh z, : E(R?) — £(R?) é tal
que
(e = we([@o]®) = {we(S0, Lo) = (S, o) € [20]"} = Aa,

de onde podemos concluir que

oo (Pt(20), Te) = Sup du ([P0, [z]”) <'e,

para todot > T Logo, uma vez que ¢; é¢ um fluxo sobre o espago métrico (£(R2)), dw), a
Proposicdo 1.23 apresentada por Cecconello (2010) garante que z. é invariante. Portanto,

Z, = Z.(Z9) € um ponto de equilibrio para ¢;.
Para um ponto qualquer zo € £(R?%) o ponto de equilibrio fuzzy z, = 7.(zo) tem
fungao de pertinéncia dada por:
SUp fgy (So, I — Sp), se S =0,
So
:uxe (S7 [> =

0, se S #0.
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Na Figura 16 temos a representacao grafica da solugdo ¢;(z() para alguns valores
de t. A condicdo inicial para esta figura é dada pela funcado de pertinéncia:

fia (S0, To) = max{1 — 0.01(S; — 80)* — 0.25(Iy — 5)?, 0}.

Para esta condicdo inicial, o ponto de equilibrio fuzzy tem fungdo de pertinéncia:

fae (S, 1) = Inin{XXO}CS)’SgI>uzo(5b,f-—-SB)}

= min{x(0}(9), ptao (S, 1 = 5)},

com

I —468

5= Toos
au\ \ t=4 ]

N
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Figura 16 — ¢,(xg) para diferentes valores de tempo
Fonte: Cecconello (2010)

Neste exemplo, vimos a convergéncia da solucdo para um ponto de equilibrio
fuzzy que ndo é fungdo caracteristica de nenhum subconjunto de R?. Como podemos
entdo caracterizar tais pontos de equilibrio de modo que a andlise qualitativa se torne
mais abrangente, incluindo pontos de equilibrio fuzzy cuja funcdo de pertinéncia nao é
a fungdo caracteristica de subconjuntos do espago de fase? A resposta para tal questao é
dada pelo Teorema 5.9 a seguir.

Destacamos aqui trés importantes caracteristicas do exemplo anterior. Primeira-
mente, é possivel observar que o ponto de equilibrio para o qual a solu¢do do Sistema de
Equacdes (5.2) converge, depende da condicdo inicial escolhida. Para evidenciar este as-
pecto, definimos o ponto de equilibrio através de uma fungdo que possui como entradas

os valores Sy e I. Isto é, . : R3 — R% é uma fungdo que para cada (S, Ip) € R? associa
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o ponto de equilibrio z.(Sy, [p). Outra importante caracteristica a se destacar, é que o
fluxo deterministico ¢, : R — R? converge de maneira uniforme para z. : R7 — R?
em subconjuntos compactos contido em R . Por fim, o dltimo aspecto relevante é que
como z.(Sy, [p) € uma fungdo continua, entdo o ponto de equilibrio fuzzy para o qual
o fluxo fuzzy ¢, : £(R3) — E(R?) converge, é determinado pela extensdo de Zadeh
Z. : E(RZ) — E(RY) da aplicagdo z.(Sy, Io)-

De modo geral, se o fluxo deterministico apresentar as trés caracteristicas des-
critas acima entdo podemos mostrar a existéncia de pontos de equilibrio fuzzy nao
crisp. No Teorema 5.9 seguinte, por convergéncia uniforme queremos dizer que: o fluxo
deterministico ¢, : U — U converge uniformemente, em K C A, para z. : A — U quando,
para todo € > 0, existe T' > 0 tal que

lpi(w0) — ze(mo)|| <,

paratodot > Tex) € K.

O préximo resultado apresentado por Cecconello (2010) serd extremamente
importante para encontrarmos uma estimativa para regido de estabilidade fuzzy no

capitulo seguinte.

Teorema 5.9 Sejam x. : A — U continua, A C U, xg € E(U) com [x0]° C Aexe= Ze(xp).
Sob essas condicdes temos:

(a) Se pi(xc(z)) = x.(x) para todo x € A entdo ¢i(xe) = x, para todo t > 0;

0

(b) Se ¢, : U — U converge uniformemente, em [xo|° C A, para x. : A — U quando

t — 400, entdo ¢y (xg) converge para x. e pi(x.) = x. paratodot € R..

Demonstracao:

(a) Desde que z. : A — U, a extensdo de Zadeh z, tem como dominio o conjunto £(A).
Portanto, estamos cometendo um abuso de notacdo ao definirmos x, = Z.(xo).

Na verdade, x. = 7.(yo) onde yo € £(A) com [yo]* = [x0]®, para todo a € [0, 1].

Desde que z, é continua em A e temos [zo]° C A entdo vale que:
[e]* = [Ze(y0)]* = ze([Yo]*) = ze([20])-
O primeiro item é imediato, uma vez que

[Pr(e)]® = @ul[e]®) = {@r(we(2)) - @ € [20]"}-

Por hipétese, temos que ¢;(x.(x)) = x.(x) para todo x € A. Assim,
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[Pr(@e)]* = {ae(2) : 2 € [20]"} = ze([20]) = [2]",
o que prova a afirmacao.

(b) Para provar o segundo item, precisamos mostrar que do.(P¢(2o),xe) — 0 quando
t — +o0.

Seja o € [0, 1]. Sob a hip6tese da convergéncia uniforme, dado ¢ > 0 existe 7' > 0

tal que ||p(z) — z.(2)|| < e paratodot > T e x € A. Desta forma temos,

dist([¢¢(0)]”, [xe]*) = sup inf fla— 0
a€[pt(xo)]™ beE[Ze(z0)]™

= sup inf ||la— b
acpi(fzo]®) bETe([o]™)

sup inf lgr(x) — 2e(y)|

IE[Z()]O‘ ye[:z:o]@

< sup [lpi() = ze(2)]]
z€[zo]™

< €

Por outro lado, vale também que
dist([ze]”, [#1(z0)]") = sup nf = fla — 0l

a€lde(mo)]> bE[P(T0)]™

= sup inf lpi(y) —z(2)]
z€[zo]> YE[T0]®

< sup [lpi() = ze(2)]]
T€[zo]™

< €

Portanto, dy ([¢:(0)]%, [Te]®) < €, € assim concluimos que do. (P91 (o), Ze) < € para
todot > T.

Logo, doo($1(2o), ) — 0 quando ¢t — +o00, 0 que garante que ¢;(zp) converge
para z.. Como ¢, é um fluxo definido sobre o espago métrico £(U), a Proposigado
1.23 apresentada por Cecconello (2010) garante que z, é um ponto de equilibrio.

Em outra palavras, o teorema que acabamos de demonstrar afirma que se a
solugdo deterministica ¢;(z() converge uniformemente para a fungéo z.(z), entdo a

extensdo de Zadeh ¢ (o) converge para a extensdo de Zadeh 7. (o). Isto é,

oi(z0) at Te(To), o €A = Pi(To) — Te(2o), [xo]o C A,

onde a notacdo — indica a convergéncia uniformeem Ade ¢, : U — U paraz, : A — U.
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Exemplo 5.10 ° Consideramos novamente o modelo S1 apresentado no Exemplo 5.8.

Podemos supor que a quantidade total de individuos seja conhecida. Seja N esta
quantidade de individuos. Neste caso, a condicdo inicial fuzzy ndo pode ser tomada
arbitrdriamente, pois existe uam restricdo do ntimero total de individuos. Assim, deve-
mos tomar apenas condig¢des iniciais fuzzy cuja soma de suscetiveis e infectados seja N.
Equivalentemente, as condi¢des fuzzy devem estar sobre o segmento de reta que liga os
pontos (0, N) e (N,0).

Uma vez que a solugdo deterministica ¢ (.Sy, /y) converge uniformemente para o
ponto de equilibrio z.(Sy, Ip) = (0, Sy + Iy), entdo, de acordo com o item (b) do teorema
anterior, a solucdo fuzzy converge para a extensao de Zadeh de z.(So, Iy). Se a condi¢ao
inicial fuzzy zo € £(R?) é correlacionada, entdo Sy + Iy = N para todo (S, Iy) € [zo]”
de modo que

Te = Tc(To) = X{(0,N)}

é o ponto de equilibrio fuzzy para o qual a solugdo fuzzy ¢.(xp) converge quanto
t — +o0.

Em certas aplicagdes, a fungdo z. : A — U pode ndo ser continua em todos os
pontos de A. Neste caso, de acordo com a Proposicdo 4.20, a afirmacdo acima continua
valida quando [z estd contido em algum subconjunto em que z. seja continua. No
caso de z, ndo ser continua em algum ponto de [z,]°, entdo a convergéncia uniforme
exigida no item (b) do Teorema 5.9 ndo ocorre, e portanto a convergéncia do fluxo fuzzy
¢y para o ponto de equilibrio pode nado ocorrer. O Exemplo apresentado a seguir tem o
objetivo de ilustrar a ocorréncia deste fato.

Exemplo 5.11 *

determina o fluxo unidimensional ¢, : R, — R dado por

k?l’o
zo+ (k — zg)e™’

¢i(z0) =

cujos pontos de equilibrio sdo z. =k > 0 e y. = 0.

Consideremos a fungdo z. : R, — R, onde z.(z) = kse z > 0 e z.(0) = 0.
Evidentemente, x. ndo é continua em z = 0 e temos ¢ (z.(2)) = z.(z) para todo z € R,.
O item (a) do Teorema 5.9 garante que se zo € £(R,) é tal que [zo]° C R%, entdo
X{k} = Ze(Zo) € um ponto de equilibrio para ¢; e além disso ¢;(xg) converge para x
quando ¢t — +o0.

3Exemplo retirado do trabalho de Cecconello (2010)
“Exemplo retirado do trabalho de Cecconello (2010)
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Seja o € £(R; ) com fungdo de pertinéncia

e (2) = max{1l — (3/k)z,0}.

Neste caso, z. = 7.(zp) tem funcdo de pertinéncia

phz, (2) = max{xoy(2), X{x}(2) }-

Como [z.]* = {0, k} entdo,

[Pe(@e)]” = @r([me]) = {ipe(w0) : w0 € [2e]"} = [2e]”,

para todo « € [0, 1] e portanto, z. ¢ um ponto de equilibrio para ¢;. Agora, [z.]! = {0, k}
enquanto que [zo]! = 0, de onde temos que [¢;(2o)]' = 0 para todo ¢ > 0. Logo, $¢(xo)
Nao converge para Ze.

Até o momento estabelecemos condi¢des para que o fluxo fuzzy ¢; admita pontos
de equilibrio fuzzy. Como mostramos, os pontos de equilibrio fuzzy sdo conjuntos
invariantes para o fluxo fuzzy. Desta forma, os conjuntos invariantes desempenham

papel fundamental no estudo do comportamento assint6tico dos sistemas dinamicos
(MILANI; KOKSCH, 2005).

Na Proposicdo 5.12 apresentado a seguir estamos interessados em caracterizar

os conjuntos invariantes para o fluxo fuzzy a partir de conjuntos invariantes cldssicos.

Proposic¢ao 5.12 (CECCONELLO, 2010) Seja S C U e consideremos S C E(U) definido por
S={xc&): [z c S}

O conjunto S é invariante por o, se, e somente se, o conjunto S é invariante pelo fluxo fuzzy ¢,.

Demonstrac¢do: (=) Vamos supor que zo € S. Devemos mostrar que ¢:(zg) € S, ou seja,
i([zo])™ C S, para todo zp € S et € R. Por hipédtese, S é invariante e entdo ¢;(zo) € S
paratodot € R, exy € S. Agora, desde que [zo]* C S entdo

wi([2o]®) = @i(x0) : w0 € [2]" C 5,
paratodot € Ry ea € [0, 1]. Logo, ¢:(xo) € S para todo t € R, o que prova a primeira
parte.

(=) Seja zp € S. Desde que S é invariante e x{z(} € S entdo, ¢;(x{zo}) € S para todo
t € Ry. Logo, pi({zo}) C S e portanto S é invariante. ]
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5.3 Conclusao

Mostramos neste capitulo alguns resultados que asseguram a existéncia de
pontos de equilibrio para o fluxo fuzzy. No Teorema 5.9 mostramos que, sob certas
hipéteses, o fluxo fuzzy pode convergir para um ponto de equilibrio fuzzy nao crisp.
O mesmo teorema também fornece uma maneira pratica de determinar o ponto de
equilibrio para o qual a solugdo fuzzy converge quando ¢t — +oo. De outro modo, o
Teorema 5.9 garante que se a solugdo deterministica converge para uma fungdo, que
para cada condicdo inicial associa o ponto de equilibrio, entdo a solugdo fuzzy converge

para a extensdo de Zadeh desta fungéao.
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6 Regido de Estabilidade Fuzzy

No capitulo 3 vimos que, classicamente, a regido de atra¢do ou area de atracdo
de um ponto de equilibrio z. é o conjunto A(z.) formados pelos pontos pertencentes ao
conjunto universo U que tendem para z. quando ¢t — +oco. Além disso, apresentamos
resultados importantes a cerca do conceito de regido de estabilidade cléssica.

No capitulo 4 estabelecemos o espago £(X) cujos elementos sdo subconjuntos
fuzzy de um conjunto X que possuem a-niveis compactos e ndo vazios em X. A neces-
sidade desses a-niveis serem compactos ocorreu para que fosse possivel estabelecermos
uma estrutura de espagos métricos em £(X). Portanto, utilizamos a métrica de Hausdorff
para definimos a métrica d., para o conjunto £(X) de modo que (£(X), dw,) constituf

um espago métrico.

Tendo assegurado que o conjunto (£(X),d) juntamente com a métrica d.
define um espago métrico. Foi plausivel definir fluxos sobre o espago £(U), isto &, fluxos
fuzzy ou sitemas dindmicos gerados pela aplicacdo ¢, obtidos por meio da utiliza¢do do
principio da extensdo de Zadeh de solugdes deterministicas de equagdes diferenciais

autonomas geradas pelo semifluxo ;.

Assim, de maneira andloga ao obtido na teoria cldssica, no Capitulo 5 foi possivel
caracterizar um ponto de equilibrio para o fluxo ¢;, assim como estudar a estabilidade
de pontos de equilibrio em £(U), isto €, o comportamento do fluxo fuzzy quando a

condigdo inicial estd proxima de um ponto de equilibrio.

Desta forma, tendo assegurado a existéncia de pontos de equilibrio fuzzy assinto-
ticamente estdveis, faz total sentido caracterizar e explorar sua regido de atragdo. Assim,
o objetivo deste capitulo é defirnir e apresentar alguns importantes resultados obtidos
por meio desta pesquisa sobre a regido de estabilidade de um ponto de equilibrio fuzzy
assintoticamente estavel, dentre eles o mais importante diz respeito a obtengdo de uma

estimativa para regido de estabilidade fuzzy, apresentada no Teorema 6.4.

A seguir, apresentamos a definigdo formal de regido de estabilidade de um ponto
de equilibrio fuzzy assintoticamente estével. Esta defini¢do foi conceituada a partir da

extensdo do conceito classico de regido de estabilidade exposto na Defini¢do 3.4.

Defini¢do 6.1 Seja x. € £(U) um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estdvel para o
fluxo ¢, entdo a regido de atragdo de x. é o conjunto A(x.) C E(U) definido por

A(ze) ={xo € E(U) : p1(xo) = T quando t — +oo}.
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O Teorema a seguir, é um resultado significativo desta pesquisa que apresenta
uma propriedade topoldgia importante. Nele é garantido que a regido de atracdo A(x.)

de um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estavel x, é um conjunto aberto.!

Teorema 6.2 Seja x. um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estdvel para o fluxo ¢,

entdo a regido de atracio A(x.) é um conjunto aberto.

Demonstra¢ao: Como x. é um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estdvel, entdo
existe e > 0 tal que para todo xo, € £(U) satisfazendo d(xo,z.) < €, implica que
doo(Pi(T0),xe) = 0 quando t — +00. Seja y € A(x.). Entdo, d (¢1(y),ze) — 0 quando
t — 4o00. Desta forma, existe tempo 7" > 0 tal que doo (&1 (y),xe) < €/2. Pela proposigdo
(??), temos que a continuidade da aplicagdo ¢; : £(U) — £(U), com relagdo a condigdo
inicial zo é assegurada, portanto, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que d (Pr(x), Pr(y)) < €/2
sempre que d(x,y) < 0, para todo x € E(U). Mas dw(pr(),xe) < doo(Pr(x),y)+
doo(Pr(Y),xe) < €/2 + €/2 = €. L0ogo, do(¢s(¢r(y)),e) — 0 quando s — +oo. Utili-
zando a propriedade ¢y, 1+,(2) = @1, 0 ¢, (2) paratodo z € E(U) e ty, 1, € Ry temos que
Oi(x) = Pu—ry+r(x) = P11 © Pr(x). Assumindo s =t — T' temos que s — 400 quando
t — 4o00. Dai, p(x) = @5 0 pr(x) = Ps(pr(x)). Consequentemente,

tlg_noo doo(Pr(),Te) = SEE_HOO doo(Ps(P1()),Te) = 0.
Desta forma, concluimos que do (¢:(x),z.) — 0 quando t — +oo, sempre que doo(x,Yy) <
J. Logo, existe § > 0 tal que todo ponto x satisfazendo d..(x,y) < 6 pertence a A(x.),
ou seja, a bola aberta centrada em y e raio §, B(y, ) estd inteiramente contida na Regido

de Atracdo A(x.). Portanto, A(x.) é um conjunto aberto. ]

No Capitulo 2 vimos que o conceito de invariancia de conjuntos é imprescindivel
para andlise do comportamento das solugdes de sitemas dinamicos, pois quando um
dado conjunto é invariante a 6rbita de quaquer condicdo inicial que pertenga a ele
permanece neste conjunto para todo ¢ > 0. No caso fuzzy ndo é diferente. Portanto,
apresentamos no Teorema 6.3 outro resultado desta pesquisa que garante que a regido
de atracdo A(xz.) de um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estavel x. é um

conjunto invariante.

Teorema 6.3 Seja x. um ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estdvel para o fluxo ¢y,
entdo a regido de atracido A(x.) é um conjunto invariante.

'Um subconjunto do espago métrico £(X) é dito aberto se, para cada ponto xo € £(X), existe € > 0
tal que a bola aberta B(xo, €) estd inteiramente contida em £(X).
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Demonstracdo: Seja x¢ € A(x.) entdo d(p1(xo),xe) — 0 quando t — +oo. Tomemos
x = Qs(xo) para algum s € R, arbitrdrio. Entdo, da propriedade da solugéo ¢, tem-se
que ¢ () = @1(Ps(xo)) = Prrs(@o). Portanto, para s fixo

doo(P1(x),Te) = doo(Pr4s(0),xe) — 0 quando t — +o0.

Logo, x € A(z.) e consequentemente ¢;(x¢) € A(x.). Da arbitrariedade da escolha de

xo podemos afirmar que A(x.) é um conjunto invariante. ]

Na Secdo 3.3 vimos que muitos métodos usados na andlise de estabilidade
transitéria em sistemas elétricos de poténcia, baseavam-se no Principio de Invariancia
de LaSalle (LASALLE, 1960) e exploravam a estrutura qualitativa da fronteira da regido
de estabilidade. Em seu trabalho, Coimbra (2016) desenvolve uma extensdo do principio
da invariancia, obtendo resultados tteis para estimar atratores e regido de estabilidade

de sistemas dinamicos periddicos para a classe de sistemas periédicos.

Para a classe de sitemas dindmicos fuzzy Coimbra (2016) utiliza conceitos fun-
damentais desenvolvidos por Cecconello Cecconello (2010), Cecconello et al. (2015),
Mizukoshi (2004) para desenvolver resultados sobre sistemas dinamicos fuzzy tais como
o principio da invaridncia fuzzy e sua versdo global com o objetivo de estimar atratores
e regido de estabilidade para classes de sistemas dindmicos fuzzy, com incertezas apenas

na condicdo inicial de um PVIE

Entretanto, neste trabalho adotamos um método diferente para estimar a regido
de estabilidade de um sistema dinamico fuzzy. Consideramos aqui a regido de atracdo
A(x.) de um ponto de equilibrio assintoticamente estével z., entdo o item (a) do Teorema
5.9 garante que x. é ponto de equilibrio fuzzy para o fluxo extendido ¢,, portanto
podemos considerar sua regido de estabilidade fuzzy A(x.). Entdo, consideramos aqui
o conjunto A(z,.) formado pelo elementos xo pertencentes a £(U) tal que o [zo]° esta
contido na regido de atracdo de z.. O Teorema 6.4 prova que A(z.) CA(x.), isto €,

A(xz.) é uma estimativa para a regido de atracdo fuzzy de x..

Teorema 6.4 Seja x. um ponto de equilibrio assintoticamante estdvel para o fluxo ¢, e A(z,)
sua regido de estabilidade. Consideremos o conjunto

A(z,) ={xo € E(U) : [xo]° C A(z.)}
Entio
A(r.) CA(z.)

onde A(x.) é a regido de estabilidade fuzzy do ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estdvel

Te.
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Demonstragio: Seja zo €A(z.) entdo [xo)® C A(x.). Devemos mostrar que o € A(x.),
isto é, que d(p(xo),ze) — 0 quando t — +o0. Pela Proposicdo 5.12 temos que o
conjunto A(z.) é invariante para o fluxo ¢, portanto ¢, (o) € A(z.), isto é, [¢(x0)]° C
A(z.) e, consequentemente, ¢;([xo]°) C A(z.). Desta forma, temos que d(¢;([x0]°), z.) —
0 quando ¢ — +o0. Portanto, para todo € > 0 existe 7" > 0 tal que ||¢i(xo) — z.|| < ¢,
paratodot > T ez, € [a:o]o. Assim, temos que ¢, : U — U converge uniformemente,
em [z’ C A(z.), para x. quando t — +oco e sob as hip6teses do item (b) do Teorema
(5.9) ¢1(xo) converge para x, quando t — +00 e @(x.) = x, para todo ¢t > 0. Logo,
doo(Pi(T0),xe) = 0 quando t — +oo e portanto zo € A(x.). ]
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7 Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos um estudo da regido de estabilidade de um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel fuzzy. Para isso, destacamos alguns conceitos
sobre a teoria qualitativa de sistemas dindmicos autdbnomos nao lineares com o objetivo
de estimar o comportamento da trajetdria das solugdes no entorno de um ponto de

equilibrio.

Um dos nossos impotantes resultados foi estabelecer uma ligagdo entre a teoria
de estabilidade cldssica, mais especificamente em relacdo a regido de estabilidade, e
a teoria de conjuntos fuzzy. Assim, definimos e exploramos algumas propriedades
topolégicas da regido de atragdo e apresentamos resultados importantes sobre a teoria
de estabilidade fuzzy, através de conceitos fundamentais desenvolvidos por Cecconello
(2010) e Mizukoshi (2004).

Destacamos aqui trés resultados inéditos sobre a regido de estabilidade de um
ponto de equilibrio fuzzy assintoticamente estdvel obtidos através desta pesquisa: foi
provado que a regido de atracdo fuzzy é um conjunto aberto e invariante. Além disso,
propomos um método para estimar a regido de estabilidade de um sistema dindmico

fuzzy a partir de um subconjunto dessa regido caracterizado por meio do Teorema 6.4.

Um dos nossos objetivos é elaborar algoritmos capazes de modelar matemati-
camente o subconjunto da regido de estabilidade para estimar essa regido computaci-
onalmente através de modelos SI como o apresentado no Exemplo 5.8. Pretendemos

apresentar tais resultados na entrega da versao final deste trabalho.

Para trabalhos futuros propomos um estudo das diversas propriedades da re-
gido de estabilidade fuzzy, como a caracterizagdo da fronteira, conexidade e outras
caracteristicas topolégicas que podem ser investgadas a partir de resultados obtidos na

literatura sobre a regido de estabilidade classica.
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