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Meétodo Espectro Nodal de Grades Compostas na Formulacdo de Ordenadas Discretas
para Problemas de Autovalor em Geometria X,Y e Aproximacgao de uma Velocidade

Resumo

Nesta dissertagdo, propomos o método espectro-nodal de grades multiplas com apro-
ximacgdo constante (CSG-SD-CN, Composite Spatial Grid - Spectral Diamond - Cons-
tant Nodal) para resolver numericamente problemas de autovalor na formulacdo de
ordenadas discretas e regime estaciondrio, com fonte de espalhamento isotrépica, e
aproximacdo de uma velocidade em geometria X,Y. O objetivo desta pesquisa é utilizar
métodos de grades compostas em célculos de criticalidade com modelos de transporte,
com aplicagdo no projeto e a exploragdo de reatores nucleares. O método CSG-SD-CN
discretiza 0 dominio de cédlculo em duas etapas. Na primeira utiliza-se uma grade
espacial retangular grossa com uma célula por regido material do dominio. Em seguida,
integramos transversalmente as equagdes da formulagdo Sy, separadamente na dire-
¢do X e na dire¢do Y no interior de cada célula, e depois introduzimos aproximagdes
constantes para os termos de fuga transversal em nivel de regido, desta forma obtemos
dois problemas “unidimensionais”. Na segunda etapa de discretizacdo, usamos uma
grade espacial fina para discretizar cada problema unidimensional, que pode entao ser
resolvido separadamente. Como os problemas unidimensionais estdo acoplados pelos

termos de fuga transversal, utilizamos uma técnica iterativa de dire¢des alternadas
para convergir a solu¢gdo numérica. Para ilustrar, a precisdo e o desempenho compu-
tacional do método proposto, apresentamos resultados para problemas homogéneos
e heterogéneos, mostrando a eficacia do método proposto no cdlculo de grandezas

integrais.

Palavras-chave: Equagao de Transporte, Ordenadas Discretas, Problema de Autovalor,

Grades Compostas.



Composite Spatial Grid Spectral Diamond Constant Nodal Method for the Solution of
Eigenvalue Discrete Ordinates Problems in X-Y Cartesian Geometry and One-Speed

Approximation

Abstract

We describe in this work a composite spatial grid method that uses a spectral-nodal
method and a constant approximation for the transversal leakage terms to solve nu-
merically the neutron transport equation for one-speed eigenvalue problems in X-Y
Cartesian geometry in the discrete ordinates (Sy) formulation. In this formulation, we
consider a stationary mathematical model with isotropic scattering source. The aims

of this research is to use a composite spatial grid method in criticality calculations for

nuclear reactor projects. The composite spatial grid method is characterized by discre
tize the domain in two steps. Firstly, we discretized the domain with a coarse mesh
corresponding with material regions, where we integrated transversely each region
cell in each axis x and y. Thus, we obtain two one-dimensional problems coupled by
transversal leakage terms, that can solved separately. In second step, we discretized each
cell with a finer mesh for each one-dimensional problem. To illustrate the accuracy and
computational performance, we simulate homogeneous and heterogeneous problems
(benchmarks) and compare the results with another methods available in the literature.

Keywords: The Transport Equation, Discrete Ordinates, Eigenvalue Problems, Compo-
site Spatial Grid.
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1 Introducao

Um dos maiores problemas enfrentados pela humanidade hoje é a iminéncia
das mudangas climéticas provocadas pelo efeito estufa devido a liberagdo de grandes
quantidades de di6xido de carbono na atmosfera. Por outro lado a demanda energética
dos setores industriais, comerciais e residenciais cresce continuamente, este crescimento
é indispensével para garantir a melhoria da qualidade de vida nos paises em desenvol-
vimento. Neste contexto, garantir a geragdo de energia, preservando o meio ambiente,
constitui um dos grandes desafios técnicos e éticos para os cientistas (NEA-OCDE,
2014).

Especificamente no Brasil enfrentamos um periodo de baixo crescimento econd-
mico, motivado, entre outros fatores, pelos altos custos da energia. A prolongada
estiagem e o baixo nivel dos reservatérios nos tltimos anos é uma situagdo gravissima
que preocupa as autoridades e institui¢des do setor de planejamento energético (Em-
presa de Pesquisa Energética - EPE, 2007). Para alavancar o crescimento econdmico, e
a manutencdo do mesmo no longo prazo devemos contar com um suprimento ener-
gético confidvel e eficiente. Entre as principais alternativas para atender a demanda
por suprimento energético no Brasil esta a energia nuclear. Uma fonte de alta poténcia,
com baixo impacto ambiental e que nado esta sujeita a condi¢des ambientais e eventos

sazonais como os periodos de sol ou chuvas.

Estes argumentos motivaram reconhecidos ambientalistas, estadistas e ptblico
em geral a reavaliar seu posicionamento em relacdo a utilizagdo de energia nuclear ou
técnicas nucleares em geral. Nos tltimos anos paises com forte postura antinuclear revi-
talizaram seus programas nucleares. Este processo de renascimento da industria nuclear
teve um grande percal¢o no acidente de Fukushima em marco de 2011, entretanto uma
andlise rigorosa do acidente mostra que o acidente ndo ocorreria nas usinas atualmente
em construcdo ou em projeto (FURLAN et al., 2016; MING et al., 2016). Na mesma linha
o governo brasileiro retomou o programa nuclear reiniciando a construgdo de Angra III
e incentivando o programa nuclear brasileiro por meio de diversas agdes (Empresa de
Pesquisa Energética - EPE, 2007). Em particular, planeja-se a construcdo de uma usina
nuclear na regido Nordeste envolvendo os estados de Bahia, Sergipe e Pernambuco.

Neste contexto é um dever da comunidade cientifica brasileira, impulsionar o uso
pacifico da energia nuclear dando suporte as iniciativas governamentais, seja através
da formacgdo de recursos humanos ou desenvolvendo novas metodologias, técnicas,

ferramentas ou processos, que auxiliam o desenvolvimento da indtstria nuclear.

Por outro lado, o desenvolvimento dos novos projetos de reatores nucleares
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devem oferecer solugdes para os entraves atuais ao desenvolvimento da energia nuclear,
eles sdo: (i) aprimorar a seguranca operacional e a confiabilidade das instalagdes, (ii)
diminuir os custos de construgdo e operacionais dos reatores nucleares, (iii) desenvolver
e implantar tecnologias eficazes para o tratamento de rejeitos em médio e longo prazo,
e (iv) garantir a ndo-proliferacdo de armas nucleares (GIF-OCDE, 2014). Dentre, estes
desafios, desperta especial interesse o desenvolvimento de novas ferramentas que

possam contribuir ao aumento da seguranga em reatores nucleares.

A operagdo do reator nuclear deve garantir que a populagdo de néutrons migre
dentro do ntcleo do reator em condi¢des controladas, ou seja, que ndo teremos fuga
de radiacdo ao meio ambiente e que a integridade do reator seja preservada. Para
este fim sdo realizados os calculos de criticalidade onde os pardmetros multiplicativos
do ntcleo sdo avaliados para diferentes configura¢des geométricas, diversos tipos de
combustivel nuclear e intimeras condigdes operacionais. A modelagem computacional
é uma poderosa ferramenta para garantir a operagdo segura e confidvel do reator,

permitindo avaliar diversas condi¢des operacionais com baixo custo.

A modelagem fisica do fendmeno de transporte de néutrons descreve a migragao
de néutrons no interior de um meio material considerando as probabilidades de intera-
¢do com os nucleos do meio (LEWIS, 2008). Identificados os diferentes tipos de interagao,
estas probabilidades sdo obtidas mediante um arduo trabalho experimental. A seguinte
etapa é conceber uma modelagem computacional do problema para podermos obter via
simulagdo computacional a distribui¢do de néutrons e os parametros multiplicativos no
dominio de interesse. A modelagem de problemas de transporte de néutrons pode ser
feita usando duas abordagens: abordagem deterministica ou abordagem probabilista.
A abordagem deterministica visa resolver de forma exata um modelo aproximado do
problema; nela encontram-se a formulagdo de ordenadas discretas (LEWIS; MILLER,
1984), a aproximagdo de difusdo (DUDERSTADT, 1976), e os aplicaveis métodos numé-
ricos de diferencas finitas (HOFFMAN; FRANKEL, 2001), métodos de elementos finitos
(ZIENKIEWICZ et al., 2013) e os métodos nodais (BADRUZZAMAN, 1990). Por outro
lado, a abordagem probabilista visa obter uma solucdo aproximada do problema exato,
e nela aparecem os métodos probabilisticos ou método de Monte Carlo (HAGHIGHAT,
2014).

A modelagem computacional considerando a escola deterministica utiliza a
equacdo de transporte de néutrons (OSBORN; YIP, 1966), frequentemente denominada
equagdo linearizada de Boltzmann devido a sua similaridade com a expressao obtida por
Ludwig Boltzmann em conexdo com a teoria da cinética dos gases (BOLTZMANN, 1872).
A equacdo de transporte de néutrons representa um balanco entre os fendmenos de
producdo e perda de particulas, sua formulagdo geral consiste em uma equagado integro-
diferencial parcial linear dependente de sete varidveis independentes: trés espaciaigz,
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y, z), duas angulares (y, n), uma energética (£) e uma variavel temporal (¢), sendo a
varidvel dependente o fluxo angular de néutrons (¢). Pela complexidade intrinseca da
equagdo de transporte de néutrons, a solugdo analitica pode ser obtida para geometrias
e situagdes fisicas muito simples, geralmente carentes de valor pratico. Na maioria
dos casos técnicas de solugdo numérica devem ser utilizadas. Os métodos de solucao
numérica se aplicados a formulagdo geral, sdo também, muito complexos e, em geral de

alto custo computacional.

Para gerarmos métodos de solu¢do numérica eficientes, formulagdes simplifi-
cadas da equacdo de transporte de néutrons devem ser utilizadas, estas formulagdes
discretizam em etapas sucessivas as varidveis independentes, transformando a equacgao
integro-diferencial em um sistema de equagdes lineares e algébricas; em seguida, uti-
lizam diferentes técnicas de varredura para resolver os sistemas de equagdes obtidos.
A dependéncia energética (E) é tratada utilizando a aproximac¢do multigrupo (LEWIS;
MILLER, 1984). As varidveis angulares (1, 77) podem ser discretizadas usando diferentes
abordagens: a aproximacdo de difusdo (BELL; GLASSTONE, 1970), a expansdo em
harmonicos esféricos, e a formulacido de ordenadas discretas (CARLSON; LATHROP,
1968). As variaveis espaciais (z, y, z), podem ser discretizadas utilizando métodos de
malha fina, como o método Diamond Difference (DD) (LEWIS; MILLER, 1984); métodos
de malha média, como os métodos de elementos finitos, e métodos de malha grossa
como os métodos nodais (LAWRENCE, 1986). A varidvel temporal (¢) também pode ser
discretizada por métodos de malha fina, média e grossa. Entretanto, neste trabalho nos

concentraremos apenas em problemas estaciondrios, ou seja, independentes do tempo.

Nesta dissertagdo de mestrado utilizamos como modelo matematico para o
problema de transporte de néutrons a formula¢doSy ou formula¢do de ordenadas dis-
cretas da equagdo de transporte de néutrons, onde as dire¢des de migracdo dos néutrons
sdo restringidas a um conjunto de M dire¢Oes discretas, e férmulas de quadraturas
angulares sdo utilizadas para aproximar os termos integrais presentes no termo de
fonte de espalhamento (AZMY; SARTORI, 2010). Em relacdo a discretizagdo espacial
é desejavel por motivos de eficiéncia computacional a utilizacdo de métodos de ma-
lha grossa, onde se incluem os métodos nodais. Os métodos nodais sdo baseados no
procedimento de integracdo transversal, e em seguida os termos de fonte e de fuga
transversal sdo aproximados por polindmios de baixa ordem. Os primeiros métodos no-
dais, utilizavam polindmios de ordem zero e de primeira ordem em suas aproximagoes
(LAWRENCE; DORNING, 1980; WALTERS; O’DELL, 1980). O primeiro destes métodos
foi o método nodal constante (CCN —Constant Constant Nodal) onde os termos de fonte
de espalhamento e de fuga transversal sdo aproximados por constantes. Outro método
nodal convencional amplamente utilizado foi o método nodal linear (LLN —Linear Nodal)
onde polindmios de primeiro grau sdo utilizados para aproximar os termos de fonte de
espalhamento e de fuga transversal (LAWRENCE, 1986; AZMY, 1988).
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Uma evolugdo dos métodos nodais convencionais foram os métodos espectro-
nodais (SGF — Spectral Green’s Function), onde apenas os termos de fuga transversal
sdo aproximados, os termos de fonte de espalhamento sdo tratados de forma exata.
A génese desta familia de métodos remonta-se ao trabalho (LARSEN, 1986), onde
primeiramente define-se um “espectro” para um esquema em diferengas dando lugar
ao método Diamond Difference Extended (DDE). O primeiro método espectro-nodal foi
proposto em (BARROS; LARSEN, 1991) e permitia resolver problemas unidimensionais
de fonte fixa na formulacdo Sy gerando solug¢des completamente livres de erro de

truncamento espacial.

O primeiro método desta familia para calculos multidimensionais na formulagdo
de ordenadas discretas foi proposto por (BARROS; LARSEN, 1992) e chamado método
espectro-nodal constante (SGF-CN) por utilizar uma aproximagao constante para os
termos de fuga transversal. A partir de entdo ocorreram diversos avangos nos métodos
espectro-nodais para problemas de fonte fixa, com destaque, para o método espectro-
nodal exponencial (SGF-ExpN — Spectral Green’s Function Exponential Nodal) proposto
por (MELLO; BARROS, 2002) que utiliza uma aproximacdo exponencial para os termos
de fuga; e para o método espectro-nodal linear (SGF-LN -Spectral Green’s Function
Linear Nodal) que utiliza um polindmio de primeira ordem na aproximacgéo das fugas
(DOMINGUEZ; BARROS, 2007).

Em paralelo, diversas abordagens de métodos espectro-nodais foram desenvol-
vidas para resolver problemas de transporte de néutrons em meios multiplicativos. A
primeira delas, desenvolvida por (ABREU et al., 1996) deu origem ao método Spectral
Diamond (SD) que gera solugdes livres de erro de truncamento espacial para problemas
de autovalor na formulagdo de ordenadas discretas e geometria unidimensional carte-
siana. A seguir, em (FILHO et al., 2002; BARROS et al., 1999) foi proposto o método
Spectral Diamond - Spectral Green’s Function - Constant Nodal (SD-SGF-CN) para proble-
mas bidimensionais de autovalor com aproximacado constante para os termos de fuga
transversal. Adicionalmente, em (BARROS et al., 2004) e (BARROS et al., 2003) foram
propostas métodos espectro-nodais baseados na aproximacdo de difusdo. Os métodos
espectro-nodais oferecem resultados precisos para problemas de fonte fixa e autovalor
em célculos de malha grossa; entretanto, devido a presencga da andlise espectral e a
necessidade de utilizar varreduras do tipo inversdo nodal (NBI -Nodal Block Inversion),
o custo algébrico e a complexidade dos algoritmos computacionais envolvidos nas

tarefas de modelagem com esta familia de métodos é elevado.

Uma alternativa para aliviar os pontos negativos dos métodos espectro-nodais
sdo os métodos espectro-nodais de grades compostas (CSG-SGF, Composite Spatial Grid -
Spectral Green’s Function). Os métodos de grades compostas utilizam uma discretizagdo

em duas etapas para transformar o problema multidimensional em problemas “uni-
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dimensionais” acoplados pelos termos de fuga. Visando obter a precisdo das técnicas
espectro-nodais em formulag¢des unidimensionais mais simples de resolver, do ponto de
vista numérico e computacional. O primeiro método de grades compostas foi proposto
em (DOMINGUEZ et al., 2010), sendo denominado método espectro-nodal de grades
compostas com aproximagdo constante (CSG-SGF-CN, Composite Spatial Grid Spectral
Green's Function Constant Nodal). O método CSG-SGF-CN utiliza uma aproximagao cons-
tante para os termos de fuga em nivel de regido e foi utilizado para resolver problemas
de fonte fixa na formulagdo de ordenadas discretas e geometria X, Y. Outro passo nesta
familia foi o método espectro-nodal de difusdo com grades compostas para problemas

de autovalor em geometria X, Y e aproximacgdo constante (NASCIMENTO, 2012) com
aplicacdo em célculos de criticalidade de reatores nucleares. O mais recente avanco
entre os métodos de grades compostas foi o método CSG-SGF-Exp (Composite Spatial
Grid Spectral Green’s Function Exponential), que utiliza uma aproximacao exponencial
para os termos de fuga transversal e resolve problemas de fonte fixa em geometria
bidimensional Cartesiana (AGUIAR, 2014). Destacamos, que nos métodos de grades
compostas, a aproximacado da fuga transversal ocorre em nivel de regido, isto €, em uma
malha muito grossa, esta aproximagdo é mais grosseira que a aproximag¢do em nivel
de nodo que temos nos métodos espectro-nodais; entretanto, os métodos de grades
compostas tém-se mostrado tteis e precisos no cdlculo de grandezas integrais como

fugas ou taxas de reagéo.

No presente trabalho propomos um novo avanco na familia dos métodos espectro-
nodais de grades compostas. Temos como objetivo desenvolver um método de grades
compostas para resolver problemas de autovalor na formulagdo de ordenadas discretas
visando aproveitar as potencialidades dos métodos Spectral Diamond (SD) (ABREU et
al., 1996) e (FILHO et al., 2002). Este novo método, chamado CSG-SD-CN (Composite
Spatial Grid - Spectral Diamond - Constant Nodal) utiliza uma aproximagdo constante
para os termos de fuga transversal na regido, e resolve problemas Sy de autovalor em
aproximacdo de uma velocidade, com fonte de espalhamento isotrépica em geometria X,
Y. Destacamos, que ndo existem antecedentes na literatura cientifica de uso de métodos

de grades compostas para problemas de autovalor em formulag¢des de transporte.

Para obtermos o método CSG-SD-CN partimos da formula¢do de ordenadas
discretas e discretizamos o dominio de calculo utilizando uma grade grossa, onde
cada célula espacial corresponde com uma regido material. Em seguida, aplicamos o
procedimento de integragdo transversal e obtemos dois problemas unidimensionais
acoplados pelos termos de fuga transversal. Os fluxos angulares nas arestas das regides
sdo aproximados por constantes o que nos permite avaliar explicitamente os termos de
fuga, e via andlise espectral obter as solucdes analiticas gerais de cada problema unidi-
mensional. Entdo os problemas unidimensionais sdo discretizados usando uma malha

fina e resolvidos utilizando o método SD para problemas unidimensionais (ABREU et
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al., 1996). A resolugdo do problema envolve um esquema iterativo de dire¢des alter-
nadas, onde a cada iteragdo, os termos de fuga da diregdo transversal sdo atualizados.
Esperamos, que este novo método gere resultados precisos para grandezas integrais
como o coeficiente efetivo de multiplicagdo e a distribui¢do de potencia em assemblies,

com menor custo computacional que os métodos espectro nodais convencionais.

No capitulo 2 apresentamos os fundamentos da equacédo de transporte de Boltz-
mann e os detalhes da formulacdo de ordenadas discretas (Sy) em geometria X, Y. No
capitulo 3, oferecemos um breve histérico dos métodos numéricos utilizados neste
trabalho para construir e validar o método CSG-SD-CN. O capitulo 4 detalha o método
CGS-SD-CN, principal objetivo deste trabalho, enfatizando o procedimento para obter
as equagoes discretizadas de varredura, as aproximacdes consideradas e o algoritmo
computacional proposto. Resultados numéricos para problemas homogéneos e hete-
rogéneos aparecem no capitulo 5. A andlise destes resultados ilustra a precisdo e o
desempenho computacional do método. Por tltimo, no capitulo 6 oferecemos as conclu-
sdes da pesquisa e sugerimos algumas linhas de trabalhos futuros para os métodos de
grades compostas.



2 Fundamentac¢ao Tedrica

Neste capitulo, abordamos os fundamentos da equagédo de transporte de Boltz-
mann, defini¢des e grandezas fisicas utilizadas no modelo matematico, tais como, a
densidade angular de néutrons, o fluxo angular de néutrons, a densidade angular
de corrente, bem como as grandezas escalares utilizadas na modelagem. Ainda neste
capitulo, discutiremos o método de discretizagdo angular, conhecido como ordenadas
discretas e apresentaremos as equagdes de transporte de néutrons na formulagdo de
ordenadas discretas utilizadas neste trabalho.

Na secdo 2.1 apresentamos os conceitos que envolvem a equacado de transporte
de néutrons, defini¢des e grandezas fisicas. J4 na se¢do 2.2 apresentaremos os conceitos

relacionados a formulagdo de ordenadas discretas Sy .

2.1 Equacdo de transporte de néutrons

O problema principal ligado a transporte de néutrons consiste em determinar a
distribuicdo do fluxo de néutrons em um meio material. A distribui¢do da populacdo
de néutrons determina a taxa de reagdo para os multiplos processos (rea¢des nucleares)

que podem ocorrer.

O processo de transporte de néutrons compreende o movimento dos néutrons
e da corrente de néutrons no meio, durante este movimento ocorrem interacoes os
néutrons e os nucleos atdbmicos do meio. Estas interacdes podem ser de espalhamento
ou absor¢do, e eventualmente ap6s algumas interagdes de espalhamento o néutron

poderé escapar pelas fronteiras do meio (fugas).

O fendmeno fisico de transporte de néutrons é caracterizado pelas se¢des de
choque macroscépicas, que determinam a probabilidade de ocorréncia de um tipo de

interacdo nuclear, e as distancias médias percorridas pelos néutrons.

Neste processo as distancias percorridas pelos néutrons sao relativamente gran-
des se comparada as dimensdes nucleares ou as mudangas no meio material, (geral-
mente o livre caminho médio é da ordem de poucos centimetros, e o tamanho do
didmetro de um elemento combustivel no reator nuclear é de 1 cm). Por este motivo
existe uma analogia entre o transporte de néutrons e a teoria cinética dos gases rarefeitos.
A equagdo fundamental que descreve o movimento molecular em um gés diluido, foi
proposta pelo fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-1906), sendo conhecida como a
Equacdo de Boltzmann, para a teoria cinética dos gases (BOLTZMANN, 1872).

Por este motivo, o modelo matematico utilizado no estudo da migracdo de uma
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populagdo de néutrons em determinado meio material é conhecido como equacédo
de transporte de Boltzmann, ou equagdo de transporte de néutrons. A modelagem
matemadtica que vamos adotar para o problema fisico de transporte de néutrons levara
em conta a populagdo média de néutrons, mas ndo o comportamento individual de
cada néutron. A populacdo de néutrons sera tratada como uma entidade estatistica,

considerando os caminhos pelos quais as particulas podem nascer, migrar ou morrer.

2.1.1 Defini¢des e grandezas fisicas

A densidade angular de néutrons n(7, 7, t) é definida com o ntimero “espe-
rado"de particulas que estdo presentes num volume unitario localizado no ponto do

espaco 7, e no instante de tempo ¢, e que estio migrando com velocidade ¥/, (DU-
DERSTADT, 1976).

A palavra (esperado) foi colocada nesta defini¢cdo para ressaltar a natureza esta-

tistica desta teoria na qual somente valores médios ou esperados serdo determinados.

Observamos que existem sete varidveis independentes em nosso espaco de fase,
ou seja, existem sete varidveis que caracterizam o estado individual do néutron. Trés
varidveis espaciais: (7 = x,y, 2), trés relacionadas com a velocidade (v = E, Q=
E,0,¢) e uma temporal ¢, vide Figura 1. Lembramos que a velocidade vetorial carrega

informacao sobre a dire¢do de migrac¢do e a energia do néutron.

=1

=)

Figura 1 — Varidveis espaciais e angulares na caracterizagdo do néutron.
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Néutrons que estejam localizados num mesmo volume unitario na posicao 7
tem densidades angulares diferentes se migrarem com velocidades 7 diferentes (em

modulo e/ou dire¢do) no mesmo instante de tempo t.

Por motivos praticos a varidvel independente velocidade é colocada frequente-
mente como uma dependéncia energética (£), e d4 direcdo de migracdo unitdria (SAI),
nesse caso: n(?, E, ﬁ, t) representa o niimero “esperado”de néutrons num volume uni-
tario localizado em 77, com energias E e migrando na direcio (2 no instante de tempo ¢,
(LEWIS; MILLER, 1984).

Entao, n(?, B, (AL t)dV dEdS) é o nimero esperado de néutrons no volume dV/, localizado

na posigdo 7/, com energias entre F e E + dF, migrando no diferencial de angulo sélido

dQ em €, no instante de tempo t, como ilustra a Figura 2.

o>

df2
dv

-4

Figura 2 — Particulas em dV viajando no cone dQ2 sobre a diregdo Q.

Em problemas de transporte desejamos caracterizar a taxa de reagdo em deter-
minado volume do dominio e as distancias percorridas pelos néutrons. A distancia
percorrida por um néutron durante o intervalo de tempo dt, pode ser caracterizada
como vdt, portanto a distancia percorrida por todas as particulas no volume incremental

do espaco de fase dV dEdS2, no intervalo de tempo dt, aparece na forma

on(7, E,Q,t)dVdEdQdL. (1)

Define-se a se¢do macroscopica total ¥, como a probabilidade de interagdo por

unidade de recorrido do néutron, se multiplicarmos ¥, pela distancia percorrida por
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unidade de tempo em dV dEdS2. Definimos a taxa de interacao angular f(7, E, Q,1), na
forma

~

F(7,B,Q,t) = (7, E)n(7, B, Q,t). 2)

O produto da velocidade (v) pela densidade angular de néutron, aparece fre-
quentemente em transporte de particulas, Egs. (1) e (2), por esse motivo, define-se o
fluxo angular de néutrons ¢(7>, E, SA), t), como

W7, E,Q,t) =on(7,E,Q,t). 3)

Utilizando a equacédo (3) em (1) podemos escrever a distancia percorrida pelo
total de néutrons de incremento diferencial do espaco de fase como

on(7, E,Q, ) dVAEdIQdt = (7, E,Q, t)dVdEdQdt (4)

e utilizando a Eq. (3) em (2), podemos escrever a taxa de intera¢do angular como

F(7,E,Qt) =7, E)(7,E,Q,t). (5)

A fraseologia convencional de chamar “fluxo"a grandeza definida na Eq. (3)
leva a um grande engano. O fluxo angular de néutrons, ndo é semelhante as grandezas
de fluxo encontradas em outros fendmenos fisicos como a conducdo de calor (fluxo
de calor) ou a teoria eletromagnética (fluxo elétrico). A principal diferenga consiste
em que os fluxos elétricos e magnéticos sdo magnitudes vetoriais, enquanto o fluxo
de néutrons é uma magnitude escalar. Por esse motivo, ressaltamos que o fluxo de
néutrons é simplesmente uma varidvel matematica conveniente utilizada para calcular

grandezas importantes em problemas de transporte de particulas.

~

. —
Outra grandeza angular relevante ¢ a densidade angular de corrente, 5 (77, E,Q, t),
definida como:

~

TP E.Q,t) = (7, B,Q.t) = Qun(7, B,0, 1) 6)

sendo €2 um vetor unitdrio, o fluxo angular corresponde com a magnitude da densidade
angular de corrente.
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A densidade angular de corrente tém uma interpretagdo fisica ttil, considere um
diferencial de drea superficial d.S, com o vetor 7 normal a superficie, conforme mostra a
Figura 3, podemos determinar o nimero de néutrons que atravessam a superficie dS
por unidade de tempo, na dire¢io {2 com energias E em dE no instante ¢ como, (LEWIS;
MILLER, 1984),

A7 (7, E,0,1)dSdE )

2>

o>

dS

Figura 3 — Vetor n normal a superficie dS.

Até o momento temos definido um conjunto de grandezas angulares:

a) densidade angular de néutrons;
b) fluxo angular de néutrons;

c) taxa de interacdo angular, taxa de rea¢do angular ou densidade angular de
colisdo;

d) densidade angular de corrente de néutrons.

Cada uma dessas grandezas pode ser integrada em todas as dire¢des angulares possiveis
gerando grandezas fisicas que independem da diregdo de voo do néutron.

Se integrarmos a densidade angular de néutrons para todas as dire¢des possiveis,
obtemos a densidade escalar ou densidade total de néutrons N(7, E, t)

N(7 . B,1) :/ (7, B0, 4)d0 ®)
4m
N(7,E,t)- representa o nimero esperado de néutrons num volume unitdrio localizado
em 7, com energias F, no instante de tempo ¢, migrando em qualquer diregao.

Analogamente, se integrarmos o fluxo angular de néutrons, Eq. (3), em todas as
dire¢des angulares possiveis, obtemos o fluxo escalar de néutrons

(7 1) = / B(T, B, )0, ©)
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Em condigdes isotrdpicas, onde a densidade angular de néutrons é independente deQ,
as Egs (8) e (9) aparecem na forma

n(7,0.B,1) = - N(7, B.1), (10)
NN QPP
$(7 B0 1) = (T B, 1), (an

A simplificacdo de meio isotrépico ndo pode ser feita em diversas condig¢des fisicas

como nas regides proximas a um contorno do dominio, ou nas proximidades de uma
fonte de néutrons, (DUDERSTADT, 1976), vide Figura 4.

Figura 4 — Anisotropia na densidade angular préximo a fronteira do dominio ou de
uma fonte de néutrons.

Novamente obtemos a taxa de interacdo total F(7’, E, t) se integrarmos a Eq. (5)
em todas as dire¢Oes angulares.

F(7,Et)= [ f(7, E Q1)dQ (12)
47
Avaliando a integral na Eq. (12) e utilizando a definigdo de fluxo escalar, Eq. (9)
obtemos,

F(?,E,t):/ (7, E)o(7, E, O, 1)d0

4

=7, E) | (7, E,Q,t)d0

=57, E)p(7,E.t). (13)
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A taxa de interacdo total, definida na Eq. (13) pode ser interpretada como o
ntmero de colisdes de qualquer natureza (espalhamento e absor¢ao) que ocorrem num
diferencial unitdrio de volume localizado no ponto 7, com néutrons de energia E, no
instante ¢. Se integrarmos a Eq. (13) para todo o intervalo de energias obtemos F(7,1)
como a taxa de intera¢do para néutrons de qualquer energia. O resultado aparece na

forma

F(7,t) = / ST, E)o(T, B, t)dE. (14)
0
A taxa de interagao total F(7, E,t), também pode ser definida para cada tipo de
interagdo nuclear, como taxa de interacdo de espalhamento e taxa de interagdo de
absorcao, utilizando as respectivas se¢des macroscopicas de cada tipo de interagdo

nuclear.

Por ultimo, podemos definir o vetor corrente neutronica 7(7, E.t), como a
integral em todas as diregdes possiveis da densidade angular de corrente.

% ~ ~
T7.E)= | T(7,EQ )d0 (15)
4
Considerando a interpretacdo fisica da densidade angular de corrente dada na
Eq. (7) e Figura 3, podemos definir a corrente neta de néutrons Jn(7, E,t) como o
produto escalar entre o vetor n normal a superficie dS e o vetor corrente neutronica, na

forma

_ / - 00(T, E,Q, 1)d0 (16)
47

A corrente neta J,, (7, E, t) representa o niimero neto de néutrons que atravessam
uma area de superficie unitdria por unidade de energia, e por unidade de tempo na
direcdo normal 7 positiva. Em diversas situacdes fisicas é desejavel dividir a corrente
neta nas correntes parciais de particulas que atravessam a superficie nas dire¢des

positivas e negativas, ou seja,

J(T,Et) = 57, B t) — J; (7, E,t) (17)

onde as correntes parciais na direcdo positiva e negativa sdo definidas na forma:
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THT, B 1) = /?2 W77, E,Q,0)d0, (18)

J= (7, E.t) = [ A7 B9, 0. (19)
Q

n<0

A Figura 5 mostra a interpretacdo das grandezas corrente neta e correntes parciais.

/ Je, 1)

: dA

o+

J
o FA)

7

Figura 5 — Densidades total e parcial da corrente de néutrons.

As unidades para as grandezas 7(7, E.t)e ¢(7, E,t) sdo idénticas [em 25~ 1].

Entretanto, 7(?, E,t) é uma grandeza vetorial que caracteriza o nimero de néutrons
que atravessam uma superficie orientada em uma determinada direcdo, por outro lado,
¢(7, E, t) caracteriza o numero total de néutrons que atravessam uma unidade de rea
independentemente de qualquer orientagao (DUDERSTADT, 1976). Esta interpretacdo
sugere que a corrente é uma grandeza apropriada para descrever a fuga de néutrons
(por exemplo, pela superficie que delimita o contorno do dominio de calculo). Enquanto
o fluxo é apropriado para caracterizar taxas de interagdo de néutrons, por exemplo, o

nimero total de intera¢des em uma determinada regido do dominio.

2.1.2 Obtencgdo da equacdo de transporte

Neste ponto, temos definido nossas varidveis independentes e todas as grandezas

necessarias para obtermos a equacao de transporte de néutrons.

A equacdo de transporte de Boltzmann constituird o modelo matematico que
descreve o comportamento médio de toda a populagdo de néutrons, e ndo de cada
néutron individualmente. Antes de passarmos a construgao da equacdo, listamos um
conjunto de hipoéteses fisicas que consideramos como verdadeiras para a modelagem

matemadtica do problema fisico de transporte de néutrons:
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a)

b)

d)

Particulas sdo consideradas corpos pontuais. Isto significa que o comporta-
mento ondulatério da particula é desprezado, ou seja, apenas particulas com
longitudes de ondas menores que o didmetro atdomico sdo consideradas. Néu-
trons percorrem em média muitas distancias inter-atomicas entre colisdes,
por tal motivo, particulas com longitude de onda pequena podem ser descri-
tas apropriadamente em fungdo de sua localizagdo e velocidade. Particulas
de energia muito baixa, sdo excluidas da anélise. Por este motivo, a energia
de vibragdo dos atomos e moléculas do material pode ser desconsiderada

(ntcleos em repouso).

Os néutrons viajam em linha reta entre os pontos de colisdo. Com excegdo
dos campos nucleares, normalmente os campos de for¢ca que agem sobre o
néutron sdo nulos. Forgas gravitacionais sdo muito fracas para influenciar
o movimento dos néutrons. Campos elétricos e magnéticos ndo exercem
nenhuma influéncia sobre o movimento do néutron, pois este, ndo tem carga
elétrica. Como os campos nucleares sdo fenomenologicamente incorporados
nos termos de espalhamento e absor¢do, podemos afirmar que o néutron

viaja em linha reta e com velocidade constante entre colisdes.

Interagdes néutron-néutron (particula-particula) sdo desprezadas. Esta é uma
aproximacdo fisicamente justificavel, visto que a densidade de néutrons é
muito pequena quando comparada com a densidade dos nticleos-alvo em
sistemas reais (reatores nucleares, blindagem de radiagdo, dentre outras
aplicacdes). A exclusao das intera¢des néutron-néutron é a razao pela qual a

equagdo de Boltzmann aplicada a néutrons é linear.

Colisdes sdo consideradas instantaneas. O tempo de colisdo dos néutrons com
os nucleos é considerado nulo. Esta é uma aproximagao consistente, pois os
ntcleos compostos que se formam nas iteragdes néutron-ntcleo vivem menos
que 107" segundos. Para as aplicagdes praticas as particulas emergentes sdo
emitidas imediatamente no préprio ponto de colisdo. A Ginica exce¢do sdo 0s
néutrons atrasados emitidos pelos fragmentos de fissdo, entretanto, o alcance
dos fragmentos de fissdo é extremamente pequeno em qualquer sélido ou
liquido, pelo qual podemos considerar que néutrons atrasados originam-se
no ponto de colisdo. Por outro lado , os néutrons atrasados precisam ser
considerados como um termo de fonte adicional na equacgao de transporte

dependente do tempo.

As propriedades materiais sdo isotrdpicas. Os efeitos que dependem da
orientacdo do néutron com relacdo aos d&tomos do meio nao sdo consideradas
na equacdo de Boltzmann. Esta aproximacédo é valida para a maioria das

aplicagdes préticas, onde a orientacdo dos 4tomos do meio ¢é aleatéria.
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f) As propriedades nucleares e a composi¢do material do meio é conhecida
e independente do tempo. Os efeitos de alargamento Doppler provocadas
pelas vibragdes do meio material, e outros efeitos que afetam as se¢des mi-
croscopicas de interagdo sdo desconsideradas. As mudancas na composicao
isotrépica do combustivel provocadas pelas intera¢des néutron-ntcleo tam-
bém sdo desprezadas. O acoplamento dos célculos neutrdnicos com a queima
do combustivel, fendmenos termo-hidraulicos e outros efeitos de retroalimen-
tacdo sdo incorporados por métodos especificos, principalmente baseados
em métodos iterativos, e estdo fora do escopo desta dissertacao.

g) Apenas o valor esperado ou valor médio da distribuicdo da densidade de néu-
trons é considerado. Os elementos do espago de fase (espago-energia-angulo)
sdo considerados suficientemente grandes de tal forma que flutuagdes estatis-
ticas no interior destes elementos sdo despreziveis. As flutuagdes estatisticas

ndo podem ser tratadas pela equagdo de Boltzmann.

Agora derivamos a equacdo exata para a densidade angular de néutrons em um
dominio, sistema ou meio material. Esta derivagdo é baseada no balanco dos diversos
mecanismos mediante os quais néutrons podem surgir ou desaparecer em um determi-
nado volume V' do dominio, (DUDERSTADT, 1976). Este volume est4 envolvido por
uma superficie S e sua representacdo aparece na Figura 6.

=}

ds

Figura 6 — Um volume arbitrdrio V' com &rea de superficie S.

Consideramos entdo os mecanismos que modificam o niimero de néutrons com

energia £/ e com dire¢do (2 no inferior do volume arbitrdrio V.

O ntimero de néutrons em V' com energias £ em dE deslocando-se na dire¢do Q
em d{ pode ser calculado pela integral
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{ / n(7,E,Q, t)dV} dEdQ), (20)
|4

amudanga temporal do niimero de néutrons no interior do volume V' pode ser calculado
pela seguinte equacdo de balanco

{ / in(?, E, @,t)dv} dEdQ = G(n) — P(n), (21)
v dt

onde consideramos que o volume V' é invariante no tempo, G(n) representa o ganho de

néutrons em V' e P(n) representa a perda de néutrons em V.

Neste ponto, identificamos os diversos fendmenos que provocam ganhos e
perdas de néutrons no interior do volume V/, e encontramos uma expressdo matematica

para um desses mecanismos em termos da densidade angular de néutrons.

e Mecanismos de ganhos (producdo de néutrons) no volume V:

— Qualquer fonte de néutrons em V' (inclui isétopos emissores de néutrons e as

fontes de fissao);
— A corrente de néutrons ao interior de V' através da superficie S;

— Neéutrons de diferentes energias e direcdo, £’ e (Y, que sofrem colisdes de
espalhamento em V/, tendo como energia e dire¢cdo emergentes os valores de

interesse, E e ().
e Mecanismos de perda de néutrons no volume V:

— Neéutrons que escapam do volume V' através da superficie S;

— Néutrons em V' que sofrem alguma colisdo. E evidente que as colises de
absorcao removem o néutron do volume V, adicionalmente, as colisdes de
espalhamento modificam a energia e direcdo de néutrons com valores de

interesse, I e (1, por esse motivo colisdes de espalhamento também sao

consideradas perdas de néutrons.

A seguir escrevemos as expressOes matemadticas para os mecanismos anteri-
ormente identificados. Por conveniéncia, escrevemos primeiramente os termos mais

simples até chegarmos aos mais complexos:

¢ No termo de fonte, a taxa de apari¢do de néutrons da fonte, ou o niimero esperado

de néutrons emitidos pela fonte em um diferencial unitario de volume, localizado
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em 7, com energias F e dire¢do () no instante de tempo ¢ aparece como
S(7,E,Q,t)dVAEdS, (22)

se integrarmos Eq. (22) em todo o volume V, obtemos o termo de fonte na forma
{ / S(7,E,Q, t)dV] dEdQ. (23)
v
e Nas perdas por colisdes em V, a taxa de interacéo ou taxa de colisdes no ponto 7

para néutrons com energia E e diregio (), é definida pela Eq. (2), se integrarmos

no volume V obtemos

[ /V ST, E)n(7 B, Q, t)dV] dEdQ (24)

e Ganho de néutrons espalhados para E em dE e Q em d) desde as energias £’
e direcdes (V. Para expressarmos este termo, fazemos uso da se¢do de choque
diferencial de espalhamento definida em (LEWIS; MILLER, 1984). Entdo, o nimero
de néutrons no volume V' espalhados da energia E’ e diregdo () para a energia e

direcdo de interesse E e Q, aparece na forma
[/ VES(E — B,Q — Q)n(7, B, t)dV] dEdSQ). (25)
v

A Eq. 25 considera apenas a contribui¢do da energia E’ e a direcdo (Y, para
considerarmos as contribui¢des de todas as energias todas as dire¢des, devemos
integrar em todo o intervalo de energias e de angulo s6lido, entao

{ / A% / Y / dEVS,(E' — E, ﬁ'%ﬁ)n(?,E',@',t)] dEdQ. (26)
1% 4 0

A Eq. (26) caracteriza o espalhamento de néutrons desde todas as energias e
direcdes para dEdS).

e A corrente de néutrons, ao interior do volume (ganho de néutrons), e ao exterior
do volume (perda de néutrons). O tratamento dos termos de ganho e perda de
néutrons sdo feitos em conjunto e consiste em calcular a corrente neta de néutrons
através da superficie S, para isto, nos reportamos ao conceito de densidade de
corrente angular Eq. (6), onde podemos determinar o namero de néutrons que
atravessam um diferencial de superficie dS por unidade de tempo na diregao Q
com energias I/ na forma

T (7, E,Q.1) - 7dS = Qon(T, E, 0, 1) - 7dS. (27)
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onde 7 é um vetor normal a superficie dS. Para considerarmos a contribui¢do da
corrente de néutrons em toda a superficie que contorna o volume V/, integramos a
Eq. (27) por toda a superficie e obtemos

/ ndS - Qun(7, E, Q). (28)
S

Aplicando o teorema de Gauss-Ostrogradski, uma integral de superficie pode ser
convertida em uma integral de volume, dessa forma, Eq. (28) pode ser reescrita

como
~ = ~ ~
Q- un(7,E,Q,t)dV | dBdS, (29)
14

_>
onde 1/ é o operador gradiente. A Eq. (29) representa a corrente neta de néutrons

que atravessam a fronteira do volume V' com energia I/ em dE e diregdo 2 em dQ.

Neste ponto, podemos combinar as expressdes matemadticas obtidas Egs. (23),
(24), (26) e (29), para cada um dos fendmenos, na equagdo de balango (21), onde obtemos

d ~ ~ ~ ~
[/ En(7>,E,Q,t)dV] dEdQ = U S(?,E,Q,t)dv} dEdQ
|4 \%4

- [/ Qv (T, E,Q,0)dV| dBEdO — V vzt(ﬁE)n(?,E,ﬁ,t)dv] dEdQ
1% Vv
+ { / av | doy / dEV'S,(E — E,Q — ﬁ)n(?,E’,ﬁ’,t)] dEdQ.  (30)
1% A7 0

Agrupando as integrais de volume e considerando que a Eq. (30) representa uma
equacdo de balan¢co em um volume arbitrdrio V, a integral nesse volume serd nula

apenas se o integrando for identicamente nulo, dessa forma, obtemos

L
dt
/ dﬁ’/ dEVS(E — BE.Q — Qn(7, B, Q1) + S(7, B,Q,1). (31)

4 0

(7, E,0,8) + Qv - on(T, B, 0, t) + oSy (7, En(7, E, O, t) =

Por conveniéncia substituimos a defini¢cdo de fluxo angular, Eq. (3), na Eq. (31) e obtemos

LEWT, B0 + Q- Fu(P B0 + BT BT B 1) =

/ dﬁ’/ dE'S (B — B,Q — Qu(7,E Q1)+ S(7,E,Q,t). (32)
47 0

A Eq. (32) é uma equacgdo de balanco integro-diferencial, conhecida como equa-

¢do de transporte de néutrons ou equacdo linearizada de Boltzmann, onde no lado
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esquerdo da equacdo aparecem a variagdo temporal do fluxo de néutrons e os termos
de perda de néutrons, ja no lado direito da equagdo aparecem os termos de fonte ou
de producdo de néutrons. Destacamos que Eq. (32) é uma equacao linear, tendo como
incoégnita o fluxo de néutrons 1, com sete varidveis independentes (7> = x,y,2 E;
Q) = 0, ;). Ademais, encontramos derivadas no tempo e no espaco nos dois primei-
ros termos do lado esquerdo, e encontramos integrais sobre o dngulo e a energia no
primeiro termo do lado direito, por esta razdo temos uma equacdo integro-diferencial.
Por estes motivos, ndo é possivel obter solu¢des analiticas da equagdo de transporte de
néutrons para a maioria dos problemas com valor pratico, apenas em geometria muito
simples em meios homogéneos. Para resolvermos a equagao de transporte (32) devemos
utilizar técnicas de aproximagdo que diminuam a complexidade do modelo matematico.
A presenca da derivada temporal na Eq. (32) impde a necessidade de uma condigao
inicial para resolver o problema, porém neste trabalho, consideramos apenas problemas
estaticos, ou seja, problemas independentes do tempo, dessa forma, consideramos a

equagdo de transporte de néutrons na seguinte forma

~ = ~ ~
Q- (7, B,Q) + (7, E)(7, B,Q) =

/ dﬁ// dE'S (B — B,.Q — Qu(7,E. Q)+ S(7,E,Q). (33)

47 0

O primeiro termo de Eq. (33) é conhecido como termo de corrente e representa o
deslocamento dos néutrons das regides de alta densidade de néutrons para as regides
com baixa densidade no interior do dominio. O segundo termo é conhecido como termo
de interacdo e representa a perda de néutrons provocadas por interacdes como o meio
(absor¢do ou espalhamento). O terceiro termo é conhecido como fonte de espalhamento
e representa os néutrons que sdo espalhados de todas as energias e dire¢des para a
energia I/ e direcdo Q) de interesse.O quarto e tltimo termo é conhecido como termo de
fonte, e representa a fonte de néutrons que pode ser uma fonte externa em meios nao-
multiplicativos (problemas de fonte fixa) ou as fontes de fissdo em meios multiplicativos
(problemas de autovalor).

A presencga de derivadas espaciais em Eq. (33) impde a necessidade de condi¢des
de contorno, que deverdo especificar a distribuicdo de fluxo angular que ingressa no

volume V' através da S, representada por

W7, E,Q) =vg(T,E,Q), Q-7 <0, 7 e s, (34)

onde em cada ponto da superficie S (7 € S) devemos conhecer o fluxo de néutrons
incidente (- i < 0) no volume V.
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Uma situagdo que aparece em diversos problemas é quando o fluxo incidente

através da superficie S é nulo, neste caso a condi¢do de contorno aparece na forma

W(7,E,Q) =0, O-n<0, 7 es, (35)

sendo conhecida como condi¢éo de contorno do tipo vacuo ou condi¢do de contorno do
tipo livre. Esta condi¢do de contorno é conhecida como condic¢do de contorno explicita

ou prescrita, onde o fluxo angular na superficie é explicitamente conhecido.

As condi¢des de contorno implicitas, onde o fluxo angular incidente ndo é
conhecido de forma explicita, sdo usadas frequentemente em calculos de transporte
para considerar condi¢des de simetria impostas pelo problema fisico ou propriedades
de reflexdo de uma interface. Essas condi¢des de contorno constituem relacdes entre
os fluxos incidentes e emergentes na superficie S. As condi¢des de contorno do tipo
Albedo sdo condig¢oes implicitas, onde o fluxo incidente no volume V' pelo contorno é
proporcional ao fluxo emergente do volume V/, a condi¢do de contorno do tipo Albedo

aparece na forma

W(7,E,Q) = a(E)(7,E,Q), Q-7 <0, 7 e s, (36)

onde a(E) & a constante de proporcionalidade de Albedo e Qéo angulo de reflexao
correspondente a dire¢do angular emergente (Y. Na condicao de contorno de Albedo
Qi=—n-Q

Um caso particular da condi¢do de contorno de Albedo ocorre quando «(E) =1,

neste caso temos

W7, E,Q) =¢(7,E,Q), Q-7 <0, 7 e s, (37)

esta condi¢do de contorno é chamada de condicdo de contorno reflexiva, onde todos
os néutrons emergentes através da superficie S sdo refletidas de volta ao interior do

volume V.

Para tornarmos a equagdo de transporte de néutrons mais fécil de ser resolvida
numericamente ou analiticamente, primeiramente, discretizamos a varidvel energética
utilizando a teoria multigrupo de energia. Na teoria multigrupo, o intervalo de energia
0, 00] € discretizado em G grupos, ou seja, o grupo arbitrdrio g, g = 1 : G, compreende
todos os néutrons com energias entre £, e E/,.;, ademais, consideramos que todos os
néutrons do grupo g migram com a energia média do grupo g. A equagdo de transporte

de néutrons estaciondria (33) integrada sobre GG grupos de energia aparece na forma
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Q- (7, 9) + 00, (7 )y (7,6) =
G
> / A0,y o (7,9 — Q)b (7,0) + S,(7.9), (38)
47

g'=1

onde mudamos o simbolo X para ¢ para representar as se¢des de choque macroscépicas
a fim de evitar interpretagdes equivocadas com o simbolo de somatério ) | que aparecem

frequentemente nos desenvolvimentos mateméticos destes problemas.

Uma discretizagdo com muitos grupos de energia reproduz o fendmeno de trans-
porte, entretanto, por motivos de eficiéncia computacional, o tratamento energético com
um namero elevado de grupos aparece apenas em aplicagdes especificas. Na maioria
das aplicagdes poucos grupos de energia sao utilizados, geralmente G = 1,2 ou 4. A
aproximagdo de um grupo de energia, conhecida também como aproximacdo monoe-
nergética ou aproximacdo de uma velocidade, é utilizada com frequéncia em diversos
problemas, nestes casos, assumimos que podemos caracterizar a populacdo de néutrons
com um Unica energia ou velocidade. Na aproximacdo de uma velocidade considera-se
que a energia do néutrons ndo é modificada nas colisdes de espalhamento. Neste tra-
balho consideramos a aproximagdo de uma velocidade na variavel energética, dessa
forma, a dependéncia energética pode ser desprezada, por este motivo reescrevemos
Eq. (38) como

Q- VU7, Q)+ 0(P)(7,Q) = / Ao (7.9 = Qu(7. Q)+ S(7.Q). (39
4

Neste momento, passamos a expandir o termo de fonte da equacdo de trans-
porte (39), (S (7, ﬁ)) As fontes de néutrons no volume de interesse, podem ser fon-
tes externas ou fonte de fissdo. As fontes externas podem aparecer em meios nao-
multiplicativos, ou seja, em meios onde ndo existem elementos fisseis. Por outro lado,
fontes de fissdo aparecem em meios multiplicativos, onde existem elementos fisseis.
Problemas em meios ndo-multiplicativos, aprecem principalmente em aplica¢des de
célculo de blindagem, e sdo conhecidos como problemas de fonte fixa ou de penetracgdo
profunda. Problemas em meios multiplicativos, estdo associados a cdlculos de criticali-
dade de reatores nucleares e sdo chamados problemas de autovalor. O termo de fonte
(S(7, ﬁ)) pode ser escrito como

S(?7§) - Sewt( 7§)+Sf(7>7§)7 (40)

onde Sm(?, Q) representa a fonte externa, o nimero de néutrons emitidos em um

diferencial unitério de volume localizado no ponto 77, migrando com direcdo {2 em
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dQ), com unidades n/(cm? - s). O termo S (7, Q) representa a fonte de fissdo, que em

aproximagao monoenergética aparece como

—

5,(7.9) = ) [ agvo7.0) (a1)
kerr  Jan

Nesta dissertacdo, trabalhamos apenas com problemas de autovalor, dessa forma,

consideramos em Eq. (39) apenas o termo de fonte de fissdo S f(?, ﬁ)

O termo de fonte de espalhamento da equagdo de transporte de néutrons monoe-
nergética (39) pode ser simplificado introduzindo, inicialmente, uma aproximacdo para
a secdo de choque diferencial de espalhamento em funcdo da expansdo da dependéncia
angular em polindmios de Legendre. Na maioria das aplicagdes préticas a expansdo em
polindmios de Legendre da dependéncia angular no termo de espalhamento é limitada a
um termo (fonte de espalhamento isotrépica), ou a dois termos (fonte de espalhamento
linearmente anisotrépica). Nesta dissertacdo trabalhamos apenas com fonte de espa-
lhamento isotrépica. A integral presente no termo de fonte de espalhamento em Eq.
(39) pode ser simplificada utilizando o teorema de adigdo de Legendre, que inclui os
conceitos de harmonicos esféricos. Maiores detalhes sobre a simplificacdo do termo de
fonte de espalhamento pode ser encontrados em (LEWIS; MILLER, 1984).

Este trabalho esta focado na resolucdo de problemas em geometria cartesiana,
por esse motivo expressamos o termo de corrente na equagao de transporte (39) em

coordenadas cartesianas na seguinte forma:

o(z,y, 2, 1,1, &)

G@b(ﬂs,y,z,u,n,ﬁ)Jr o(x,y, z, 1, m, &)
0z

o n 3y (42)

V(T ) = g

o)

+¢

~

onde ;1,7 e £, representam os cossenos diretores da dire¢do Q na forma: w= Q- e,
n = Q- ey e & = Q-e,, (LEWIS; MILLER, 1984). Estes cossenos diretores podem ser
expressos em fung¢do dos dngulos polar () e azimutal (¢) dos sistema de coordenadas
esféricas, vide Figura 1, na forma: 1 = cos(f),n = m-cos(go) el = m-sen(go).

Ap6s as simplificacdes e tratamentos dos termos de fonte, fonte de espalhamento
e corrente, a equagao estaciondria de transporte de néutrons monoenergética (39) em
geometria cartesiana unidimensional com fonte de espalhamento isotrépica, para o
dominio D, p representado na Figura 7, tal que D;p = {x € R|0 < z < L}, aparece na

forma

(o) + )i ) = (o) [ 0t + Syt 3)
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Dip

N

Figura 7 — Representacdo do dominio unidimensional.

com condig¢des de contorno:

e Prescritas:

- ¢(0>M) :f<:u)’ p > 0;
= (L, p) = g(n), < 0.

o Reflexivas:

- 1/}(07//“) = ¢(Oa _:u)’ u > 0;
- 1/]([’7“) :¢(L7_ﬂ)7 :u<0/

onde definimos

P(z) = % /_ 1w(x,u’)du’, (44)

como o fluxo escalar de néutrons. Por outro lado, em geometria cartesiana bidimensional
com fonte de espalhamento isotrépica, para o dominio retangular D, ilustrado na
Figura 8, tal que Dyp = {(z,y) € R?|0 < 2 < X;0 <y < Y}, a equagdo de transporte

de néutrons escreve-se na forma

0 0
M%¢($: Y, W, 77) + Ua_yl/}(l’, Y, H, 77) + O-t<:[;7 y)w(% Y, 4, 77) -

1 ! ! ! / ! /
Zas,o(w7y)/ / Y(x,y, (' 0 )dp'dn’ + Se(x,y, u,n), (45)
—1J-1

com condig¢des de contorno:

e Prescritas:

- (0,9, p,m) = f(y, 1, m), > 0;
- Y(X,y, 1) = g(y, 1, m), p<0;
- w(%oa/iﬂ?)zu(%/%n)a 77>O/
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v

Figura 8 — Representa¢do do dominio bidimensional.

- ¢($7Y7,ua77) = U('T7ILL7/’7)’ n < 0.

o Reflexivas:

(0,9, u,m) = ¥(0,y, —p,m), 1> 0;
- WXy, —p,m) = V(X y, u,n), 1 <0;
- ¥(z,0,p, 77) ¥(x,0, 1, —n), n>0;
= ¥z, Y, pn,—n) = (@, Y, p1,m), n<0.

onde definimos o fluxo escalar de néutrons como
1 1 1
=1 / / Y(x,y, 1, n)dp'dny'. (46)
—1J-1

Na proxima secdo, discutimos e apresentamos o métodos de ordenadas discretas Sy,
e aplicamos este método nas equacgdes de transporte de néutrons unidimensional e

bidimensional.

2.2 Formulacao de ordenadas discretas

O método de ordenadas discretas ou formulacdo Sy foi desenvolvido por (CARL-
SON; LATHROP, 1968) e (CHANDRASEKHAR, 1960). Este método é utilizado para
discretizar as varidveis angulares, sendo os néutrons permitidos de viajar somente
sobre um nuimero finito de dire¢des angulares. A ideia principal da formulagdo Sy é
a substituicdo do dominio continuo das varidveis angulares ( 1, ) por um conjunto de
valores discretos (i, 1), denominados ordenadas discretas, aproximando as integrais

angulares dos termos de fonte por férmulas de quadratura.
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Para ilustrarmos a utilizacdo do método de ordenadas discretas Sy, apresenta-
mos a seguir as equagdes de transporte de néutrons unidimensional e bidimensional

com suas varidveis angulares discretizadas.

221 Equagdes Sy geometria unidimensional

Para obtermos as equagdes Sy para o problema unidimensional, considere inici-
almente a equacdo estaciondria de transporte de néutrons monoenergética em geometria
cartesiana unidimensional com fonte de espalhamento isotrépica, Eq. (43), e suas res-

pectivas condi¢des de contorno.

A ideia basica por trds do método Sy é selecionar um conjunto finito de dire¢des
ou ordenadas discretas {/,,,} € um correspondente conjunto de pesos {w,,}, m = 1..N,

tais que o fluxo escalar de néutrons representado pela Eq. (44) pode ser aproximado por

o(x) ~ % Z () wn, - (47)

Em geral, a quadratura utilizada na aproximacao da integral em Eq. (44) é a quadratura
de Gauss-Legendre, onde o conjunto de ordenadas discretas {u,,} sdo os zeros do polino-

mio de Legendre de grau N, e o conjunto de pesos da quadratura {w,,} sdo determinados
de forma a atender uma condi¢do de normalizagdo que envolve as integrais dos po-
lindmios de Legendre de graus 0..N — 1, esta condigdo produz um sistema de equagdes
lineares e algébricas, que tem como solugdo os pesos da quadratura. Os polindmios de
Legrendre apresentam a importante caracteristica de serem simétricos em relagdo ao eixo
das ordenadas do plano cartesiano. A condi¢do de simetria sobre os valores de {/,,},
m = 1..N considera que os fluxos angulares de néutrons dos lados direito e esquerdo
do eixo x em relagdo ao eixo y tenham o mesmo grau de importancia, vide Figura 9, isto

€, 0 mesmo peso wy,.

A escolha particular dos conjuntos {y,,} e {w,,}, m = 1..N determina a precisdo
que terd a aproximagdo da integral em Eq. (44) pela quadratura de Gauss-Legendre.
A Tabela 1 mostra os valores das ordenadas discretas e seus respectivos pesos para
N=24es8.

A equagcdo estaciondria de transporte de néutrons monoenergética em geometria
cartesiana unidimensional com fonte de espalhamento isotrépica para problemas de
autovalor (43) e suas respectivas condi¢des de contorno, aparecem na formulagdo de

ordenadas discretas como

d 1 N
Nmawm(x) + Ut(m)wm(x) 5050(55) Z wn<x)wn
| Lyos(@) iw (2)w m=1:N (48)
2 k‘eff n ns - . .
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/ PN

Hy 1,
JUN )ul
>
n, >0, m=1:N/2 *

\_ 4, <0,

mzN/2+1:Jy

Figura 9 — Simetria das ordenadas discretas da quadratura Gauss-Legendre para o pro-
blema unidimensional.

Tabela 1 - Valores das ordenadas discretas e seus respectivos pesos da quadratura de
Gauss-Legendre para S, Sy e Ss

So 1 0.5773502691 1.0000000000
Sa 1 0.8611363115 0.3399810435
2 0.3478548451 0.6521451549
Sg 1 0.9602898564 0.5255324099
2 0.1012285363 0.3137066459
3 0.7966664774 0.1834346424
4 0.2223810344 0.3626837834
com condi¢des de contorno:
e Prescritas:
- ¢m(0) = fmu Hm > 0;
- ¢m<L) = Gm; o < 0.
o Reflexivas:
- ¢m<0) = wm/«)), Hm = — HUm/, M, > 0/
- 1/Jm(L) = wm’(L)a Mm = —Um/, i, < 0.

2.2.2 Equacgdes Sy geometria bidimensional

As equag0es Sy obtidas a partir da aplicagdo do método de ordenadas discretas

sobre a equacdo estaciondria de transporte de néutrons monoenergética em geometria



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 28

cartesiana bidimensional com fonte de espalhamento isotrépica para problemas de

autovalor (45) e suas respectivas condi¢des de contorno, aparecem na forma

0 0
b g ¥ (@:9) + g i, 9) 0,y 9) =

M
1 1 VUf x,y)
3700 ) 2 Unle g+ =0 Z@b z,y)w (49)
com condig¢des de contorno:
e Prescritas:
= Ym(0,y) = fin(y), fim > 0;
= V(X Y) = 9 (), fim < 0;
— Y (2,0) = up (), Nm > 0;
- Yn(2,Y) = vn(2), N < 0.
o Reflexivas:
- 7wbm< 73/) wm’(ovy)a Hm = —Hm!, Mo, > O;
- 7w/}m< 7y) 2ﬂm’()(a y)> Mm = —HUm/, < 0;
- ¢m<l‘,0) = wm’(ajao)v N = =N Nm > 0;
- ¢m(x7 ) = wm'(%y), Nm = — N, N, < 0.

Na Eq. (49), w, é o peso da quadratura angular na dire¢do n; m representa uma diregdo
ou ordenada discreta, m = 1..M; a quantidade de ordenadas discretas M para uma
quadratura angular de ordem N segundo (LEWIS; MILLER, 1984) calcula-se como
M = N(N + 2)/2. Portanto, utilizando o método de ordenadas discretas, convertemos
a Eq. (45) em um sistema de M equacgdes diferenciais parciais de primeira ordem (49)
acopladas pelo termo de espalhamento. O fluxo escalar de néutrons (46) é aproximado
por

LM
~ Z (T, y)wy. (50)
n=1

A quadratura utilizada na aproximacdo da integral em Eq. (46) é a quadratura de
simetria de niveis (Level Symmetric Quadrature), (LEWIS; MILLER, 1984), onde definimos
{ttm> m} € {wm}, m = 1..M como o conjunto de ordenadas discretas e o conjunto de pesos
da quadratura, respectivamente, enfatizamos que a dire¢do m e o par ordenado (i, 7m)
representa uma direcdo discreta. Detalhes sobre a quadratura de simetria de niveis
podem ser encontrados em (LEWIS; MILLER, 1984). A Tabela 2 mostra os valores dos

parametros da quadratura para N = 2,4 e 8.
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Tabela 2 — Valores das ordenadas discretas e seus respectivos pesos da quadratura de
simetria de niveis para Sy, Sy e Ss

Sy 1 0.5773502 1.0000000 4
Sy 1 0.3500212 0.3333333 12
2 0.8688903 0.3333333
Sg 1 0.2182179 0.1209877 40
2 0.5773503 0.0907407
3 0.7867958 0.0907407
4 0.9511897 0.1209877

A representacdo das dire¢des angulares para N = 2 e 4 sdo mostrada nas Figuras
10 e 11, respectivamente.

Uma vez obtidas as formulag¢des Sy para os problemas unidimensional e bidi-
mensional, com suas respectivas condi¢des de contorno, através do método de ordena-
das discretas Sy, a solugdo das equagdes de transporte de néutrons (43) e (45) junto as
respectivas condi¢des de contorno se resume a resolugdo de um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias, problema unidimensional, e parciais, problema bidimensional.
Os sistemas de equagdes representados por (48) e (49) sdo resolvidos numericamente
utilizando métodos de discretizagdo espacial, que consistem em discretizar as varidveis
espaciais. No préximo capitulo discutimos alguns métodos de discretizagdo espacial
convencionais utilizados na resolucdo das equacdesSy dos problema unidimensionais
e bidimensionais. No capitulo 4 apresentamos o método de discretizacdo espacial de

grades compostas proposto nesta dissertagao.
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29 Quadrante
Hm < 0,7 =0
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12 Quadrante
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49 Quadrante
Ho =0, < 0

29 Quadrante
U <0, =0
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(b.b)

{-b,-a)
39 Quadrante
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-1

3b.a)

49 Quadrante
Mo = 0,7, < 0

Figura 10 — Representacdo das dire¢des angulares da quadratura de simetria de niveis
Sy para o problema bidimensional.

Figura 11 — Representacdo das dire¢des angulares da quadratura de simetria de niveis
Sy para o problema bidimensional.



31

3 Métodos Numéricos

No presente capitulo, apresentamos de forma sucinta os métodos numéricos con-
vencionais de discretizagdo espacial utilizados neste trabalho para resolver problemas
unidimensionais e bidimensionais de transporte de néutrons modelados pela equagao
de transporte (48) e (49), bem como, apresentamos os esquemas numeéricos iterativos

para solucionar as equagdes constitutivas dos métodos de discretiza¢do espacial.

A aplicacdo generalizada de métodos analiticos para resolver problemas mo-
delados por equagdes diferenciais com diferentes geometrias e condi¢des de contorno
em meios heterogéneos, torna complexa ou até mesmo impossivel a obten¢do de uma
solucdo exata do problema, dessa forma, utilizamos métodos numéricos de discretiza-
¢do espacial, a fim de mitigar a complexidade na solugdo de problemas de equacdes
diferenciais. O processo de discretizacdo das varidveis espaciais consiste em transformar
o dominio continuo de um problema em um conjunto de valores discretos, onde as
incégnitas a serem obtidas sdo aproximadas por fun¢des que definem o método de
discretizagdo espacial utilizado. Na sec¢do 3.1 detalhamos o processo de obtencado das
equagdes de balango espacial e discutimos o método de discretizacdo espacial espectro
nodal SD (Spectral Diamond) para resolver problemas unidimensionais de transporte de
néutrons, que é um dos pontos de partida do método de grades compostas proposto
nesta dissertacdo. Na se¢do 3.2 deste capitulo, mostramos o procedimento para obtermos
as equagdes de balango espacial e apresentamos os métodos de discretizagdo espacial
DD (Diamond Difference) e SD-SGF-CN (Spectral Diamond - Spectral Green’s Function -
Constant Nodal) para resolver problemas bidimensionais de transporte de néutrons, os
quais utilizamos em nosso trabalho no intuito de produzir resultados para validagao
do método proposto. Por tiltimo na segdo 3.3, oferecemos uma breve discussao dos
esquemas iterativos de solu¢do numérica das equagdes que compdem os métodos de

discretizacdo espacial.

3.1 Problema unidimensional

A primeira etapa do processo de discretizagdo das varidveis espaciais consiste em
obter as equagdes de balango espacial de ordem /. Para isto, inicialmente, consideramos
um dominio unidimensional de comprimento L, onde definimos uma malha espacial
uniforme /" composta por I células espaciais I; com propriedades fisicas consideradas
constantes no interior de cada célula espacial, cujo comprimento h; equivale a diferenga
entre os pontos ;12 € x;,_1 /2 do dominio, conforme ilustra a Figura 12.

A formulagdo de ordenadas discretas Sy da equacdo de transporte de néutrons
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Figura 12 — Dominio discretizado do problema unidimensional.

unidimensional, Eq.(48), aparece em cada célula espacial I; como

N N
d 950, voy,
,um%wm@j) +Utiwm(x) = T;wn<x)wn+ %;d%(zb.)wm (51)
com condig¢des de contorno:
e Prescritas:
—me/Q:fm, mzliN/Q;
= Y172 = Im; m=(N/2)+1:N.
e Reflexivas:
- 7#m,l/Z = ¢m’,1/27 MUm = —MHm!, m=1: N/Q,
= Ym, 1172 = Y 14172, Pom = —Hm/, m=(N/2)+1:N,

onde, S [xi,1/2,$i+1/2} comi=1:Tem=1:N.

Neste momento, para obtermos as equagdes Sy de balanco espacial de ordem [,
aplicamos o operador integral,

241 [T 2z —a
- / P, [M} o dx, (52)
hi Ti—1/2 h’
nas equagdes Sy (51), onde z; = % representa o ponto médio no interior das

células espacias I; e P, representa o polindmio de Legendre de grau [.

Os métodos numéricos de discretizagdo espacial utilizados neste trabalho envol-
vem apenas momentos espacias de ordem zero, dessa forma, obtemos apenas equagdes
Sy de balango espacial de ordem zero, onde utilizamos no operador integral (52) o
polindmio de Legendre de grau zero, i. e., [ = 0. As equagdes Sy de balango espacial de

ordem zero aparecem na forma,
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Ymit1/2 = Ymii-1/2

+ Ym,i = Ssc; + SE, (53)
am,i
onde definimos: 9, ;+1/2 como os fluxos angulares de néutrons que se deslocam nas

dire¢des angulares discretas /i, definidos nas arestas da célula espacial I7;

s = 1170 (54)
[im

como uma constante utilizada para simplificar a equagdo (53), que envolve a secido
de choque macroscopica total e o comprimento da célula espacial I;, e os valores das

dire¢des angulares i, da quadratura de Gauss-Legendre;

1 Tiy1/2

Ti—1/2

como o fluxo angular médio na célula espacial I7;

N
050,
Ssc, = - n,1%n 56
SC; 20, nglw W (56)

como o termo de fonte de espalhamento; e

N
Vo ¢,
S, = L Z (T (57)

como o termo de fonte de fissdo.

Para cada célula espacial I;, as N equagdes (53) constituem o sistema de equagdes
Sy de balango espacial de ordem zero com 2N incégnitas, que correspondem aos N
fluxos angulares 1, ; mediados na célula espacial I; adicionados aos NV fluxos angulares
emergentes v, ;11,2 definidos nos pontos de contorno ;1 /, da célula I’; para p,, = 0,
respectivamente, uma vez que os fluxos incidentes advém das condigdes de contorno
ou das condigdes de interface das células espaciais adjacentes a célula I, conforme

mostra a Figura 13.

Portanto, as equagdes Sy de balanco espacial de ordem zero fornecem um
sistema de equacgdes lineares e algébricas, soltivel e indeterminado, dessa forma, para

garantirmos solucdo tnica para este sistema, devemos introduzir NV equagdes auxiliares
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M <0 Hi =0
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Figura 13 — Representacdo da distribui¢do de incégnitas em uma célula arbitraria [;
unidimensional.

que envolvem grandezas médias na célula espacial e grandezas localizadas nas arestas
da célula I;.

Dando continuidade ao processo de construgdo do sistema de equagdes discreti-
zadas, devemos introduzir equagdes auxiliares adicionais as equagdes Sy de balanco
espacial de ordem zero. Existem diversos métodos numéricos de solugdo que introdu-
zem fungdes auxiliares para solucionar as equagdes Sy de balango espacial de ordem
zero (53), dentre os quais podemos destacar: o método de malha fina DD, apresentado a
comunidade cientifica por (CARLSON; LATHROP, 1968), que aproxima as grandezas
médias na célula espacial por fungdes constantes; o0 método de malha média LD (Linear
Discontinuous), descrito por (REED, 1973) e (COURTOT, 1981), que aproxima as gran-
dezas médias na célula espacial por fung¢des lineares; e os métodos de malha grossa,
métodos nodais, que aproximam as grandezas médias na célula espacial por fung¢des
de ponderacdo que envolvem os fluxos incidentes e emergentes da célula espacial I7,
estas func¢des apresentam parametros que preservam a solucdo analitica do problema
unidimensional. Os métodos nodais podem ser divididos em duas classes: os métodos
nodais polinomiais, tais como CN ( Constant Nodal) e LN (Linear Nodal) desenvolvidos
por (WALTERS; O'DELL, 1980), (BADRUZZAMAN, 1990) e (WALTERS, 1986), respecti-
vamente, introduzem uma expansao polinomial de baixa ordem para o termo de fonte
de espalhamento; ja os métodos espectro-nodais, tais como o SGF, para problemas de
fonte fixa, e SD, para problemas de autovalor, desenvolvidos por (BARROS; LARSEN,
1991) e (ABREU, 1996) respectivamente, tratam os termos de fonte de espalhamento de

forma analitica.

A seguir, discutimos o método SD para resolver as equagdes Sy de balanco
espacial de ordem zero (53) utilizado como base do método de grades compostas
proposto neste trabalho para resolver os problemas unidimensionais acoplados pelos

termos de fuga transversal.
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3.1.1 Meétodo Spectral Diamond

O método espectro nodal SD foi desenvolvido por (ABREU, 1996) no intuito de
obter uma solugdo numérica dominante para problemas unidimensionais de autovalor
multiplicativo na formulacdo de ordenadas discreta Sy a um grupo de energia. O desen-
volvimento deste método utilizou como base alguns aspectos relevantes das equagdes
auxiliares do método espectro-nodal SGF para problemas estacionarios unidimensionais
de fonte fixa. Adicionalmente a proposta do método SGF, que aproxima as grandezas
médias na célula espacial por uma ponderagdo dos fluxos incidentes na célula espacial
I'; através de parametros espectrais que preservam as relagdes obtidas da solugao geral
local do problema Sy unidimensional, o método SD adota também a ponderagdo dos
fluxos emergentes definidos nos pontos de contorno z;+,/» da célula espacial I’; para

expressar a contribuicdo da fonte de fissdo nesta célula, conforme ilustra a Figura 14.

le-'n_i—l,.'z !IrJn_J'+|.|"2
n=1:N n=1:N
ilI:JJJE
i LT
T =T
L 1 1 |
| 1 ree - I |
X2 X3z Xi-1/2 Xiz1/2 Xi-1/2 Xi+1/2
Iy I I

Figura 14 — Representacdo do fluxo angular médio em uma célula arbitraria /; unidi-
mensional para o método SD.

As equagdes auxiliares, que descrevem a proposta do método SD, aparecem na

forma genérica

N
Ymi = Z Omn (¢n,i71/2 + ¢n,i+1/2) ) (58)
n=1

onde, v, ; denota o fluxo angular mediado em uma célula espacial arbitraria I, 1;11 /2
expressam os fluxos angulares localizados nos pontos de contorno z;1,/, da célula
espacial [; e ©,,, sdo os pesos que ponderam a contribui¢do dos fluxos angulares
incidentes e emergentes. Através dos pesos O,,,,, denominados também parametros
espectrais, preservamos a solugdo analitica geral local, a qual é obtida aplicando o
método de “separagdo de varidveis” na Eq. (51), andlogo ao utilizado por (CASE;
ZWEIFEL, 1967). Este procedimento é conhecido como anaélise espectral das equagdes
SN.
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As solugdes analiticas gerais das equagdes Sy de balanco espacial de ordem zero
(563) aparecem como

otT

Zﬁkam (ke ,m=1: N, (59)

onde 3, € R,k =1: N sdo constantes arbitrdrias, a,,(?;) sdo componentes do autovetor

associado ao autovalor ;.

Para obtermos expressdes que calculam os parametros espectrais ©,,,,, de forma
a preservarem incondicionalmente a solugdo analitica geral das equagdes Sy de balango
espacial de ordem zero (53) no interior das células espaciais I, utilizamos a solugdo
analitica geral (59) para calcular as grandezas v, ;, ¥, i+1/2 da célula espacial arbitraria
I'; e substituimos as expressdes resultantes na equacao auxiliar (58), onde obtemos a

expressao

IC/IL/ . {h"t} Z@mnan (¥) m=1:N. (60)
hiU ti 2191@
para o calculo dos parametros espectrais O,, ,,. Em problemas de autovalor, a depender
dos valores das se¢des de choque do dominio e da estimativa do coeficiente efetivo de
multiplicacdo, os autovalores v, obtidos a partir da andlise espectral podem assumir
valores reais ou imagindrios puros, i. e, ¥, = £i~;. Dessa forma, a expressdo (60) deve ser
utilizada para calcular apenas os parametros espectrais associados aos autovalores v,
reais. As expressoes para calcular os parametros espectrais associados aos autovalores
imagindrios puro pode ser obtida apds uma anélise complexa da expressao (60) e a
identificacdo das partes real e imagindria resultantes dessa andlise. Apds esta anélise
complexa, as expressdes que permitem obter os pardmetros espectrais associados aos

autovalores imagindrios puro v, assumem a seguinte forma

N
tan L = Omn———s m=1:N. 61
hioe, (12, +7) { 2 ] ; (g 47 1
Yk h; i0t;
hioy, (12, + %3) { 279 ] Z (u2 + ’Vk) (©2)

n=1

As expressodes (60) ou (61) e (62) formam N sistemas lineares com /N equagdes que

nos permite obter os valores dos N? parametros espectrais ©,, ,. Devido a quadratura
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de Gauss-Legendre utilizada na discretiza¢do das varidveis angulares da equacdo de
transporte de néutrons (43) para problemas unidimensionais, os valores dos parametros
espectrais O,, ,, formam uma matriz com dimensdes N x NN considerada simétrica por

blocos 2 x 2. A Figura 15 ilustra a simetria desta matriz.

Figura 15 — Representacdo das matrizes simétricas por blocos 2 x 2 dos parametros
espectrais O,,, ,,.

Uma vez que as equagdes auxiliares (58) constituem uma extensdo das equagdes
auxiliares tradicionais, as quais sdo adequadas ao emprego do esquema numérico ite-
rativo SI (Source Iteration) discutido na segdo 3.3, (ABREU, 1996) propds um esquema
numérico iterativo similar ao tradicional esquema iterativo SI. Essa similaridade é
limitada pelo acoplamento angular expresso nas equagdes auxiliares (58) e se refere
exclusivamente ao tratamento explicito e a invariancia na iteragdo corrente das fontes
angulares de espalhamento mediadas nas correspondentes células espaciais. Pela si-
milaridade do esquema iterativo proposto por (ABREU, 1996) ao esquema iterativo SI,
adotou-se a denominacdo esquema iterativo SI modificado, o qual é detalhado na segéo
4.5 do capitulo 4.

As equacgdes de varredura do esquema numérico iterativo SI modificado para
solucionar as equagdes constitutivas do método SD podem ser obtidas substituindo
Eq. (58) na Eq. (53) e explicitando o fluxo emergente na diregdo m, os resultados desta

substitui¢do aparecem na forma:

e Para /i,,, > 0, explicitamos os fluxos angulares em Eq. (53) que emergem da célula

espacial arbitrédria I; através da aresta no ponto z;;1/5, conforme Figura 14, e
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obtemos

1—a,,;0 Qi
. — m,t m,m i m, S _l_
Yimiv1/2 (—1 n am,i@mmz) Ymio1/2 + TF am O [Ssc,

N
Sk, — Z Om.n (77Z)n,i—1/2 + wn7i+1/2) ; (63)

n=1|n#m

e Para 1, < 0, explicitamos os fluxos angulares em Eq. (53) que emergem da célula

espacial arbitrdria I; através da aresta no ponto z;_;/5, conforme Figura 14, e

obtemos
14 O z@m m A g
mi-1/2 = | = | Ym - [Sqc.
77D e (1 - am,i@m,m) ¢ e 1- am,i®m,m [ SCZ_I—
N
Sk, — Z Omn (¢n,i71/2 + ¢n,i+1/2) . (64)

n=1|n#m

A Figura 16 mostra os principais passos do algoritmo computacional do método
SD, o qual combina o método iterativo de poténcia (BURDEN; FAIRES, 2010), para obter
uma estimativa para o autovalor dominante £.;; da formulacdo de ordenadas discretas
Sy do problema unidimensional, ao esquema numérico iterativo SI modificado que
resolve iterativamente os sistemas de equacgdes lineares e algébricas formado pelas

equagdes constitutivas do método SD para o problema Sy unidimensional.

3.2 Problema bidimensional

Para obtermos as equagdes Sy de balanco espacial para o problema bidimen-
sional através do processo de discretizagdo das varidveis espaciais, primeiramente
consideramos um dominio de calculo bidimensional retangular emR? com dimensdes
(X,Y), discretizado em I x J células retangulares I; ; de comprimento i ; e altura h{;,
onde as propriedades fisicas sdo constantes. A Figura 17 ilustra este dominio.

As equagoes Sy da formulacdo de ordenadas discretas da equacdo de transporte
de néutrons para problemas bidimensionais, Eq. (49), aparece em cada célula espacial

arbitraria I ; como

0 0
Mm%¢m($a y) + nma_ydjm(w) y) + O‘ti7‘j¢m($’ y) —

M
253 N (g (65)

M
050, ; 14
. ;wn(%y)wn T 2

com condi¢des de contorno:
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Entrada de dados

Inidializacio

Determinar especiro (autovalores e autovetores) e parametros espedirais

Varredura para obter os flunos angulares emergentes

Calaular o coefidente efetivo de multiplicacao

Convergénda do coeficiente
efetivo de multiplicagédo

Figura 16 — Algoritmo computacional do método SD.

e Prescrita:
_wm,1/2,j:fm,j7 jzlJ, mle/4,m:(3M/4)+1M,

- Umii1/25 = Gmy, J=1:J, m=(M/4)+1: M/2;m = (M/2)+1:3M/4;

= Vmitje = Umi, t=1:1, m=1:M/2;

= Ui g+1j2 = Ums, t=1:1, m=(M/2)+1:M.

e Reflexiva:

- 7vbm,l/2,j = wm’,l/Q,ja ] =1: ']7 Mm = —Hm, T = 1: M/47m = <3M/4) +1:
M;

= Vmir1/2 = Cmrrs1j2gs 3 =10J, fm = —p, m= (M/4)+1: M/2;m =
(M/2)+1:3M/4;

= Ymire = Ymine, t=1:1, Ny =—Np, m=1: M/2;
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Y, hilj
_—
Yysaj2 T i
¥
| i i.f | [ hi

Yi=1/2

}.:;.u ....,.........,.... ...'.........

Y12 . i . . - : >y
0 Xi/2 Xapz = = " X=yz Xiejz vt Xj=yz Xz

Figura 17 — Dominio bidimensional retangular discretizado.

= Umigt12 = Umiigije, =111, Ny = =0, m=(M/2)+1:M,

onde, (z,y) e R2comi=1:1,5=1:Jem=1: M.

As equagoes discretizadas de balango espacial sdo obtidas aplicando o operador

(204 1)(2r +1) /yf“/z / e [M] P, [M} o dudy (66)

z LY T Y
h 7]h1‘7 Yj—1/2 Ti—1/2 hl,] hl).]
T;_q1/2+x; 2 1 . .
em cada termo da Eq. (65), onde x; = ===~ representa o ponto médio no interior
oty s 1 . .
da célula espacial [} ; no eixo z, y; = “2=/24*/2 representa o ponto médio no interior

da célula espacial Fi, ; no eixo y, P e P, representam os polinomios de Legendre de grau

l e r, respectivamente.

Como mencionado anteriormente na se¢do 3.1 deste capitulo, os métodos numé-
ricos de discretizacdo espacial utilizados neste trabalho envolvem apenas os momentos
espaciais de ordem zero, dessa forma, fazemos | = r = 0 na Eq. (66), e obtemos as se-
guintes equacdes Sy de balango espacial de ordem zero para o problema bidimensional

¢m,i+1/2,j - 77Dm,i71/2,j + wm,i,j+1/2y_ wm,i,j71/2 + Emﬂ',j _ SSCZ‘J + SFM,m —1- M, (67)

xT
¥ j X i g
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onde definimos: @Zmiﬂ /2,; como os fluxos angulares de néutrons que se deslocam nas
dire¢des angulares discretas (i, 7m) definidos nas arestas da direcdo espacialz, ;1 ,

e mediados em y;; szz j+1/2 como os fluxos angulares de néutrons que se deslocam nas
direcdes angulares discretas /i, ) definidos nas arestas da direcdo espacialy, y;11/2,

e mediados em z;;

hi .oy,
e
hY .o
O‘?n,i,j = —177]7 twa (69)

como constantes utilizadas para simplificar a equacao (67), que envolvem as dimensdes
da célula espacial I} ;, a secdo de choque macroscépica total desta célula e os valores das
componentes que formam os pares ordenados para representar as dire¢des angulares
da quadratura de simetria de niveis p,, e 7,,, respectivamente;

_ Yji+1/2 7,+1/2
wm,i,j - / / l’ y)dl'dy, (70)
7] Yj

i—1/2 Ti—1/2

como o fluxo angular médio em [ j;

M
040, ; —
Ssci, = LN " i, (71)

como o termo de fonte de espalhamento; e

voy,
Sp = — 72
Fi; — 4keff0t nz: ¢n,z,y ( )

como o termo de fonte de fissdo.

Em cada célula espacial I} ;, as equagdes Sy de balanco espacial de ordem zero
(67) fornecem um sistema de M ‘equacdes lineares e algébricas com 30/ incégnitas:
os fluxos angulares emergentes wm i+1/2,) € wm i,j+1/2 mediados nas arestas da célula
I'; j nas dire¢des de varredura, e os fluxos angulares mediados na célula espacial I j,
conforme mostra a Figura 18, lembrando que os fluxos incidentes advém das condicdes

de contorno ou das condigdes de interface das células espaciais adjacentes a célula [ ;.
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hi;
—

N =0
i 1Pm,f,j+1,fz
Vir1)2 .!.,L.xl.l
B <0 § Ll =0
. ® m

Ymi-1/2; 1 Vm,ij ?‘Pm,nl,rz,j ij

P :
P Wmijo1)2
N = 0

Xi-1/2 Xi+1/2

Figura 18 — Representacdo da distribuigdo de incégnitas em uma célula arbitraria I ;
bidimensional.

O sistema composto por M equagdes lineares e algébricas com 3 incégnitas fornecido
pelas equacgdes Sy de balango espacial de ordem zero (67) é possivel porém indetermi-
nado, dessa forma, devem ser incluidas 2/ equagdes auxiliares para garantir a solugdo
tnica deste sistema. Esta equagdes auxiliares aproximam os fluxos angulares media-
dos na célula espacial I ; em funcdo de fluxos angulares incidentes ou emergentes
mediados nas arestas desta célula.

Para inserirmos as equagdes auxiliares nos sistemas formados pelas equagdes Sy
de balanco espacial de ordem zero (67), recorremos aos diversos métodos numéricos de
discretizagdo espacial que possuem fung¢des de aproximacdo de grandezas médias que
definem suas caracteristicas. Dentre estes métodos temos: os métodos de malha fina
como o DD (LEWIS; MILLER, 1984); os métodos de malha média, como os métodos de
elementos finitos LD (REED, 1973) e (COURTOT, 1981); os métodos nodais de malha
grossa, que utilizam o procedimento de integracdo transversal, e podem ser divididos
em métodos nodais polinomiais e espectro nodais: os métodos nodais polinomiais
aproximam os termos de fonte e de fugas transversal por polindmios de baixa ordem
como os métodos CCN (Constant Constant Nodal) (WALTERS; O’'DELL, 1980) e LN
(BADRUZZAMAN, 1990); os métodos espectro nodais aproximam o termo de fuga
transversal e tratam o termo de fonte analiticamente, por exemplo SGF-CN (BARROS;
LARSEN, 1992), SD-SGF-CN (FILHO, 1999) e SGF-LN (DOMINGUEZ; BARROS, 2007).

Na seguinte subse¢do, apresentamos o método de discretizacdo espacial DD, que
utilizamos em nosso trabalho a fim de avaliar a precisdo e o desempenho computacional

do método de grades compostas proposto nesta dissertagao.
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3.2.1 Meétodo Diamond Difference

Nesta subse¢do discutimos o método de malha fina convencional Diamond Dif-
ference apresentado a comunidade cientifica por (CARLSON; LATHROP, 1968). Este
método é frequentemente denominado método de diferencas finitas, sendo um dos
primeiros e mais simples métodos de discretizacdo espacial desenvolvidos com o obje-
tivo de resolver numericamente as equagdesSy. O DD é classificado como um método
de malha fina devido a aproximar as grandezas médias das células espaciais por uma
constante, no caso do DD, as equagdes auxiliares aproximam os fluxos angulares médios
no interior da célula espacial pela média aritmética dos valores dos fluxos angulares
mediados nas arestas da célula nos eixos z e y, conforme mostram as Figuras 19 e 20,
respectivamente. De forma geral, os métodos de malha fina apresentam dificuldades
em resolver problemas com fortes gradientes no fluxo angular de néutrons se as células
da malha utilizada ndo forem suficientemente pequenas.

X
hz,

- i = - y
Ipm,z'—uz,j! "bm,a:,;' .,'qb'mJHleJ hz}j

}}j—lllfz .........”r..n....:'-...."..".""..":.............”."--

Xi—1/2 Xit1/2

Figura 19 — Representac¢do do fluxo angular médio em uma célula arbitréria I; ; bidi-
mensional no eixo = para o método DD.

As equagoes auxiliares do DD aparecem na forma:

e Considerando o eixo x, temos

—  Umic12 + Umivry2y

1/}m7i7j - 2 ) (73)
e Considerando o eixo y, temos

- 2Zm,i,el 2+ sz 1/2

¢m7i7]‘ — J / J+ / ) (74)

2

Na Eq. (73) os M fluxos angulares médios sdo calculados em func¢do da média dos

valores dos fluxos angulares na mesma diregdo angular m definidos nos pontos ;412
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X
hi;
—
f Ymijeay2 |
}}J+1||r2 .---é. --------- x ..‘....‘-.::---.
T ¥
tlb'."ﬂ.,i;_;' hz_;
L e R
mij—1/2
Xi—1/2 Xiv1z

Figura 20 — Representac¢do do fluxo angular médio em uma célula arbitraria /; ; bidi-
mensional no eixo y para o método DD.

da célula [;; e mediados em y;, ja na Eq. (74) os M fluxos angulares médios sdo
calculados em fun¢do da média dos valores dos fluxos angulares na mesma diregdo

angular m definidos nos pontos y;+1/, da célula I’} ; e mediados em ;.

Em virtude do desacoplamento angular nas equagdes auxiliares (73) e (74) do
método DD, isto €, o fluxo médio na dire¢cdo m depende apenas dos fluxos incidentes e
emergentes na propria diregdo, o esquema numérico iterativo de varredura SI tradicional
pode ser utilizado para solucionar as equagdes constitutivas do método DD. Maiores

detalhes do esquema de varredura SI tradicional sdo apresentados na secdo 3.3.

As equagdes de varredura do esquema iterativo SI tradicional para o método
DD, podem ser obtidas explicitando:

. zzmﬂurl /2,; na Eq. (73) quando p,, > 0, para estimarmos os fluxos angulares que
emergem da célula espacial I;; através da aresta localizada no ponto z; /2, con-
forme Figura 19, resultando em

¢m,i+1/2,j = Z_bmw - ¢m,z‘—1/2,j; (75)

o {Dvm,i,l /2,; na Eq. (73) quando p,, < 0, para estimarmos os fluxos angulares que
emergem da célula espacial [; ; através da aresta localizada no ponto z;_; /5, con-
forme Figura 19, obtendo

¢m,i—1/2,j = ﬂm,i,j - ¢m,i+1/2,j; (76)
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° ?Zm,z‘,jH/Q na Eq. (74) quando 7,, > 0, para estimarmos os fluxos angulares que
emergem da célula espacial I;; através da aresta localizada no ponto /2, con-

forme Figura 20, o resultado aparece como
¢m,i,j+1/2 = ﬂm” - wm,i,jfl/% (77)

o {ﬁ\m,i,jfl 2 na Eq. (74) quando 7,, < 0, para estimarmos os fluxos angulares que
emergem da célula espacial I;; através da aresta localizada no ponto y;_, 2, con-

forme Figura 20, resultando em

Ymjij-1/2 = ﬂng — Vmjit1/2,5- (78)

A expressdo para o célculo dos fluxos angulares médios ¢, ; ;
(75), (76), (77) e (78) pode ser obtida substituindo tais equag¢des na Eq. (67), de acordo

com o sentido de varredura adotado, a expressao resultante para o cdlculo dos fluxos

da célula I ; nas Eqs.

angulares médios aparece na forma

— 1 2~ 2~
Vimij = 5 5 [Ssci,j + Sk, + W¢m,i:ﬁ:l/2g’ + m¢m,i,jil/2 (79)
(]. + ‘aq) ‘ + |Oéy |> m,t,J m,e,j

m,1,J

m,i,J

AsEgs. (75), (76), (77), (78) e (79) constituem a equagdes de varredura do esquema
iterativo SI tradicional para o método de discretizagdo espacial bidimensional DD. Na
Eq. (79) consideramos o sinal superior dos indices dos fluxos angulares nas arestas da
célula espacial I ; para ji,,, > 0 ou 7, > 0 e o sinal inferior destes indices para ji,,, < 0
ou 7, < 0.

Os principais passos do algoritmo computacional do método DD sdo mostrados
na Figura 21. Este algoritmo combina o método iterativo de poténcia ao esquema
numérico iterativo de varredura SI tradicional para estimar o autovalor dominante £,/
e resolver iterativamente as equagdes constitutivas do método DD para o problema

bidimensional, respectivamente.

Para avaliar o desempenho computacional do método DD calculamos o niimero
de operagdes aritméticas de ponto flutuante (NOF) necessérias para resolver um pro-
blema, para isso, considerando os processos de varredura como opera¢des dominantes
no Algoritmo da Figura 21, o NOF para o método DD pode ser computado segundo o

procedimento descrito a seguir.

¢ Em uma equacdo de varredura, considerando uma célula espacial arbitraria I

em uma dire¢do angular m qualquer,

— adicdo/subtragdo: 7 operacgdes; e,
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Entrada de dados

Inidializacio

Nivel 2

Varredura sentido NE para obter os fluxos angulares emergentes

Varredura sentido NO para obter os fluxos angulares emergentes

Varredura sentido SO para obter os fluxos angulares emergentes

Varredura sentido SE para obter os fluxos angulares emergentes

Calaular o coefidente efetivo de multiplicacgo

Convergénda do coeficiente a J
efetivo de multiplicagdo

Resultados numéricos

Figura 21 — Algoritmo computacional do método DD.

— multiplicagdo/divisdo: 7 operacdes;

e Em uma célula espacial arbitraria [; ;, considerando 1/ /4 dire¢des angulares para
um sentido de varredura,

- adigdo/subtracdo: (7/4) M operagdes; e,

— multiplicagdo/divisdo: (7/4) M operagoes;

e Em todas as células espaciais [, = 1: e j = 1: J, considerando as M /4

dire¢des angulares em cada célula para um sentido de varredura,
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— adigdo/subtragao: (I - J)(7/4)M operagdes; e,
— multiplicagao/divisao: (I - J)(7/4)M operagdes.

Portanto, o NOF total neste algoritmo, considerando os quatro sentidos de
varreduras, e o nimero de iteragdes necessarias para a converg encia do autovalor (/)

e do fluxo angular (/pju4.), pode ser computado como

e adicdo/subtracdo: Iy, - Iruzo[4 - (I - J)(7/4)M] operagdes;

e multiplicagdo/divisao: Iy, - Iriuaol4 - (I - J)(7/4)M] operagdes.

consideramos o total de opera¢des como a soma do nimero de operagdes aditivas e

multiplicativas.

Na proxima subsegdo, discutimos o método de discretizagdo espacial SD-SGF-
CN, o qual utilizamos em nosso trabalho, assim como o DD, para avaliar a precisdo e o
desempenho computacional do método de grades compostas proposto. Ressaltamos
aqui, que apresentaremos apenas a parte do método SD-SGF-CN associada a problemas
de autovalor que considera regides com combustiveis fisseis ou multiplicativas, i. e.,
discutiremos apenas as equagdes auxiliares SD referentes a regides que apresentam
o problema de autovalor. O método SD-SGF-CN é o principal motivo de levarmos a
desenvolver o método de multigrade, uma vez que o objetivo do método proposto nesta

dissertacdo é obter resultados precisos com baixo custo algébrico e computacional.

3.2.2  Meétodo Spectral Diamond - Spectral Green’s Function - Constant Nodal

No intuito de obter resultados com ganho de eficiéncia computacional e precisdo
numérica na modelagem computacional de problemas de transporte de particulas na
formulagdo de ordenadas discretas Sy é desejavel que as varidveis espaciais sejam
discretizadas utilizando métodos de discretizacdo de malha grossa. Os métodos nodais
(BADRUZZAMAN, 1990) e (LAWRENCE, 1986), classificados como métodos de ma-
lha grossa, sdo baseados no conceito de integracado transversal que permite obter dois
problemas unidimensionais de equagdes diferenciais ordindrias a partir do problema
original de uma equacao diferencial parcial bidimensional (65), para cada direcdo angu-
lar m. Estes problemas unidimensionais sdo resolvidos analiticamente, introduzindo
aproximacoes para os termos de fonte de espalhamento e fissao, e fuga transversal, res-
saltamos ainda, que os métodos nodais apresentam resultados satisfatérios em malhas
grossas devido a preservagdo das solugdes analiticas gerais das equagdes Sy unidi-
mensionais integradas transversalmente e que estes métodos ndo preservam a solugdo
analitica geral do problema bidimensional original. Os métodos nodais convencionais

de discretizagdo espacial Sy, tais como o CCN e LN, utilizam aproximagdes polinomiais
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de baixa ordem tanto para aproximar os termos de fonte quanto para aproximar o termo
de fuga transversal, estas aproximagdes polinomiais de baixa ordem comprometem a
precisdo dos métodos nodais convencionais em malhas consideradas muito grossas.
Visando amenizar este problema (FILHO, 1999) desenvolveu um novo método nodal de
discretizacdo espacial denominado Spectral Diamond - Spectral Green’s Function - Constant
Nodal (SD-SGF-CN), baseado num método numérico analitico que utiliza a anélise es-
pectral das equagdes Sy unidimensionais obtidas do processo de integragdo transversal

para resolver os termos de fonte de forma exata.

As equagdes Sy integradas transversalmente para o momento de ordem zero na

direcdo z e y sdo obtidas aplicando os operadores

- / " {—Q(y _ yﬂ‘)} o dy, (80)

4,5 JYYj—1/2

1 Tit1/2 2(x — x;)
he . l

%] Y Ti—1/2

] e dr. (81)

respectivamente na Eq. (65), onde consideramos [ = 0. Os resultados do procedimento

anterior aparece para cada uma das dire¢des espaciais, na forma de

e M equagdes Sy integradas transversalmente para o momento de ordem zero do

fluxo angular dependentes da varidvel z,

d -~ > 0-801' j al 7
ﬂm%d)m,j(x) + O-ti,qubm,j(x) = 4 = Z 1/}n,j(x)wn +
n=1

M
Voy ~ m
fi E wn,j(‘r)wn — ;ZT [¢m<l’,yj+1/2) - ¢m(x, yj—l/Qﬂ ) (82)
Z7J
onde definimos,

~ 1 Yj+1/2

Ins@) =g [ bnlon)dy )
,J YYj—1/2

como o fluxo angular dependente de z, z;_1 /2 < x < x;41/2, e mediado no eixo y

da célula espacial I j; € 1, (@, y;+1/2) como os fluxos angulares dependentes de =

e avaliados nos pontos de contorno y;+,/, da célula espacial I ;, respectivamente;

e
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e M equagdes Sy integradas transversalmente para o momento de ordem zero do
fluxo angular dependentes da varidvel y,

d ~ 050, M
nmd_ywm,z( ) tquz)mz = = ;

M
T 2 Unalwhon = 2 (o) = Yl w)] 69

onde definimos,

—~ 1 Tit1/2
Bns) = 7 [ iy )
t,j Ji_ 1/2
como o fluxo angular dependente de y, y;_1/2 < y < y;41/2, € mediado no eixo
da célula espacial I ;; e ¥, (2112, y) como os fluxos angulares dependentes de y

e avaliados nos pontos de contorno ;4 /, da célula espacial I7 ;.

As M equagdes Sy integradas transversalmente (82) e as M equagtes Sy (84)
formam, em cada célula espacial [; ;, um sistema de equagdes diferenciais ordindrias
soltvel porém indeterminado com 2M equagdes diferenciais ordindrias e 4M incoégni-
tas. Para tornarmos este sistema soltivel e determinado, introduzimos aproximagdes

constantes para os termos de fuga transversal, onde definimos

Nm Nm [ 0 ~

ﬁ [@Um(% yj+1/2) - ¢m($; yj—l/?)] = hT [¢m,i,j+l/2 - wm,i7j—1/2} = Tm,ij- (86)
1,7 2y

Hm _ Hm [ 7 o~

ﬁ [wm(fﬂiﬂ/% Z/) - wm(ﬂfi—yz?y)} = hT [wm,i+1/2,j - wm,i—1/2,j] = Tmy,js (87)
,J 7

Substituimos as defini¢des (86) e (87) nas Egs. (82) e (84), respectivamente, e obtemos
as equacoOes Sy dependentes de z e y integradas transversalmente com aproximagao
constante para os termos de fuga transversal, as quais aparecem como

M
d -~ ” Ts04,5 ” Yot ~
D (%) + Oty Gy () = 22237 G (@) + L Z Ung(@)wn = T (88)
d!)ﬁ' 4 n=1 eff n=1
- R M voy, L
nm@¢m,i(y) + 01, Umi(y) = 2:: m nz::l Uni(Y)wn — Timij- (89)

A andlise espectral das equacdes Sy integradas transversalmente (88) e (89) para
obtencdo das solugdes analiticas gerais pode ser realizada usando a técnica de andlise
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espectral proposta por (CASE; ZWEIFEL, 1967) que utiliza o0 método de “separacdo de
variaveis”. As solugdes analiticas gerais das equagdes (88) e (89) propdem-se na forma

V(@) =@+ 0 m=1:M (90)

Gmily) =) + 08, m=1:M (91)

sendo que, o ii(r)e 2/)m ;j(y) representam as componentes homogéneas das solugdes
analiticas gerais, para uma dire¢do m. Estas componentes homogéneas aparecem na

seguinte forma

sl }:6 % (92)
=1
M ot
I E /8 % (93)
k=1
onde 6,f|y € R,k = 1 : M sdo constantes arbitrarias, am, (ﬁk) sdo componentes do

autovetor associado ao autovalor Uy. Nas Egs (90) e (91) os termos lpm,i e ¢m’ ; denotam
as componentes particulares das solugdes analiticas gerais, para uma direcdo m. Estas

componentes particulares aparecem na seguinte forma

_ Co,, + B
glij: JJ kerr ZFnzjwn_ ni g (94)
2, B ) 109,
4 [(CO’*J i ff) ]
~ Co, , + Bij Mo ~
mig = 2 ten Z Frijwn — Fmj (95)
4Gy, + B — 1 a2
0i,5 + Keff n=1

~ _

I0ij B, .= i B Tmig o B — Tmij

o, . 7 P or . 7T Mg o1 m,i,j o . "
2,7 2,7 Z] 2,7

onde definimos C, ; =

As equagoes auxiliares do método SD-SGF-CN referentes as regides multipli-
cativas sdo uma extensdo bidimensional das equagdes auxiliares (58) do método SD

unidimensional. Estas equac¢bes apresentam-se na forma que descrevemos a seguir:
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M ~ -

- x Yniz1/25 + Unjivi/2, ~

Vimig =D O P12 o G (96)
n=1
M A~ o~

- n,t,j— + n,i,J =~

wm,i,j = Z ng,n w i —1/2 9 w i t1/2 + Gm,i,j- (97)
n=1

As Eqgs (96) e (97) descrevem o fluxo angular médio numa célula espacial

mii,j
arbitrdria I ; na dire¢do angular m em fungdo da ponderagdo dos fluxos angulares
incidentes e emergentes nesta célula em todas as dire¢des angulares i, e 7, nos eixos
x ou y, definidos nos pontos de contorno ;1 /2 € Yj+1/2, respectivamente, adicionados
a uma funcdo que denota a contribui¢do dos termos de fuga transversal na célula I} ;,
conforme mostram as Figuras (22) e (23). Destacamos que, estas equagdes auxiliares sdo
acopladas em dire¢des angulares, uma vez que, o fluxo médio na dire¢do m depende

dos fluxos incidentes/emergentes em todas as dire¢es.

Figura 22 — Representagao do fluxo angular médio em uma célula arbitraria I’ ; bidi-
mensional no eixo x para o método SD-SGF-CN.

Os parametros espectrais ©7, , e ©%  sdo determinados de forma a preservarem

em [ ; as componentes homogéneas Yh - (z) e ¢, (y) das soluces analiticas gerais,

m,i,] m,i,]
(90) e (91), obtidas pela anélise espectral das equagdes Sy unidimensionais integradas
transversalmente em x e y, respectivamente. J4 os parametros espectrais (Alm,m- e CN}m,i,j
sdo calculados de forma que as componentes particulares f@ﬁ“ ;e Jﬁm ; destas solugoes
analiticas gerais sejam preservadas no interior da célula espacial I ;. Dessa forma, o
conjunto dos parametros espectrais preservam incondicionalmente as solu¢des analiticas
gerais (90) e (91) no interior de uma célula espacial arbitraria I; ;. As expressdes que

permitem calcular os valores dos parametros espectrais ©;, , e ©},  aparecem na forma
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Figura 23 — Representac¢do do fluxo angular médio em uma célula arbitréria /; ; bidi-

mensional no eixo y para o método SD-SGF-CN.
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(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)
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Ressaltamos que as equagdes (98) e (101) permitem calcular, respectivamente,
apenas 0s parametros espectrais ©;, , e ©Y  associados aos autovalores o, reais. Para
calcularmos os parametros espectrais associados aos autovalores imagindarios puro,
Uy = +ivy, devemos utilizar as equagdes (99) e (100) para Oy, , e as equagdes (102) e
(103) para ©Y, ,..

As equagdes (98) ou (99) e (100), (101) ou (102) e (103) formam, cada uma, M
sistemas lineares com M equagdes que nos permite obter os valores dos M? parametros
espectrais ©;, , e ©F , para cada diregao espacial. Em virtude da utilizagdo da qua-
dratura de simetria de niveis na discretiza¢do das varidveis angulares da equagdo de
transporte de néutrons (45) para problemas bidimensionais o conjunto de valores dos
parametros espectrais O, , e ©Y  formam matrizes com dimensdes M x M considerada

simétrica por blocos 4 x 4, conforme ilustra a Figura 24.

As expressdes que permitem calcular os valores dos pardmetros espectrais G, ; ;

e G, ; aparecem na seguinte forma

~ Coi,j —|— kB;);Jf M R M
Gm,iyj = 4 C Bi,]-l Z Fn7i7jwn ]. — Z @mm
05,5 + keff - 1 n=1 n=1
M
~Frig+ Y00 Fuiy, m=1:M (104)
n=1
_ Co,  + i M M
G p— Oz,]+keff ZF 0 1_2@3/
m,i,j 4 c B, n,i,j%n m,n
0i,5 + m -1 n=1 n=1
o~ M o~

n=1

Em razdo do acoplamento angular nas equagdes auxiliares do método SD-SGF-
CN, o esquema numérico iterativo SI tradicional ndo pode ser empregado para solucio-
nar as equagdes constitutivas do método SD-SGF-CN. Neste caso, o esquema iterativo
NBI, One-Node Block Inversion (BARROS; LARSEN, 1992) e (ZANI, 2001), deve ser utili-
zado. As equagdes de varredura do esquema numeérico iterativo NBI para solucionar as
equagoes constitutivas do método SD-SGF-CN sdo obtidas substituindo as equag¢des
auxiliares (96) e (97) na equagdo de balango espacial de ordem zero (67) e obtemos um
sistema de equagdes lineares e algébricas para cada uma das dire¢des de varredura, que

pode ser representado pela expressdo matricial

ényzm _’_éngiug — gn%znﬁ _i_gnyin,f +§n (106)
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Figura 24 — Representagdo das matrizes simétricas por blocos 4 x 4 associadas aos
parametros espectrais ©;, , e ©Y,  das equagdes Sy bidimensionais.

onde, n = 1: 4 representa a dire¢do de varredura, ¥"™ contém os fluxos que emergem
da célula espacial I; ; no sentido de varredura, gi “9 sdo os fluxos que emergem da célula
no sentido contrario ao da varredura, %Z”Jr contém os fluxos incidentes no sentido da
varredura, y;"* sdo os fluxos incidentes contrarios ao sentido de varredura e S, contém
os termos associados & fonte de fissdo. Realizando opera¢des matriciais sobre a Eq.
(106) podemos explicitar os fluxos que emergem da célula espacial I ; no sentido de
varredura yzm, onde escolhemos n de acordo com o sentido de varredura adotado.

A Figura 25 mostra os passos basicos do algoritmo computacional para o método
SD-SGF-CN que utiliza, assim como o método DD o convencional método de poténcia
para estimar o autovalor dominante do problema de transporte de néutrons e o esquema
iterativo de solu¢do numérica NBI para resolver as equagdes constitutivas do método
SD-SGF-CN. Para avaliar o custo computacional do método SD-SGF-CN obtemos uma
expressdo para calcular o niimero de operagdes aritméticas de ponto flutuante (NOF)
necessdrias para resolver um problema. Entdo, considerando os processos de varredura
como operagdes dominantes no Algoritmo 25, o nimero de operagdes aritméticas de

ponto flutuante computa-se seguindo as seguintes etapas:
e Em uma equacdo de varredura, considerando uma célula espacial arbitraria I ;
em uma dire¢do angular m qualquer, temos

— adigdo/subtragdo: 2M? — 2M + 5 operagdes; e,
- multiplicagdo/divisdo: M? + 2M + 4 operagdes;
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Entrada de dados

Inidalizacio

Nivel 1

Determinar especiro (autovalores e autovetores) e parametros especirais

Nivel 2

Varredura sentido NE para obter os fluxos angulares emergentes

Varredura sentido NO para obter os fluxos angulares emergentes

Varredura sentido SO para obter os fluxos angulares emergentes

Vamedura sentido SE para obter os fluxos angulares emergentes

Calaular o coefidente efetivo de multiplicacio

Convergénda do coeficiente Ne
efetivo de multiplicagao

Resultados numéricos

Figura 25 — Algoritmo computacional do método SD-SGF-CN.

e Em uma célula espacial arbitréria [} ;, considerando M dire¢des angulares para
um sentido de varredura,

— adigdo/subtragdo: 2M?3 — 2M? + 5M operagdes; e,
— multiplicagdo/divisdo: M? + 2M? + 4M operagdes;

e Em todas as células espaciais I ;,i =1: /e j = 1: J, considerando as M dire¢des
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angulares em cada célula para um sentido de varredura, precisamos de

— adigdo/subtragdo: (I - J)(2M? — 2M? + 5M) operagdes; e,
— multiplicagdo/divisdo: (I - J)(M? + 2M?* + 4M) operagdes.

Portanto, o NOF total neste algoritmo, considerando os quatro sentidos de

varreduras, é:

e adicdo/subtragdo: Iy, - Iriugo[4 - (1 - J)(2M? — 2M? + 5M )] operagdes;

e multiplicagdo/divisao: Iy, - Iriuzol4 - (I - J)(M? + 2M? + 4M )] operagdes,

onde, I, , € a quantidade de iteragdes necessarias para a convergéncia do coeficiente
efetivo de multiplicacdo, /.. € a quantidade de itera¢des necessdrias para a conver-
géncia dos fluxos angulares emergentes das células espaciais I; ;. O total de operacdes
considera a soma dos dois tipos de operagdes aritméticas. Podemos observar que o
algoritmo é linear nas dimensdes da grade (/, J), e no nimero de itera¢des (y, i Fluzo),

e ctibico no ntiimero de dire¢des angulares M.

Na secdo subsequente, discutimos e apresentamos os conceitos bdsicos dos
esquemas iterativos de solugdo numérica para solucionar as equagdes constitutivas dos

métodos de discretizagdo espacial, descritos neste capitulo.

3.3 Esquemas iterativos de solugdo numérica

Obtidos os sistemas de equagdes lineares e algébricas através da aplicagdo dos
métodos de discretizagdo espacial na formulacdo Sy da equagdo de transporte de
néutrons, torna-se necessario obter solucdes eficientes destes sistemas. Estas solu¢des
podem ser obtidas via métodos diretos ou iterativos. Os métodos iterativos para solugdo
das equagdes Sy discretizadas espacialmente sdo frequentemente denominados esque-
mas numéricos de varredura, que nada mais sdo que uma sequéncia de passos que sao
executados na grade espacial para aproximar estas solugdes iterativamente. Os esque-
mas numéricos de varredura para problemas em geometria cartesiana unidimensional

possuem dois sentidos de varredura, conforme ilustrado na Figura 26:

e varredura no sentido positivo do eixo x (u,, > 0), onde iniciamos nossa varredura
partindo da célula espacial I} no extremo esquerdo do dominio, calculando as
grandezas médias e emergentes na direcdo positiva desta célula, e continuamos

com a proxima célula espacial a direita até alcangarmos a célula I7;
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Figura 26 — Representacdo dos sentidos de varredura para o problema unidimensional.

e varredura no sentido negativo do eixo z (u,, < 0), onde iniciamos nossa varredura
partindo da célula espacial I no extremo direito do dominio, calculando as
grandezas médias e emergentes na dire¢do negativa desta célula, e continuamos

com a proxima célula espacial a esquerda até alcangarmos a célula I7;

Ja para problemas em geometria cartesiana bidimensional os esquemas numéricos de

varredura possuem quatro sentidos de varredura, cada sentido de varredura pode ser
identificado com um quadrante como mostra a Figura 27:

M <0
Varredura4Q (SE) Varredura3Q (SO
— (50)
\ N /
Y, hij
f —
Yis1/2
T, Tty
Yi-1/2 I - T
Yi+1/2
me>0 | O Tij AL | me<o
T —
DTN NSRS S-S
(ERY a1
Yy > 5
0 Xi/z Xagz ot Ximye Xisyz 0t 0 Ximyz Xiwge
/ :
_—
Varredura 10 (NE) i >0 Varredura2Q (NO)

Figura 27 — Representacdo dos sentidos de varredura para o problema bidimensional.

e varredura no sentido nordeste (NE), correspondente ao primeiro quadrante (1Q)
do plano cartesiano, (u,, > 0 e n,,, > 0), onde iniciamos nossa varredura partindo
da célula espacial I ; no canto esquerdo inferior, calculando as grandezas mé-
dias e emergentes desta célula, e continuamos com a préxima célula a direita, ao

completarmos uma linha, isto é, chegarmos a célula I'; ;, voltamos ao extremo es-
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querdo do dominio agora na segunda linha, a varredura continua até alcangarmos

a célula F]ﬂ],’

e varredura no sentido noroeste (NO), correspondente ao segundo quadrante (2Q)
do plano cartesiano, (i, < 0 e 1, > 0), iniciamos nossa varredura partindo
da célula espacial I'7; no canto inferior direito, calculando as grandezas médias
e emergentes desta célula, e continuamos com a préxima célula espacial até

alcancarmos a célula I ; no canto superior esquerdo;

e varredura no sentido sudoeste (SO), correspondente ao terceiro quadrante (3Q)
do plano cartesiano, (i, < 0 e 7, < 0), iniciamos nossa varredura partindo da
célula espacial I ; no canto superior direito, calculando as grandezas médias
e emergentes desta célula, e continuamos com a préxima célula espacial até

alcancarmos a célula 77 ; no canto inferior esquerdo;

e varredura no sentido sudeste (SE), correspondente ao quadrante (4Q) do plano
cartesiano, (i, > 0 e 1, < 0), iniciamos nossa varredura partindo da célula espa-
cial I,y no canto superior esquerdo, calculando as grandezas médias e emergentes
desta célula, e continuamos com a préxima célula espacial até alcangarmos a célula

I'; 1 no canto inferior direito;

Dentre os esquemas numéricos de varredura, temos os convencionais SI Gource
Iteration), com construcdo e implementa¢do mais simples, e NBI (One-Node Block In-
version), com construcdo e implementagdo mais complexa. A seguir descrevemos as

principais caracteristicas destes dois esquemas de varredura.

O esquema iterativo SI, (ADAMS; LARSEN, 2002), é apropriado para resolver
as equagdes discretizadas que surgem em métodos convencionais, onde as equagdes
auxiliares sdo desacopladas nas dire¢des angulares, i. e.,, métodos em que as grandezas
médias na dire¢do angular m sdo calculadas em fungdo das grandezas emergentes e
incidentes na célula espacial na prépria direcdo angular m. O processo de obtencdo das
equagoes de varredura do esquema SI, assim como sua implementagado sdo bastante
simples, no entanto a taxa de convergéncia para a aproximacgao dos fluxos angulares
emergentes da célula pode ser bastante lenta em meios altamente espalhadores (AZMY;
SARTORI, 2010). No esquema de varredura SI, utilizamos a informacédo da fonte de espa-
lhamento calculada na iteragdo anterior para a aproximacdo das grandezas emergentes

da célula espacial em todo o processo de varredura.

O esquema iterativo de varredura NBI foi desenvolvido a fim de solucionar os
sistemas de equagdes lineares e algébricas obtidos através da aplicacdo dos métodos de
discretizagdo espacial que possuem equacgdes auxiliares acopladas em dire¢des angula-

res, i. e., métodos em que as grandezas médias na diregdo angular m sdo calculadas em
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funcdo das grandezas emergentes e incidentes na célula espacial em todas as dire¢des

angulares. A ideia que suporta a varredura NBI é utilizar as estimativas mais recentes

disponiveis dos fluxos angulares incidentes em uma dada célula espacial para determi-
nar os fluxos angulares médios em todas as dire¢des angulares emergentes desta célula
nas dire¢des de varredura antes de prosseguir para outra célula espacial. O processo
de obtencdo das equagdes de varredura do NBI e sua implementacdo sdo mais com-
plexas que o esquema de varredura SI, pois envolve mais dlgebra em sua construgao,
e consequentemente o NBI leva a algoritmos computacionais mais complexos que o
SI. No entanto, o NBI possui uma taxa de convergéncia maior que o SI, pois a fonte
de espalhamento utilizada na aproximagdo do fluxo emergente da célula espacial é

atualizada instantaneamente durante varredura para cada célula espacial.



60

4 Método Espectro Nodal de Grades Compostas

Neste capitulo, descrevemos o método numérico, proposto neste trabalho, para
resolver problemas de autovalor multiplicativo em geometria retangular cartesiana
bidimensional (X,Y) na formulagdo de ordenadas discretas (Sy) a um grupo de energia
e com fonte de espalhamento isotrépica. Devido a utilizacdo de trés grades espaciais
e um método espectro nodal com aproximagdo constante para resolver o problema,
nos referimos ao novo método como um método espectro nodal de grades compostas
com aproximagao constante - CSG-SD-CN (Composite Spatial Grid - Spectral Diamond -
Constant Nodal).

As principais desvantagens dos métodos espectro-nodais sdo a grande dificul-
dade de implementacdo do algoritmo computacional e o alto custo algébrico, para
amenizar estas deficiéncias foram desenvolvidos os métodos espectro nodais de grades
compostas, que objetivam simplificar a formulacdo matematica preservando a preci-
sdo em cdlculos de malha grossa. A Tabela 3 compara as principais caracteristicas dos
métodos SD-SGF-CN e CSG-SD-CN.

O método CSG-SD-CN se caracteriza por realizar discretizacdo espacial em duas

etapas: na primeira realizamos uma discretiza¢do bidimensional de malha grossa, onde

Tabela 3 — Principais caracteristicas dos métodos SD-SGF-CN e CSG-SD-CN

Método SD-SGF-CN Método CSG-SD-CN

e Aproxima os termos de fuga trans-
versal de néutrons nas arestas das cé-
lulas

e Discretiza¢do em um tinico passo

e Uma grade regular grossa

e Resolve um problema bidimensio-
nal usando o esquema de varredura
NBI

e Alto custo algébrico e computacio-
nal e algoritmo complexo

e Calcula grandezas locais e integrais
com boa precisado

e Aproxima os termos de fuga trans-
versal de néutrons nas arestas das re-
gioes

e Discretizacdo em dois passos

o Trés grades: uma grade grossa ex-
terna, duas grades finas internas nas
direcdes z e y

e Resolve dois problemas unidimensi-
onais acoplados pelos termos de fuga

da regido usando o esquema de varre-
dura SI modificado para direc¢des alter-
nadas

e Baixo custo algébrico e computacio-
nal e algoritmo simples

e Calcula grandezas integrais com boa
precisdao
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a malha coincide com as regides materiais do dominio, em seguida, aplicamos o conceito
de integracdo transversal em cada uma das regides materiais para as dire¢cdes z e y, e
introduzimos aproximagdes constantes para os termos de fuga transversal na regiao,
dessa forma, é possivel reduzir o problema bidimensional em derivadas parciais para
dois problemas unidimensionais de equagdes diferencias ordindrias acoplados pelos
termos de fuga. Na segunda etapa, procedemos com uma discretizacdo de malha fina
em cada um dos problemas unidimensionais, isto ¢, uma malha em que o comprimento
das células sdo inferiores aos da malha externa ou da primeira discretizagdo. Por fim,
resolvemos estes problemas unidimensionais utilizando um esquema iterativo explicito
de direcGes alternadas, que envolve fundamentos do método SD unidimensional para
problemas de autovalor.

Iniciamos as se¢des deste capitulo com o desenvolvimento da primeira etapa de
discretizagdo na secdo 4.1, em que apresentamos o conceito de integracdo transversal
aplicados as células de malha grossa da grade espacial externa. Em seguida, na secdao
4.2, descrevemos a andlise espectral dos dois problemas unidimensionais de equagoes
diferencias ordindrias obtidos da primeira etapa de discretizacdo, a partir desta anélise
obtemos a solugdo analitica geral local dos problemas unidimensionais. Na se¢ao 4.3,
oferecemos a segunda etapa de discretiza¢do, onde encontramos as equagdes de balango
de ordem zero para cada um dos dois problemas unidimensionais. Apresentamos, na
secdo 4.4, as equagdes auxiliares necessdarias para a solugdo numérica dos dois problemas
unidimensionais de autovalor. Na secdo 4.5, desenvolvemos as equagdes de varredura,
utilizadas no esquema iterativo explicito de dire¢des alternadas. Por dltimo, na secdo
4.6, apresentamos um algoritmo para a solugdo numérica dominante de problemas de
autovalor multiplicativo e o esquema iterativo numérico de dire¢des alternadas para

aproximacao dos fluxos angulares nodais.

4.1 Primeira etapa de discretizacao

Para iniciarmos o procedimento de discretiza¢do espacial, consideramos um
dominio bidimensional retangular em R? com dimensoes (X,Y’), que contém vérias
regides retangulares R; ;,i = 1: I e j = 1 : J, com propriedades fisicas constantes e
dimensdes (A ;, h{ ;), como ilustrado na Figura 28.

1,57
Neste ponto, passamos a descrever a primeira etapa de discretizagdo espacial,
na qual definimos uma malha espacial A, que chamaremos de grade externa, cujas
células A; ; coincidem com as regides materiais R; ; do dominio representado na Figura
28,ie,A;; =R;;,parai=1:1ej=1:J. Aformulagdo de ordenadas discretas Sy
da equacdo de transporte de néutrons, Eq.(49), aparece em cada célula espacial A, ; da
grade externa como,



Capitulo 4. Método Espectro Nodal de Grades Compostas 62

:}}J]+1!f2 -

L j

Yi-1/2

x
hi;
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Figura 28 — Grade externa do método CSG-SD-CN sobre o dominio bidimensional
retangular do problema.

0 0
Mm%@bm(xa y) + nm_¢m(x7 y) + Utiijm(xa y) =

M
0-502'7]' fzg
T Ynle y)wn + Ty 2 an z,y)w (107)

onde, (z,y) € Rjjcomi=1:1,j=1:Jem=1:M.

O préximo passo, é reduzir o problema bidimensional representado pela equacdo
em derivadas parciais, Eq. (107), para dois problemas unidimensionais de equacdes
diferenciais ordindrias. Para isso, aplicamos o conceito de integragado transversal nas
direcdes x e y em cada uma das células espaciais 4; ; da grade externa e obtemos duas
equacdes de ordenadas discretas Sy integradas transversalmente, nas quais introduzi-

mos aproximagdes constantes para os termos de fuga transversal na regiao.

Para integrarmos transversalmente a equacdo em derivadas parciais, Eq. (107),

em uma célula espacial arbitréria A; ; na dire¢do y, aplicamos o operador,

1 Yj+1/2

— ody. (108)
i

Yj—1/2
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O resultado sdo M equagdes Sy integradas transversalmente para o momento de ordem
zero do fluxo angular dependentes da varidvel z, que aparecem como

d ~ sOZ
o= Vm (7) 01,V (1) = ’wa T)on +

I/O-fzj fr]m
. Z Un (@ T [V (@, Yjg1/2) — U2, yj-1/2)] (109)

onde definimos,

~ 1 Yj+1/2

Gnsa) = [ ol (110)
0,7 JYj—1/2

como o fluxo angular dependente de =, z;_1/» < x < x;11/2, e mediado no eixo y da célula

espacial 4; j, conforme ilustrado na Figura 29. As notagdes v, (x, y;+1/2) representam

respectivamente os fluxos angulares dependentes de z e definidos nas arestas y,.1/» da

célula espacial 4; ;, conforme mostra a Figura 29 nos contornos inferior e superior.

wm(x’yj-rl,f’z)
“““““ - Yi+1/2
'\ﬁm.,‘ (x) hi}.’j
i - Yj-1/2
}’bur (X, yj ]jZ)
Xi-1/2 hi; Xis1/2

Figura 29 — Representacdo das grandezas obtidas da integracdo transversal em y na
regido arbitréria R, ;, equacdo dependente de x.

As equagdes Sy integradas transversalmente para o momento de ordem zero
do fluxo angular na direcdo  em uma célula arbitraria A, ; podem ser obtidas por um

procedimento similar ao da dire¢do y, onde aplicamos na Eq. (107) o operador,

1 Tit1/2

Ti—1/2

e obtemos M equagdes Sy integradas transversalmente dependentes da varidvel y, na

forma
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d ~ 00
nmd_d}m,z( )+O-t”wmz = Sl ;

Z]:eff; Z?ﬁm Wn, — h 3 Y (Tig1/2,Y) — Um(@izi2,y)] (112)

onde definimos,

1
h{L’

),

~ Tit1/2

i,j i—1/2

como o fluxo angular dependente de y, y;_1/2 < y < y;41/2, e mediado no eixo x da célula
espacial 4; j, conforme ilustrado na Figura 30. As notacdes 1., (11,2, y) representam
respectivamente os fluxos angulares dependentes dey e definidos nas arestasz;./, da

célula espacial /; ;, conforme mostra a Figura 30 nos contornos esquerdo e direito.

“““““““““ Yi+1/2

lﬂ,,,(n-uza)’) ﬁm,i(y) lpm{xum.y} hf;-

Xi-1/2 hf}- Xip1/2

Figura 30 — Representagdo das grandezas obtidas da integragdo transversal em x na
regido arbitréria R, ;, equagdo dependente dey.

Para cada célula espacial /;;, da grade externa, integrada transversalmente
nas dire¢des x e y, obtemos M equagdes diferenciais ordindrias dependentes da va-
ridvel z, Eq. (109); M equag0es diferenciais ordindrias dependentes da varidvel y, Eq.
(112); M varidveis vaj (x), M varidveis @mvi(y), M variaveis 1, (2;41/2,y) € M varidveis
U (2, Yj41/2); que formam um sistema soltivel porém indeterminado com 2M equa-
¢Oes diferenciais ordindrias e 4M varidveis. Para que estes sistemas sejam soltveis e
determinados, i.e., tenham solugdo tinica, devemos introduzir aproximagdes para o
termo de fuga transversal em cada regido R; ;. Dessa forma, definimos o termo de fuga
transversal em fungdo dos valores médios dos fluxos angulares nas arestas da regidao
Rij, i€, Yn(Tit1/2,Y) = Umit1/25 € YT, Yjz1/2) = Ymij+1/2, conforme ilustrado na
Figura 31, pelos pontos nas arestas inferior e superior da célula espacial 4; ;, e na Figura

32, pelos pontos nas arestas esquerda e direita da célula espacial A, ;.
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ﬁam.f.jﬂﬂ
b - Yi+1/2
P () W,
— e - Yj-1/2
wm,l’.j—lﬁ
Xi-1/2 h;‘:r- Xit1,2

Figura 31 — Representacdo das grandezas presentes na equagdo Sy integrada trans-
versalmente dependente de x na regido arbitrdria R; ; com aproximagao
constante da fuga transversal.

"""""""""" Yi+1/2

‘I'm,l'— 1/2,f [ | ﬁm,i(y) [ | !f;m,f+ 1/2,f hf;

| !
Xi-1/2 hi*, Xiv1/2
ij /

Figura 32 — Representacdo das grandezas presentes na equacgdo Sy integrada trans-
versalmente dependente de y na regido arbitrdria R, ; com aproximagao
constante da fuga transversal.

Consequentemente, os termos de fuga transversal nas dire¢des z e y aparece respectiva-

mente como,

% [¢m($z’+1/2a y) - ¢m(1‘i—1/2, y)} = ZTm [@Zm,iﬂ/g]’ - Jm,i—l/lj] = %Jm,i,jv (114)

Zhj Z?J

Mm M [ > ~
hY [wm(% Yj+1/2) — Um(z, yj—1/2)] T [l/fm,z',j+1/2 - wm,i,j—1/2i| = Tm,i,j- (115)
7’7] 17‘7

Substituindo a Eq. (115) na Eq. (109), e a Eq. (114) na Eq. (112) obtemos respectivamente,
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d ~ ~ 0-307',,]' M ~ Vo-fq',,j M ~ .
Mm@%@,j(x) + 01, ;b (T) = 1 ; P (T)wn + Thoys ; Vi (T)wWn — Trmjij, (116)
d -~ o 0; M f M o~
nm@wm,i( Y) + 01 Umi(y) = —22 g 41%;; > ni(y)wn = Ty (117)

As Egs (116) e (117) representam dois problemas unidimensionais de equagdes
diferenciais ordindrias acoplados pelo termo de fuga transversal com aproximagao
constante, que podem ser resolvidos separadamente. Estas equagdes sdo chamadas
de equagdes Sy integradas transversalmente com aproximagao constante. O préximo
passo a ser realizado na construgdo do método CSG-SD-CN serd a andlise espectral

dessas equagdes.

4.2 Anélise espectral

Consideramos as seguintes equagdes diferenciais ordindrias obtidas pela aplica-
¢do do conceito de integracdo transversal na formulacdo de ordenadas discretas Sy em

um meio homogéneo,

d 050 al VO'f =
Am%¢m(u> + O-tqu)m(u) - 4 ;an(u)wn + 4keff ; ¢n(u)wn — Tm, (118)
onde temos,
m=1:M
u = {zly}
Am = {Um’nm}
T = {Tm|Tim}
dividimos a Eq. (118) por o0, e definimos as constantes Cj, = ‘f;to, B = % ekF,, = Tg—’j
Am d l
m Y (u) = n n n — F. 119
g m) + Zw I ;w (w)w (119)

Ressaltamos que a Eq. (119) representa simultaneamente as Eqs. (116) e (117).
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Para realizarmos a andlise espectral da equagdo Sy integradas transversalmente,
Eq. (119), utilizamos o método de separagdo de varidveis. As soluc¢des analiticas gerais
do sistema de equagdes diferenciais ordindrias composto pelas M equagdes representada

pela Eq. (119) podem ser escritas na forma

U () = Y (u) + ¢2, (u), m=1:M (120)

em que, ¢? (u) denota a componente particular e ¢ (u) representa a componente ho-
mogeénea da solucdo analitica geral (120) para uma direcdo m. Devido ao termo de fuga
transversal, que torna presente fontes prescritas no interior do dominio unidimensional,
a componente particular em Eq. (120) ndo se torna identicamente nula. Dessa forma,
utilizamos o método dos coeficientes indeterminados no intuito de obtermos uma ex-
pressdo para o cdlculo da componente particular, ¢? (u), que neste caso, independe da
variavel v, i.e., ¢? (u) = ¢P,. Substituindo ,,(u) por ¢?, na Eq. (119) obtemos,

M
Am d C’O B
p p — E p Wy, E p n — Fm7 121

como a componente particular, ¢? , independe da varidvel u temos

— v, =0, (122)

substituindo a Eq. (122) na Eq. (121) e reorganizando esta equagdo temos

gr =2 (CO+

)Zw%—m, (123)

Kery

multiplicamos cada termo em Eq. (123) por w,, e somamos cada termo da equagado

resultante para m = 1 : M, obtendo

M M
>t =2} (0 ) Dot - Dok a2
m=1 m=1 e

devido aos valores admitidos para w,, na quadratura de niveis, temos a condic¢do de
normalizagado Z _, wm = 4. Substituindo este valor na Eq. (124) e realizando algumas

manipulac¢des algébricas na equagdo resultante, obtemos
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3 P = L MF 125
2 ) .

agora, substituindo a expressao para o somatério dada pela Eq. (125) na Eq. (123)
obtemos

(Cg + ,f;f)

"t )

Keys

M
> Fuw, = Fy, m=1:M. (126)
n=1

As M expressdes denotadas pela Eq. (126), representam as componentes particulares

das solugdes analiticas gerais do sistema de equagdes diferenciais ordindrias.

Para encontrarmos a componente homogénea, ¢! (u), da solugdo analitica geral
(120) para uma direcdo m, reescrevemos a Eq. (119), substituindo ,,(u) por ¢ (u), e

anulamos o termo de fuga transversal, i.e., F,,, = 0,

Am d

h by~ GO B 127
O__t@wm(u) + wm(u) - I nzz;’l/}n<u)wn + 4]{Zeff HZ:; wn@)wn ( )

Determinamos a solu¢gdo homogénea, com o auxilio da técnica de andlise espec-
tral proposta por (CASE; ZWEIFEL, 1967) para a equagao de transporte de Boltzmann

em geometria cartesiana unidimensional, que propde uma solugdo segundo o ansatz

U, (1) = am(D)e v, (128)

onde a,,(Y) é a m-ésima componente do autovetor a(v}) e ¥ é o autovalor associado.

Para obtermos uma expressdo para o cdlculo da componente do autovetor a,,(?)
e calcularmos o autovalor associado ¥, primeiramente, substituimos a Eq. (128) na
Eq. (127), realizamos uma manipulacdo algébrica no primeiro termo da equacgdo e

reorganizamos a equagdo resultante, obtendo

A 1 B\ <
?am(ﬁ)eT +ap (Ve = ) (Co + keff> Zan(ﬁ)eTa}n, (129)

n=1

agora, multiplicamos a Eq. (129) por e=“ e obtemos
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M

am0)+an0) =5 (G 7 ) S entoen (130

n=1

Ap6s algumas manipulagdes algébricas sobre a Eq. (130) obtemos a seguinte expressao

M
> @, (9)wn, (131)

sendo a,,(9) as componentes do autovetor do problema podemos considerar como

condic¢do de normalizagdo, a expressao

M
> an()w, = 1. (132)

Por fim, substituimos a Eq. (132) na Eq. (131) e obtemos

(Oo+ i)ﬁ

keyy

am (V) = A0, +0)

(133)

A partir da expressdo (133), podemos calcular a m-ésima componente do auto-
vetor a(1), a partir da diregdo angular, os parametros fisicos e o autovalor associado
.

Para obtermos a relagdo de dispersdo, utilizada no célculo do autovalor J, multi-

plicamos a Eq. (133) por w,,, somamos a equagéo resultante para m = 1 : M e obtemos

Wi, (134)

m=1 m=1

ap0s este procedimento, substituimos Eq. (132) na Eq. (134), obtendo

<Co+i>z9 Mo

Keyy

=1
4 At

, 9 # M. (135)

A expressdo (135) representa a relacdo de dispersdo, que é utilizada para o

calculo do autovalor ¥. Devido a configuragdo de simetria da quadratura de nivel,



Capitulo 4. Método Espectro Nodal de Grades Compostas 70

utilizada no método de ordenadas discreta Sy, temos somente N valores de ), distintos.
Dessa forma, multiplicamos a relacio de dispersdo por [[)_,(\,, + ¥) e obtemos um
polindmio caracteristico de grau N, cujas raizes representam os autovalores vy, k =
1 : N do espectro das equagdes diferenciais ordindrias Sy unidimensionais (127). A
partir dos N autovalores obtidos, podemos calcular as N componentes de cada um
dos N autovetores correspondentes utilizando a Eq. (133). Em meios multiplicativos,
dependendo dos valores dos parametros fisicos do meio e da estimativa do coeficiente
efetivo de multiplicagdo, podemos ter autovalores reais e /ou imaginarios puros. Maiores
detalhes em relagdo ao cardter dos autovalores podem ser encontrados no Apéndice A.

Para completarmos o espectro das Eqgs (127), devemos obter os outros (M — N)
autovetores e os autovalores associados. Para isto, consideramos a seguinte condi¢do de

normalizagéao,

M
3 an(9)w, =0, (136)

substituimos a Eq. (136) na Eq. (130) e obtemos

%nam(ﬂ) + am(0) =0, (137)

reorganizando a equagdo (137) obtemos

(A + 9) a,, () = 0. (138)
Para satisfazermos a equacdo (138) temos duas alternativas:

i. Se ¥ = —\,,, entdo a,,(V) # 0;

ii. Se ¥ # —\,,, entdo a,,(¥) = 0.

Desde que atendam a exigéncia da condi¢do de normalizac¢do (136), as alternati-

vas (7) e (i) nos permitem construir os (M — N) autovetores e autovalores restantes.

As técnicas utilizadas para calcular os NV autovalores através da relagdo de
dispersao (135), bem como as técnicas utilizadas para construir o complemento do
espectro das equagdes diferenciais ordindrias Sy unidimensionais (127) podem ser

encontradas nos Apéndices A e B, respectivamente.

Obtidos os M autovalores e os respectivos autovetores do espectro das equagdes
Sy unidimensionais, podemos agora reescrever a solu¢do homogénea (128) como,
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M
g, (1) = kz Bram(V)e ™, m=1:M, (139)
=1

onde (3, k = 1 : M, sdo constantes arbitrarias.

Para concluir a andlise espectral das equagdes diferenciais ordindrias Sy unidi-
mensionais integradas transversalmente em « para o momento de ordem zero do fluxo
angular, reescrevemos a solucdo analitica geral, substituindo a Eq. (139) e a Eq. (126) na
Eq. (120),

v (“):iﬁa (I)e % + <Co+k5f>
m k=1 kAm\Vk 4[(004_%)_1]

ondem=1:Mef(, e R k=1:M.

M
> Fawn — F, (140)
n=1

Para darmos continuidade ao desenvolvimento do método CSG-SD-CN, realiza-
remos na secdo 4.3, a segunda etapa de discretizagdo que consiste em submeter cada
problema unidimensional a uma discretizagdo de malha fina, que chamaremos de grade
interna, em que a dimensao das células que a compdem sdo inferiores as dimensdes das
células da grade externa.

4.3 Segunda etapa de discretizagdo

Para discretizarmos as equagdes Sy unidimensionais nas diregdes x e y, conside-
ramos uma célula espacial 4, ;, da grade externa, e introduzimos grades internas com
células espaciais finas, que denominaremos I'* e I'Y, para cada uma das dire¢des = e y

respectivamente, conforme ilustrado na Figura 33.

A grade interna /'™ divide cada célula espacial externa 4, ;, na direcdo =, em F, ;
células espaciais /7 ; finas com comprimento A} ; e largura /. Por sua vez, a grade
interna /' divide cada célula espacial externa /; ;, na direcdo y, em @); ; células espaciais
I}, finas com largura A}, e comprimento Ay ;.

A seguir, derivamos as equagdes de balango espacial de ordem zero para os dois
problemas unidimensionais de equagdes diferenciais ordindrias acoplados pelo termo

de fuga transversal com aproximacédo constante, Eqs (116) e (117).
Para obtermos as equagdes de balango espacial de ordem zero para o problema

dependente de x em uma célula espacial I’ o

1 Tp+1/2
- / odz (141)

p7j Tp—-1/2

aplicamos na Eq. (116) o operador
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Xp-1/2 Xpsrs2 x
Yi+1/2 — r
i

L i mbe b by (R T
EXXEXXXXAXXXXER
o

SN VN O IS 2 T ) SO Y VS N N Yi-ayz § T

Ya+i/2 -3
Yo-172 | e R

Xi-1f2 Xir1/2
—— A grade espacial externa
—--* grade espacial internaem x
—-X- Y grade espacial internaemy

Figura 33 — Representacdo das grades externas e internas utilizadas no dominio de
interesse.

e obtemos,

{Em, +1/2,5 — Jm -1/2,j |, —= " ” o
e O]mf . + /I/vapuj - SSC,,,]- + SFp,j — P (142)

m,p,j

onde ), p11/2,; Tepresentam respectivamente os fluxos angulares de néutrons que se
deslocam nas dire¢des angulares discretas 1, definidos nas arestas z,./» da célula

espacial I';; e mediados em y;. Ainda na Eq. (142), definimos as seguintes grandezas

A oy,
Oy =~ (143)

Pom

como uma constante utilizada para simplificar a equagédo (142), que envolve a dimensao

da célula espacial I} ;, a segdo de choque macroscépica total na regido R; ; e os valores

das dire¢des angulares da quadratura de nivel 1,,;

=

— 1 Tp+1/2
mpd = Az L Um.j(2)dz, (144)

D,J p—1/2

como o fluxo angular médio na célula espacial I7;;
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CO,L-]- M —x
12D Vnpgn: (145)
n=1

X _
SSCPJ‘ -

como o termo de fonte de espalhamento associado aos problemas na diregdo z;

M
G — ﬁE @m w (146)
Fp,j - 4k ff n7p7j )
€ n=1

como o termo de fonte de fissdo associado aos problemas na diregdo z; e

Frij= Tmig (147)

2%

como o termo de fuga transversal na regido A, ; na diregao y.

De maneira anédloga ao procedimento para obten¢do das equacgdes de balango de
ordem zero para o problema dependente de x, obtemos as equacdes de balan¢o espacial
de ordem zero para o problema dependente dey em uma célula espacial I7/,. Para isto,

aplicamos o operador integral

1 Yq+1/2
—_— / ody (148)

)
Ai,fl Yq—1/2

na Eq. (116) e obtemos,

QZmz +1/2 — ll;mz ~1/2  —y ~
T2 G g = Sk, + S, — Fnag (149)

m7z7q

onde v, ; ,+1/2 Tepresentam respectivamente os fluxos angulares de néutrons que se
deslocam nas dire¢des angulares discretas 7, definidos nas arestas y,+1/» da célula

espacial I/, e mediados em z;. Ainda na Eq. (149), definimos as seguintes grandezas

Yy
_ Ai,qatz‘,j

m7z7q )

m

(150)

como uma constante utilizada para simplificar a equagao (149), que envolve a dimensdo
da célula espacial I}, a secdo de choque macroscépica total na regido R; ; e os valores

das dire¢des angulares da quadratura de nivel, 7,,;
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—y 1 Ya+1/2
Ymia = A7 / bm.i(y)dy, (151)

4,9 Y Yq—1/2

como o fluxo angular médio na célula espacial I7;

ng

M _
Zw g (152)

como o termo de fonte de espalhamento associado aos problemas na diregao y;

153
Fi,q 4keff Z wn % q ( )

como o termo de fonte de fissdo associado aos problemas na diregdo y; e

Frnij = Tty (154)

%)
como o termo de fuga transversal na regido A; ; na diregdo z.

Fixemos agora, no problema dependente da varidvel z. Devido a quadratura
de nivel utilizada no método de ordenadas discretas para a discretizacdo da variavel
angular de Eq. (45), derivamos M equagdes de balanco espacial de ordem zero (142)
para cada célula espacial /7, da grade interna I'*; cujas incognitas correspondem aos

M fluxos angulares 1), medlados na célula I'7 ;; aos M /2 fluxos angulares zzm,pﬂ /2,5

m,p,j D,J’
definidos na aresta 1,1/, da célula I';; nas dire¢des angulares emergentes (u,,, > 0); e
aos M /2 fluxos angulares 1, ,_1 /2 ; definidos na aresta x,_ > da célula I’y nas dire¢des

angulares emergentes (i, < 0).

Analogamente, considerando o problema dependente da varidvel y, derivamos
M equagdes de balango espacial de ordem zero (149) para cada célula espacial Fi’q da

grade interna I'Y; que contém M incégnitas ¢, , = correspondentes aos fluxos angu-

mzq

lares mediados na célula I7,;

angulares definidos no ponto de contorno y,,1/2 da célula I/, nas diregbes angulares

M /2 incégnitas wm ig+1/2, que correspondem aos fluxos

emergentes (7,,, > 0); e M /2 incégnitas wm iq—1/2 correspondentes aos fluxos angulares
definidos no ponto de contorno y, /> da célula I/, nas dire¢des angulares emergentes
(Mm < 0). Destacamos ainda, que os fluxos angulares incidentes nas células Iy, ou I}/,
advém ou das condi¢des de contorno da formulacdo de ordenadas discretas Sy ou das

condicdes de interface para as células espaciais adjacentes as células I';; ou I'/,. As
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Tabela 4 — Balanco de equagdes e incognitas nos problemas unidimensionais

Incégnitas médias na célula  M: <), -, Eq. (144) M: ! ., Eq.(151)

m,p,j’ m,i,q/

Figuras 34 e 35 ilustra a distribuicdo das incognitas nas células espaciais arbitrarias I';;
el

l’q’
unidimensionais é oferecida na Tabela 4.

respectivamente. Um resumo do balango de equagdes e incégnitas nos problemas

‘ﬁm,f.j‘t 1/2

whm,j:-uz.,f . .

s

X
T T T r - '5ui,p+l,l‘2.j
1 [} | -
' i i
. i i
Sha i i

T @

-

9. ¥

-

R M
\
. g

+ |
P |

[} |

I |

i |

e
- Yin,ij-1/2

Figura 34 — Distribuicdo das incognitas na grade espacial interna em x.

. 'Pm.:,qn,az

ry -

- s 'I'an..l’.q-lfz

Figura 35 — Distribuigdo das incégnitas na grade espacial interna em y.

Para cada problema Sy unidimensional dependentes das varidveis = ou y, as M
equagdes e 2M incognitas formam um sistema de equacdes lineares algébricas soltvel e
indeterminado. Para obtermos uma tinica solugdo para estes dois problemas, precisamos
incluir M equagdes auxiliares para cada problema e considerar condi¢des de contorno
nos extremos do dominio e continuidade nas interfaces .12 € y4+1/2 das células I';;

oul?

i 4 Tespectivamente.

Na préxima segdo, descrevemos as equagdes auxiliares, que combinadas com

as Eqs (142) ou (149) e suas respectivas condi¢des de contorno, produzem sistemas
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soltiveis e determinados, para cada um dos problemas unidimensionais que conformam

o método CSG-SD-CN.

4.4 EquacOes auxiliares

As equagoes auxiliares, utilizadas no método CSG-SD-CN para auxiliar na solu
¢do dos problemas Sy unidimensionais dependentes das varidveis x ou y, derivam da
equacdo auxiliar do método SD-unidimensional acrescida de um parametro espectral
para considerar o termo de fuga transversal, e de (M — N) dire¢des angulares discretas
provenientes da quadratura de simetria de niveis. Dessa forma, as equag¢des auxiliares

do método CSG-SD-CN apresentam-se na seguinte forma

e Para o problema dependente de z, temos

~

M
@fn,p,j = Z On (@Dn,pq/z,j + @Dn,pﬂ/z,j) + Gumi g (155)
n=1

e Para o problema dependente de y, temos

M
n=1

Para compreendermos as grandezas envolvidas nas equagdes auxiliares (155) e

(156), consideramos células arbitrdrias I, e I/, nas grades internas unidimensionais,

ilustradas nas Figuras 36 e 37, respectivamente.

qIII_H 1/2.§ IPH.J'+1.I"..’.J'
n=1:M n=1M

lﬁr"rfe.p_j
w7 wl7
Py L g Y

K

X1/2,f Xajaf Xp=1y2.j Xpsrjaj  Xe-1j2j  Xpsigaj

X X X
I Ip.j Ip,j

Figura 36 — Representacdo das grandezas envolvidas na equacdo auxiliar em uma célula
arbitraria da grade interna I unidimensional para o método CSG-SD-CN.

—t i

As equagdes auxiliares, (155) e (156), expressam os fluxos angulares ©,, , .

Y . ~ . . P . . T
Yy, Nas diregdes angulares discretas (pi,, 7,,) mediados nas células espaciais ), e

e

I}, através da ponderacdo dos fluxos angulares incidentes e emergentes nestas célu-

las, definidos nas arestas x,11/2; € ¥;4+1/2, adicionando a uma funcdo que denota a
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Figura 37 — Representacdo das grandezas envolvidas na equacdo auxiliar em uma célula
arbitrdria da grade interna /¥ unidimensional para o método CSG-SD-CN.

contribui¢do dos termos de fuga transversal, (154) e (147). Os parametros espectrais,
O, € 04, ,, compreendem os pesos utilizados na ponderacio dos fluxos angulares nas
arestas das células e preservam a solugdo da componente homogénea no interior da
célula. Ja os parametros espectrais, @mz j € ém ij» preservam a componente particular
da solugdo no interior das células /77, e I'/,. Portanto, os parametros 67, ,,, ©Y, ,
émm preservam a solugdo analitica geral das equag¢des Sy unidimensionais integradas
transversalmente, (116) e (117).

Gmije

m,n’

Para calcularmos os pardmetros Oy, ,,, 0%, ., Gy j € Gy ; j de forma a preservarem

m,n’

incondicionalmente a solucdo analitica geral das equagdes Sy integradas transversal-

mente, (116) e (117), no interior das células espaciais I}; e I'/,,

(140) para a m-ésima direcdo do fluxo angular em uma celula espacial arbitraria 4; ;

consideramos a Eq.

dependente da varidvel = e y, respectivamente,

Tty <001 4 5#) M =R .
e 2/3 (9)e Th + L wigwn — Fuig,  (157)

4 [(Cgi’j + %) — 1:| n=1

M Tty ;Y (C()m. + BW)
wmz ZB a? (9p)e Pn + kegs ] Z Fr i jwn — Fm” (158)

Primeiramente, consideramos a solugdo analitica geral dependente de z, (157),
e a partir desta equagdo, obtemos expressdes para os fluxos angulares nas arestas e
para o fluxo angular médio no interior de uma célula espacial arbitréria I};;, o que
nos permite calcular os parametros espectrais 7, , e @m7i7j. Para isto, num primeiro
momento, substituimos na defini¢do (144) a Eq. (157) e obtemos uma expressao para o

fluxo angular médio no interior da célula espacial I} ; em x,
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L Ukas, (Vg Ttij Tpt1/2 Ttij"p—1/2
mpj E B~ Az (9%) e "% —e Uk +

k=1 p,i O ti.;

<C’0” eff) ] ZFn,z,]wn B, (159)

[(Co” ’fff)

agora, avaliamos a Eq. (157) nos extremos esquerdo z,_;,; e direito x,,,/; da célula
espacial I';; e obtemos as respectivas expressdes para os fluxos angulares na aresta

esquerda e direita desta célula arbitréria,

Vg1 /25 = Zﬁka (B)e T+ T éi ; :S> 72 ZFan — Py, (160)

Obtidas as expressdes (159) e (160) substituimos as mesmas na equagdo auxiliar
(155) e obtemos

B;,
Upak Tti,j TpF1/2 Ttijp=1/2 (COi,j + kefjc) Mo
ﬁk A.’,U € ﬁk - e ﬂk + B Fnﬂmjwn -
Z 06, 1] (¢, +£2) -1 anl
M M Tty i Tp—1/2 Tt; i Tp+1/2
X xr T
Frij= Z @mm Z Brar (V) e +e +
n=1 k=

~

1
Bm-> M
Asﬂ‘,jws — 2Fn,i,j + é\m,i,j- (161)

Keyy
2 |:<COZJ + %) — 1:| s=1

Para obtermos a expressdo que nos permite calcular o parametro espectral G, ; ;,

consideramos na Eq. (161) apenas os termos associados a componente particular da
solugdo analitica, isto é, aqueles que envolvem a fuga transversal F' na dire¢do y e

obtemos

- <Coz j & LJ ) M . M
Gm,i,j = L Fn i an 1—-2 Z @fn,n
4 CO, . + - n=1 n=1
I k ff

Frij+2 Z Or . Frij. (162)
Ainda na Eq. (161), consideramos somente os termos associados a componente homo-

génea da solucdo analitica, isto é, aqueles que independem da fuga transversal Fna

direcdo y, reorganizamos a equagdo resultante e obtemos
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T Ot Tpi1/2 Ot Ty 19
Zﬁmﬁk&m(ﬁk) . %Jﬁz / . mﬁz / _
FAT o
k=1 p.j-t,
M M Tty i Tp—1/2 Tt; ;i Tpt1/2
ﬂk @m,n&n (ﬂk) € Vk +e Vk ) (163)
k=1 n=1

que devera ser satisfeita para quaisquer valores das constantes arbitrdrias 57, k = 1: M,
portanto

Irpa® (U Tty "p+1/2 Ttij p 1/2 ti,jIP—l/Q Tty p+1/2
A+<) e "% —e E S % 4+e %k . (164)
O, .
Y2 7

Agora, multiplicamos a Eq. (164) por e % , onde z, representa o ponto médio da
$p71/2+x

célula espacial I77;, i.e., x, = =22 Em seguida, na equagio resultante, aplicamos
a defini¢ao A7 ; = 7,12 — x,_1/2 € a definigdo de tangente hiperbdlica, i.e., tanh(t) =
%, e obtemos
al (U5)v
()0 o [ 2 ’J Ttis Z@mn a( m=1:M. (165)
Ag,j Ot ;

Como mencionado anteriormente, em meios multiplicativos os autovalores 9,
podem assumir valores reais ou imagindrios puros, i. e, ¥y = =£iv,. Dessa forma, a
expressdo (165) deve ser utilizada para calcular apenas os parametros espectrais associ-
ados aos autovalores v}, reais. Para calcularmos os parametros espectrais associados aos
autovalores imagindrios puro, substituimos a expressao (133) na Eq. (165), atribuimos
Uy = *iv; e procedemos com uma andlise complexa identificando as partes real e ima-
gindria da equacdo resultante. Apods esta andlise complexa, obtemos as expressdes que
nos permitem obter os parametros espectrais associados aos autovalores imagindarios

puro +ivy, as quais aparecem na forma

T M
T Fom Apyjo-tiyj‘| T Mn
tan - OmnT 5 m=1:M. (166)
A;jati,j (M%l + 7]3) |: Q’Yk ; ) (M% + 7}%)
Tk b t”} '
tan mn m=1:M. (167)

Se fixarmos m em (165) ou (166) e (167) e variarmos k, k = 1 : M obtemos um sistema

linear com M equagdes que nos permite obter os valores das M incoégnitas ©F,,,n =1
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M correspondentes a dire¢do m fixada. Como forma de ilustracgdo, representamos este
sistema considerando apenas o calculo do parametros espectrais ©y, ,, associados aos

autovalores reais ¥, na forma matricial A - z = b, onde

ai (V) az (V1) - afy (V) af; (1)
ai () az(va) -+ afy (V) ajy(02)
é — . . . . . , (168)
ai(Wn-1) a5(Wn-1) -+ a1 (In-1) af(Var)
ai(Wn)  ay(Wn) - af o (On)  af (D)
R
O.2
x = : (169)
O 1
M
ap (91)9 ATt
A;,j;ti; tanh [A}]ﬁl J:|
aZ (92)09 p,i %t
Ai,j;ti; tanh |: pzjﬁz J:|
b= : (170)
am (In—1)9n— ALt
e o | S
a5, (91)9 Byt
K tanh [ Z555|

Ressaltamos que, em caso de autovalores imagindrios puro, £iv, as equagdes (166) ou
(167) devem substituir a equagao (165) neste sistema.

As equagdes (165) ou (166) e (167) podem ser vistas como um conjunto de M
sistemas lineares, quando variamos m = 1 : M. A solugdo desses sistemas nos fornece
M? valores para as M? incognitas O, ,, m,n = 1 : M, que consideramos entradas
para a matriz ©¢ com dimensdes M = M. Devido, a quadratura de nivel utilizada na
discretizacdo das variaveis angulares da equagao de transporte (45) para problemas
bidimensionais, a matriz ©¢ compostas pelos parametros espectrais ©;, ,,, m,n =1: M,

é considerada uma matriz simétrica por blocos 4 = 4, vide Figura (38).

Seguindo um procedimento similar ao descrito para obtermos os pardmetros
espectrais ©7, , e G, ; j, obtemos as expressdes que nos permite calcular os pardmetros
espectrais ©Y, , e G, ; ;. Primeiramente, substituimos na definigao (151) a Eq. (158) e
obtemos uma expressao para o fluxo angular médio no interior da célula espacial /7, na

direcdo y, em seguida avaliamos a Eq. (158) nos extremos superior e inferior da célula
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espacial I}, i.e., y,+1/2, € obtemos as expressdes para os fluxos angulares nas arestas
desta célula espacial. As expressdes obtidas para os fluxos localizados no interior e nas

arestas da célula Fiyq aparecem respectivamente na seguinte forma

gy s Ukal, (V%) ( TtijYat1/2 "fi,qu—l/?)
E e Uk —e Y +
k Ay

qOti,;

(OOM. + Bgff)

> o~ Pt ary
[(COZ ik ff) }
- M Tti VT2 < ot ) 2
Um,igF1/2 = Z ﬁza%(ﬁk)e g, + Z Frijwn — Faig, (172)
k=1 4 [(Coi’j * keff) ]

Agora, substituimos as expressdes (171) e (172) na Eq. (156), onde na equagdo resultante,
desconsideramos os termos que independem da fuga transversal em z e obtemos a

seguinte expressdo que nos permite calcular o parametro espectral G, ; ;

Keys

ém,i,j = ; [(gzj - kefS) ] ZFnzgwn (1 — 25;@%@)

M

—Foij+2) 0% Fuij. (173)

n=1

Para calcularmos o parametro espectral ©Y, ,, ainda na equacédo resultante da

m,n’

substituicdo anterior, omitimos os termos dependentes da fuga transversal em z e

obtemos uma equacdo que serd satisfeita para quaisquer valores de 5, k = 1: M se

19kay 19k TtijYa+1/2 szq 1/2 t,-yqu71/2 95 jYq+1/2
A+<) e " —e E Oy, ,au (V) e Ok . (174)
s O¢. .
1,9 3

Tt; 594

Na Eq. (174), multiplicamos cada termo pore 7+ ,eem seguida, aplicamos na equagdo

resultante a defini¢do Aﬁ{ ¢ = Yqr1/2 — Yg-1/2 € a defini¢do de tangente hiperbdlica. Apos
estas manipulagdes algébricas, obtemos a seguinte equacao para valores arbitrdrios de

mek

Y
a¥, (05,) V% tanh{ i t”] Z@ a(0y) m=1:M. (175)

Yy m,n n
i,qo—tz‘,j 219k
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A expressao (175) deve ser utilizada para calcular apenas os parametros es-
pectrais associados aos autovalores 9}, reais. Os parametros espectrais associados aos

autovalores imagindrios puro, +iv;, sdo obtidos pelas seguintes expressdes

) A o1 w
- tan | —2L ”1 m=1:M. (176)
Aot (03, + ) { 2%k Z SUH + (1R +2)
v Ao, =
k 1,q 7 Li,j
tan m=1:M. (177)
Aot (05, + 7 { 27k } Zl "+ vk)

Os M sistemas lineares, obtidos da variagdo de m = 1 : M nas equagdes (175) ou
(176) e (177), nos fornece uma matriz ©¥ com dimensdes M x M, cujos elementos sdo
os valores dos parametros espectrais ©Y, ,, m,n = 1: M. Analogamente a matriz ©% a
matriz ©Y é considerada uma matriz simétrica por blocos 4 x 4. A Figura 38 ilustra a

simetria das matrizes ©% e ©Y.

AT B M| MM
e = v s ey
=" asr = MM MM
—4| 4 -3 473 44

Figura 38 — Representacdo das matrizes simétricas por blocos 4 z 4.

Ap6s descrevermos as equagdes auxiliares (155) e (156) e calcularmos os para-
metros espectrais para preservar as solug¢des analiticas das equagdes integradas trans-
versalmente, nossa préxima etapa no desenvolvimento do método CSG-SD-CN sera
descrever as equagdes de varredura que compdem o esquema numérico de varredura
ou método iterativo utilizado para solucionar os sistemas soltiveis e determinados dos
problemas Sy unidimensionais em z e y. Para a direcdo x o sistema é formado pelas
equagdes de balanco espacial (142), pelas equacdes auxiliares (155), e pelas condicoes
de contorno na fronteira esquerda e direita. Por outro lado, para a dire¢do y o sistema
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é formado pelas equagdes de balango espacial (149), pelas equagdes auxiliares (156), e

pelas condicdes de contorno na fronteira inferior e superior.

4.5 Equagdes de varredura

Dentre os esquemas numéricos de varredura existentes, escolhemos o esquema
de iteracdo da fonte modificado, SI modificado (ABREU, 1996), para a solugdo eficiente
dos sistemas de equagdes lineares e algébricas obtidos da discretizagdo espacial e
angular da equagdo de transporte. A principal vantagem do esquema SI modificado é
sua aplicabilidade a problemas unidimensionais com equagdes auxiliares acopladas,

permitindo resolver o problema sem recorrer a varredura NBI.

Diferentemente do esquema iterativo SI tradicional, onde a aproximagao para
os fluxos angulares emergentes de uma célula espacial arbitrarial}; ou I}, na direcao
angular m é obtida em fungdo dos fluxos angulares incidentes nesta célula na prépria
direcdo angular m, o esquema iterativo SI modificado, devido ao acoplamento angular
nas equagdes auxiliares (155) e (156), obtém a aproximacédo para os fluxos angulares
emergentes em uma célula espacial arbitrdria na dire¢do angular m em fungdo dos
fluxos angulares incidentes e emergentes nesta célula em todas as M dire¢des angula-
res, com excec¢do dos proprios fluxos angulares emergentes na direcdo angular m. A
similaridade dos esquemas numeéricos iterativos SI tradicional e SI modificado esta
exclusivamente no tratamento explicito e invariancia das fontes de espalhamento medi-
adas nas correspondentes células espaciais em uma determinada iteragdo de varredura
para obtengdo dos fluxos angulares. Justamente por essa similaridade adotou-se a

denominacdo: esquema SI modificado (ABREU, 1996).

Em funcdo do acoplamento angular nas equagdes auxiliares (155) e (156), a
obtengdo das equagdes de varredura para o esquema numérico iterativo SI modificado
torna-se mais complexa que a obtencdo das equagdes de varredura para o esquema
iterativo SI tradicional. Portanto a seguir, descrevemos detalhadamente o processo para

obtencdo das equagdes de varredura que constituem o método iterativo SI modificado.

Em razdo da similaridade entre os problemas Sy unidimensionais dependentes
das variaveis z e y, a principio, descreveremos o procedimento para obtengdo das
equagOes de varredura do esquema iterativo SI modificado considerando apenas o
problema Sy dependente da varidvelz, e ao término deste procedimento replicaremos

as equagdes de varredura resultantes para o problema Sy dependente da varidvel y.

Inicialmente, consideramos a equagdo de balanco de ordem zero dependente
de 7, Eq. (142), como o ponto de partida para a derivacdo das equacdes de varredura.

Primeiro substituimos na Eq. (142) a equagdo auxiliar (155) e obtemos
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v v, S

m,p+1/2,7 — Wmp—1/2,j " ~ ~

. / ]l' : / ’ + Z @m,n <¢ﬂ,p71/2,j + wn,p+1/2,j> +
n=1

Ymp,j
Gm,i,j = ngcp’j + Sﬁm - Fm,i,j- (178)

Uma vez que estamos derivando equagdes de varredura para estimar os fluxos angulares
emergentes de uma célula espacial arbitréria I} ; na direcdo angular m, extraimos do
somatorio, presente na Eq. (178), os fluxos angulares referentes a m-ésima direcdo

angular e obtemos

1 o\ - 1 N\~
( — + 9m,m) Vmp+1/2,j — (x— - @m,m> Ymp-1/2,5 T
m,p,j Ymp.j
M ~ ~
Z @il,n <1/}n’p_1/27j + wn7p+1/21j> + vai:j = S?SC'CPJ + Sﬁp,j - Fm,iaj' (179)

n=1|n#m

Reorganizamos os termos na Eq. (179) e obtemos

(1+ a2, 08 ) Cnpriyog — (L= al, 08 ) Ynpory2g =

M
Oé;fl,m Sf’écpJ + S}Erp’j - Fm,i,j - Z @fn,n <¢n,p—1/2,j + ¢n,p+1/2,j) - Gm,i,j . (180)

n=1|n#m

A partir de Eq. (180) podemos obter as equagdes de varredura para o calculo dos
fluxos angulares emergentes em uma célula espacial arbitraria /77, na dire¢do angular
m. A depender do sentido de varredura, obtemos valores positivos e negativos para as

dire¢des angulares ji,,, dessa forma, temos duas alternativas:

e Para yi,,, > 0, explicitamos os fluxos angulares da Eq. (180) que emergem da

célula espacial arbitréaria I ; através da aresta direita x,1 /2, conforme Figura 36,

e obtemos
~ 1—a® .O% ~ a® .
mzp’] m,m m7p7] T
o = mop—1/2.7 [S +
w 7p+1/27] <1 + afﬂ7p7]@£[/7m) ¢ P 1/23.7 1 + Oé%jp,]@%’m SCP»J
M o~ o~
Sty = Fnig = O (Pnom1/2s + Unpiins) = G|+ (18D
n=1|n#m

e Para p,, < 0, explicitamos os fluxos angulares da Eq. (180) que emergem da célula

espacial arbitrdria I, através da aresta esquerda /5, conforme Figura 36, e
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obtemos
~ 14+ a® @w ol
wm,p—l/lj - ( mp’] o )wm,pﬂ/?u - e o [Sgc T+
l—aj ]G) l—ay, 08, P
CH Z ST +¢n,p+1/2,j) — Gyl (182
n=1|n#m

Como mencionado anteriormente, a obtencdo das equagdes de varredura do
esquema iterativo SI modificado para solucionar o problema Sy dependente da varié-
vel y segue um procedimento andlogo a obten¢do das equagdes de varredura para o
problema Sy dependente da varidvel z. Dessa forma, tomamos a equacao auxiliar (156),
substituimos na Eq. (149) e obtemos

(1+amzq@%nm)$m,ivq+1/2_(1_ gnzq mm)wmiq 1/2 —

Upmig |Ssci, + 58, — Finij — Z o, (%,i,q—l/z + %z‘,q+1/2) — Gmig| - (183)

n=1|n#m

As equag0es de varredura para a aproximacao dos fluxos angulares emergentes na célula
espacial arbitraria I'/, na direcdo angular m, podem ser obtidas a partir de Eq. (183),
onde a depender do sentido de varredura, obtemos valores positivos e negativos para

as dire¢des angulares 7,,. Dessa forma temos duas alternativas a considerar:

e Para 7, > 0, explicitamos os fluxos angulares da Eq. (183) que emergem da célula

espacial arbitraria Fy através da aresta superior y,.1/2, conforme Figura 37, e

obtemos
’QZ 1- &m,z,q@%l m\ 7 + alr/n,i,q [Sy +
m,i,q+1/2 — 1+ am 1 q@%z,m 1/471,1,!1*1/2 1+ m . q@% " SCiq
S%i,q m 4,7 Z @ (@Z}n,i,qfl/Q + wn,i,q+1/2> - Gmﬂ',j ; (184)
n=1|n#m

e Para 7, < 0, explicitamos os fluxos angulares da Eq. (183) que emergem da célula

espacial arbitraria Fiyq através da aresta inferior 3,2, conforme Figura 37, e

obtemos
—~ 1+a? . Y ay :
] _ m,i,q ~ m,m ) - m,i,q Sy
wmﬂ"q_l/z ( 1 m Z q@ ) wm,z,q—}—l/Q 1 m Z q@ |: Sci,q+
S]gi“iyq m,m Z @ (wn,i,q—l/Q + wn,i,q—i—l/Q) - Gmﬂ',j . (185)

n=1|n#m
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As Egs. (181), (182), (184) e (185) sdo as respectivas equagdes de varredura que
constituem o esquemas numéricos iterativos SI modificado para solugao dos sistemas
de equagdes lineares e algébricas dos problemas Sy unidimensionais dependentes das

variaveis x e y.

Por fim, na préxima e tltima secdo deste capitulo apresentamos um algoritmo
computacional que organiza todas a ideias por trds do método de grades compostas
proposto neste trabalho. Este método integra os fundamentos do método espectro nodal
SD unidimensional com uma aproximagdo constante para o termo de fuga transversal na
regido, e uma discretizagdo em dois estdgios. O mesmo pode ser utilizado para resolver
problemas de autovalor em ordenadas discretas Sy para dominios bidimensionais a

um grupo de energia e com fonte de espalhamento isotrépica.

4.6 Algoritmo computacional

O algoritmo que apresentamos a seguir combina o convencional método itera-
tivo de poténcia (BURDEN; FAIRES, 2010), cujo objetivo é obter uma estimativa para
o autovalor dominante k.s; da formulagdo de ordenadas discretas Sy do problema
bidimensional até que um critério de convergéncia prescrito seja atingido, ao esquema
numérico iterativo SI modificado que resolve iterativamente os sistemas de equagdes
lineares e algébricas dos problemasSy unidimensionais dependentes das varidveisr e
Yy, cujo objetivo é obter estimativas para os fluxos angulares emergentes nas M dire¢des
angulares em todas as células das grades espaciais internas até que um determinado
critério de convergéncia pré-fixado seja alcangado. Ademais, como os problemas uni-
dimensionais encontram-se acoplados pelos termos de fuga transversal, um esquema
iterativo de dire¢des alternadas deve ser utilizado até que a convergéncia nos termos de
fuga seja satisfeita.

A Figura 39 mostra os principais passos do algoritmo computacional do método
CSG-SD-CN, onde ap6s realizarmos a leitura dos dados de entrada, fazemos as devidas
inicializa¢des das grandezas envolvidas tais como k. e os fluxos escalares médios ¢
nas células das grades internas em I'™* e I'Y e na grade externa /. Na proxima etapa do
algoritmo computacional entramos em um processo iterativo de nivel 1 para estimar o
autovalor dominante do problema Sy bidimensional, onde o primeiro passo é determi-
nar o espectro das equagdes Sy unidimensionais, i. e., seus autovalores e autovetores
associados, () e ¥, bem como calcular os parametros espectrais da solu¢ao homogénea
©" e ©Y utilizados nas equagdes de varredura dos esquemas numéricos iterativos SI
modificado para os problemas unidimensionais. O préximo passo é calcular os termos
de fuga transversal na regido e o parametro espectral G na direcdo y, em seguida, entra-

mos em um outro processo iterativo de dire¢des alternadas em um segundo nivel para
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estimar os termos de fuga transversal em x e y. Ap6s calcular uma estimativa para a
fuga, entramos no processo iterativo de nivel 3 associado a varredura SI modificada e
utilizado para obter aproximagdes para os fluxos angulares emergentes vapﬂ /2, Nas
M direc¢des angulares em todas as células da grade espacial interna em z até que um
determinado critério de convergéncia pré-fixado seja alcancado. No momento em que
alcancamos a convergéncia para as aproximagdes dos fluxos angulares emergentes em
1, passamos a calcular os termos de fuga transversal na regido e o parametro espectral G
na diregdo z, agora, alternamos as dire¢des dos calculos da direcdo x para a diregdo y no
processo iterativo de nivel 2, e a partir de entdo, entramos em outro processo iterativo
de nivel 3 para realizar as varreduras em todas as células da grade espacial interna na
diregdo y, onde obtemos aproximagdes para os fluxos angulares emergentes @myi,qﬂ /2
nas M dire¢des angulares até atingirmos um determinado critério de convergéncia
prescrito. Terminado o processo iterativo anterior, passamos a verificar a convergéncia
para os termos de fuga transversal, caso o critério de convergéncia ainda ndo seja al-
cancado, repetimos todas as instru¢des do segundo e terceiro nivel até que este critério
seja alcancado. Neste ponto, alcancado o critério de convergéncia para a aproximacao
dos termos de fuga transversal, calculamos o coeficiente efetivo de multiplicacdo k.sf e
verificamos a convergéncia deste, onde caso ainda ndo tenha alcancado o critério de
convergéncia, voltamos ao primeiro passo que determina os parametros espectrais e
repetimos todas as instrug¢des em todos os niveis até que a convergéncia no k.sy seja

alcancada.

Os Algoritmos 1 e 2 detalham os passos do esquema iterativo de varredura SI
modificado para os problemas Sy unidimensionais nas dire¢desz e y respectivamente,

associados ao processos iterativos de nivel 3 do algoritmo representado na Figura 39.

Neste ponto, podemos utilizar os algoritmos descritos (Figura 39, Algoritmos
1 e 2) para avaliar o desempenho computacional do método CSG-SD-CN a partir do
numero de operagdes aritméticas de ponto flutuante (NOF) necessdrias para resolver o
problema. Comegamos avaliando o NOF para resolver os problemas unidimensionais

utilizando a varredura SI modificado, ou seja, Algoritmos 1 e 2

e Em uma equagéo de varredura, considerando uma célula espacial arbitraria I,
y -
ou [}, em uma direcdo angular m qualquer, temos
- adicdo/subtracdo: 2M + 5 operagdes; e,

— multiplicagdo/divisdo: M + 6 operagdes;

e Em uma célula espacial arbitraria 7 ; ou I,

b considerando as M dire¢des angula-

res, obtemos

— adigdo/subtragdo: 2M? + 5M operagdes; e,
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— multiplicagdo/divisdo: M? + 6M operagdes;

e Em todas as células espaciais I';;,p=1: Poul},q=1:(Q, considerando as M

,L7q’

dire¢des angulares em cada célula,

- adicdo/subtragdo: P(2M? + 5M) ou Q(2M? + 5M) operagdes;
— multiplicagdo/divisdo: P(M? + 6M) ou Q(M? + 6 M) operagdes.

Algoritmo 1: CSG-SD-CN - VARREDURA SI MODIFICADA NA DIRECAO z
Entrada: Grandezas que constituem as equagoes de varredura do problema Sy dependente

da variéavel z.

Saida: Estimativas para os fluxos angulares emergentes meil /2, Na diregdo z.
inicio
Diregdes positivas (1 > 0)
paraj=1:J faca
parap =1: P faca
param = 1: M/4 (1° Quadrante) faga

‘ Calcular Jm}pﬂ/g’j; Utilizar Eq. (181)
fim
param = 3M /4 +1: M (4° Quadrante) faca

| Calcular 9, 4 1/2,; Utilizar Eq. (181)
fim

fim

fim
Dire¢des negativas (1 < 0)
paraj=1:J faca
parap = P : 1 faca
param = M/4+1:3M/4(2° e 3° Quadrantes) faga
Calcular {/;,,n,p_l /2,5, Utilizar Eq. (182)
fim
fim

fim
fim
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Algoritmo 2: CSG-SD-CN - VARREDURA SI MODIFICADA NA DIRECAO y

Entrada: Grandezas que constituem as equagdes de varredura do problema Sy dependente

da variével y.
Saida: Estimativas para os fluxos angulares emergentes @m7i7qi1 /2 na direcdo y.
inicio
Diregdes positivas (1 > 0)
parai=1:1 faca
parag=1:(Q faca
param = 1: M/2 (1° e 2° Quadrantes) faca
‘ Calcular ﬁmmqﬂ s2; Utilizar Eq. (184)
fim
fim

fim
Direcoes negativas (n < 0)
parai =1:1 faca
parag =@ : 1 faca
param = M/2+1: M (3° e 4° Quadrante) faca
‘ Calcular @mmq_l /2, Utilizar Eq. (185)
fim
fim

fim

fim

Adicionalmente ao NOF das equagdes do esquema de varredura SI modificado,
temos o NOF para os calculos dos termos de fuga transversal da regido e os parametros

espectrais GG e G nas dire¢des z e y respectivamente:

e NOF para os calculos dos termos de fuga transversal da regido em = ou y,

- adicdo/subtragdo: M operagdes;

— multiplicagdo/divisdo: 2M operagdes;
e NOF para os parametros espectrais G ou G,

— adicdo/subtragdo: 2M + 2 operagdes;

— multiplicagdo/divisdo: 2M + 5 operagdes;

Portanto, considerando as equagdes do esquema de varredura SI modificado
adicionados aos calculos dos termos de fuga transversal da regido e dos parametros
espectrais G e G nas dire¢des x e y respectivamente como opera¢des dominante do
algoritmo representado na Figura 39, o NOF total deste algoritmo é pode ser descrito

como
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Entrada de dados

Inidalizacio

Nivel 1
Determinar espectro (autovalores e autovetores) e parametros espectrais

Nivel 2
Calcular termos de fuga transversal e termo da solucdo particular em y

Nivel 3

Varredura no eixo x para obter os fluxos angulares emergentes

Convergénda do fluxo
angular em x

Calcular termos de fuga transversal e termo da solucio particular em x

MNivel 3
Varredura no eixo y para obter os fluxos angulares emergentes

Convergénda dos
termos de fuga transversal ’
emxey

Sim

Calaular o coefidente efetivo de multiplicacio

Nae

Convergénda do coeficiente
efetivo de multiplicacao

Resultados numéricos

Figura 39 — Algoritmo computacional do método CSG-SD-CN.
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e adicdo/subtracdo:
Iy Truga{! pruzo, [J - P(2M? +5M)] + I fiuao, [1 - Q(2M?* +5M)] + (1 J) - (6M +4)};

e multiplica¢do/divisdo:
[keff : [Fuga{Ifluxoz [J : P(M2 + 6M)] + Iflumoy [[ ' Q((M2 + 6M>>] + (I ' J) ’ (8M + 1())}’

onde, I}, ,, é a quantidade de iteragdes necessdrias para a convergéncia do coeficiente

eff
efetivo de multiplicacdo, /5,4, é a quantidade de itera¢des necessdrias para a conver-
géncia dos termos de fuga transversal na regiao, e I juz0, € Ifiuso, S40 as quantidades de
iteragOes necessdrias para a convergéncia dos fluxos angulares emergentes nas dire¢des
x e y respectivamente. O nimero total de operac¢des, sem considerar a natureza da

operacdo, é obtido somando as duas expressdes anteriores.

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos matematicos e algoritmicos
do método CGS-SD-CN. Iniciamos o desenvolvimento com a discretizacdo em malha
grossa em nivel de regido, em seguida obtemos as equagdes Sy integradas transver-
salmente e introduzimos aproximagdes constantes para os termos de fuga transversal.
Usamos a técnica de andlise espectral para obter solu¢des analiticas gerais para as

equagdes integradas transversalmente.

A partir deste ponto as equagdes integradas transversalmente com aproximagdes
constantes representam problemas unidimensionais, em separado, discretizamos estes
problemas utilizando uma grade fina, e obtemos as equacdes de balango espacial de
ordem zero. As equagdes de balango espacial fornecem um sistema indeterminado, para
obtermos solugdo tnica introduzimos as equagdes auxiliares do método CSG-SD-CN.
Nas equagdes auxiliares aparecem parametros de ajuste que devem ser calculados de

forma que as solugdes analiticas gerais sejam preservadas.

As equagdes de balanco em conjunto com as equagdes auxiliares formam um
sistema soltvel e determinado, para resolve-lo usamos o esquema de varredura SI
modificado, que preserva a simplicidade do esquema SI tradicional, e a0 mesmo tempo
incorpora as estimativas mais recentes dos fluxos emergentes na equagdo de varredura.
Depois, mostramos um algoritmo computacional iterativo de trés niveis, que combina o
método da poténcia com um esquema de dire¢des alternadas e as equagdes de varredura
para convergir a solucdo do problema. Por tltimo, obtemos uma expressdo que permite
estimar o desempenho computacional do método a partir do nimero de operacdes

aritméticas de ponto flutuante.

No préximo capitulo resolvemos problemas modelos em dominios homogéneos

e heterogéneos visando caracterizar o método CSG-SD-CN proposto neste capitulo.
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5 Resultados e Discussao

Dedicamos este capitulo a apresentacdo dos resultados obtidos por meio do
desenvolvimento e implementacdo do método de grades compostas proposto neste
trabalho. A fim de quantificar a precisdo e desempenho computacional do método
de grades compostas, realizamos simula¢des computacionais para quatro problemas
modelos, também conhecidos como (benchmarks), e apresentamos através de graficos
e tabelas comparativas os resultados numéricos gerados a partir dos experimentos
destes benchmarks. Os métodos DD e SD-SGF-CN foram utilizados como referéncias
para avaliar a precisdo e desempenho computacional, respectivamente. Dentre os quatro
problemas modelos, dois deles sdo caracterizados como homogéneos, onde as propri-
edades fisicas sdo constantes em toda a extensdao do dominio de interesse. Os outros
dois problemas sdo caracterizados como heterogéneos, i. e., 0 dominio de interesse é

composto por diferentes propriedades fisicas.

Na segdo 5.1, apresentamos e discutimos os resultados numéricos dos experi-
mentos computacionais que envolvem os dois problemas homogéneos, cujo objetivo é
validar o c6digo computacional implementado para o CSG-SD-CN, i. e., serve como um

prototipo ou etapa intermedidaria para resolver os problemas heterogéneos.

Na secao 5.2, apresentamos e discutimos os resultados numéricos obtidos apenas
para simulagdes computacionais sobre problemas heterogéneos, cujo objetivo é simular

tarefas tipicas de engenharia nuclear em reatores nucleares de fissdo.

5.1 Problemas homogéneos

Nesta segdo, realizamos experimentos computacionais sobre dois problemas
homogéneos, que em decorréncia das condi¢des de simetria do problema, considera-
mos apenas 1/4 do dominio para realizar as simula¢des. Na Tabela 5 encontramos as
propriedades fisicas utilizadas em ambos os problemas homogéneos. Na tabela 6 apre-
sentamos os critérios para classificagdo das malhas em fina, média e grossa, segundo
o livre caminho médio do néutron na regido, o qual pode ser calculado seguindo o
procedimento descrito no Apéndice D. Ressaltamos que o critério de convergéncia
nos fluxos angulares nas grades internas para as dire¢des = e y foi um ntimero fixo
de iteracOes, considerando apenas uma iteragdo. O critério utilizado na convergéncia
dos fluxos angulares na grade externa, utilizados para o calculo dos termos de fuga de
néutrons, foi um uma tolerancia no desvio relativo de 10~°. Utilizamos como critério de
convergéncia para o coeficiente efetivo de multiplicagdo k. uma tolerancia no desvio

relativo de 107°%. A ordem da quadratura utilizada nas variaveis angulares discretizadas
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foi SQ.

Os resultados numéricos apresentados nesta secdo incluem o coeficiente efetivo
de multiplicagdo de ambos os problemas homogéneos, a corrente neta de néutrons nas
fronteiras do dominio, bem como o ntimero de iteragdes necessérios para a convergéncia

dos fluxos angulares nas fronteiras da regido e do coeficiente efetivo de multiplicacdo.

Tabela 5 — Propriedades fisicas para os problemas homogéneos

/ 0,25 0,05 0,22

Tabela 6 — Classificagdo das células espaciais da grade interna para os problemas homo-

géneos

Grossa >4
Média ~
Fina <4

5.1.1 Problema modelo A

O dominio de interesse utilizado para o experimento computacional do pro-
blema modelo A apresenta dimensdes de 32 cm x 32 cm representando 1/4 do problema
simétrico original, com condi¢des de contorno reflexivas (linha continua) para as fron-
teiras norte (superior), sul (inferior) e leste (direita) e condi¢do de tipo vacuo (linha
pontilhada) para a fronteira oeste (esquerda), uma representagdo do problema é ofere-
cida na Figura 40. Uma caracteristica deste problema é que as condi¢des de contorno
norte e sul sdo reflexivas o que fornece uma distribui¢do plana do fluxo em relagdo ao
eixo y. Dessa forma, a aproximacgdo constante para a fuga transversal de néutrons na
regido é considerada uma aproximagdo precisa para este problema em particular, j& que
ndo hé variac¢des na distribui¢do do fluxo na direcdo vertical, pelo tanto as fugas sdo
nulas nesta diregdo. Este problema pode ser resolvido satisfatoriamente por um modelo
unidimensional. A razdo para simularmos este problema modelo é simplesmente a

validagdo o cédigo computacional desenvolvido para o método CGS-SD-CN.

A distribui¢do do fluxo escalar de néutrons no dominio para este problema nao
apresenta variagdes na dire¢do y, na dire¢do x os valores aparecem entre 1.75 n/cm? e
0.25 n/em?, os pontos com maior fluxo de néutrons encontram-se proximos a fronteira
leste que tem condigdo de contorno reflexiva. J4 o ponto com menor fluxo de néutrons

encontra-se proximo a fronteira oeste com condigdo de contorno véacuo.
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Figura 40 — Geometria e condi¢des de contorno do problema homogéneo A.

As Tabelas 7 e 8 apresentam os resultados numéricos obtidos para o problema
homogéneo A utilizando diferentes malhas de discretiza¢do. Na Tabela 7 mostramos os
resultados para coeficiente efetivo de multiplicagdo, bem como os ntimeros de itera¢des
necessdrios para a convergéncia do coeficiente efetivo de multiplicacdo e dos fluxos
angulares nas fronteiras da regido em cada malha. Na Tabela 8 oferecemos os resultados
para a corrente neta de néutrons pela fronteira oeste. Os valores de referéncia para as
grandezas de interesse foram obtidas com o método DD para uma malha fina de 64 x 64
células.

De acordo com a Tabela 7 podemos afirmar que os resultados obtidos pelo
CSG-SD-CN para o coeficiente efetivo de multiplicacdo sdo satisfatérios e se mostram
pouco sensiveis a variagdo nas dimensodes das células da malha mantendo seu valor
constante até a segunda casa decimal. Uma melhor compreensdo do comportamento
desta grandeza pode ser visto na Figura 41 onde apresentamos os desvios relativos com
relagdo a solugdo de referéncia. Na figura constatamos que o desvio relativo maximo
do coeficiente efetivo de multiplica¢do é limitado a 10~' % em uma malha contendo
células de 16 cm de comprimento, considerada uma malha grossa. A Figura 41 nos
mostra ainda que, o desvio relativo decresce de maneira significativa a medida que
afinamos a malha, onde chega a apresentar um desvio relativo de 10~* % em uma malha
contendo células de 1 cm de comprimento. Ao compararmos o método CSG-SD-CN

com o método DD e SD-SGF-CN, constatamos que o método multigrade oferece uma
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Tabela 7 — Resultados do k. ;s para o problema homogéneo A com diversas grades

2x2 (Grossa) SD-SGF-CN - -

2x2 (Grossa) DD 1,083495E+00 1,222321E-01 178
4x4 (Grossa) SD-SGF-CN 1,084833E+00 1,106173E-03 465
4x4 (Grossa) DD 1,084508E+00 2,885269E-02 331
8x8 (Média) SD-SGF-CN 1,084833E+00 1,106173E-03 587
8x8 (Média) DD 1,084745E+00 7,005764E-03 388
16x16 (Fina) SD-SGF-CN 1,084833E+00 1,106173E-03 729
16x16 (Fina) DD 1,084804E+00 1,667079E-03 414
32x32 (Fina) SD-SGF-CN 1,084833E+00 1,106173E-03 783
32x32 (Fina) DD 1,084818E+00 2,765433E-04 429

precisdo semelhante ao DD para todas as malhas, e uma menor precisdo que o método
SD-SGF-CN para malhas grossas. Este comportamento esta justificado na simplicidade
do problema homogéneo e por termos poucas fugas (apenas na diregdo x) o que provoca
que o fluxo varia suavemente facilitando a solugdo do problema para métodos com

aproximagdes grosseiras como as utilizadas no DD.

Tabela 8 — Resultados da corrente neta de néutrons na fronteira oeste do dominio para
o problema homogéneo A com diversas grades

2x2 (Grossa) DD 6,760409E+00 8,734556E+00

4x4 (Grossa) DD 6,345362E+00 2,058932E+00

8x8 (Média) DD 6,248275E+00 4,973822E-01

16x16 (Fina) DD 6,224180E+00 1,098378E-01

32x32 (Fina) DD 6,218370E+00 1,638962E-02
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Figura 41 — Desvio relativo do coeficiente efetivo de multiplicacdo k. ;s para o problema
homogéneo A com multiplas malhas.

Ao analisarmos a Tabela 8 observamos que o método CSG-SD-CN gera resultados
precisos para a corrente neta de néutrons na fronteira oeste (fugas), os resultados para
esta grandeza apresentaram sensibilidade as dimensdes da grade espacial, com desvios
relativos variando entre 1, 853642E + 01 (malha muito grossa) e 4, 519610E — 02 (malha
fina). Com relagéo ao coeficiente efetivo de multiplicagdo a sensibilidade a grade espacial
desta grandeza esta justificada no fato de ser um valor mais localizado associado apenas
a uma parte do dominio. Ao compararmos o método multigrade com o DD constatamos

que os resultados para a fuga de néutrons sdo semelhantes em relagdo a precisao.

Avaliamos o desempenho computacional do método CSG-SD-CN a partir do
numero de itera¢des (vide Tabela 7), observamos que excetuando o célculo com a grade
muito grossa, o método multigrade realiza menos iteragdes que os métodos SD-SGF-
CN e DD. Entretanto, como a quantidade de operacgdes realizadas pelos métodos em
cada iteracdo sao muito diferentes, oferecemos na Figura 42 o ntiimero de operagdes
de ponto flutuante executadas por cada um dos métodos nos experimentos numéricos
realizados. Podemos constatar, que o nimero de operacdes necessdrias para obter a
convergéncia no método CSG-SD-CN ¢ significativamente inferior quando comparado
com os métodos SD-SGF-CN e DD. Esta diminuigéo significativa se justifica na estratégia
do método multigrade de dividir o problema multdimensional em dois problemas
unidimensionais, levando a um menor ntiimero de incoégnitas e varreduras de transporte
mais simples. Podemos afirmar, que o método CSG-SD-CN oferece resultados precisos

para o problema homogéneo A com maior desempenho computacional.
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Figura 42 — Ntmero de operagdes aritméticas de ponto flutuante para o problema ho-
mogéneo A com multiplas malhas.

5.1.2 Problema modelo B

O dominio para o problema modelo B, é semelhante ao dominio do problema
modelo A, mantém as dimensdes de 32 cm x 32 cm representando 1/4 do problema
simétrico original, conforme Figura 43. Entretanto, utilizamos condi¢6es de contorno de
tipo vacuo nas quatro fronteiras do dominio, ao considerarmos a simetria do problema
teremos condi¢des de contorno vacuo nas fronteiras oeste (direita) e norte (superior),
e condi¢des de contorno reflexivas nas fronteiras este (esquerda) sur e (inferior), pelo
tanto este problema modelo é estritamente bidimensional, mais simplificado a uma
Ginica regido homogénea para validagdo do c6digo computacional desenvolvido para o
método CGS-SD-CN. Neste problema temos fugas em ambas as dire¢des espacias = e y

pelo que poderemos avaliar a influéncia da aproximagdo das fugas em nosso método.

A Figura 44 mostra a distribui¢do do fluxo escalar de néutrons no dominio, onde
podemos constatar que o ponto com maior valor do fluxo de néutrons encontra-se
préximo ao vértice formado pelas fronteiras oeste e sul as quais tém condigdes de
contorno reflexivas, sendo o valor maximo do fluxo superior a 2.2 n/cm?. Ja o ponto
com menor valor do fluxo de néutrons encontra-se préximo ao vértice formado pelas
fronteiras leste e sul com condi¢des de contorno vacuo, sendo o valor do fluxo menor
que 0.2 n/cm?. Esta distribuicdo de fluxo e as linhas de niveis que aparecem na figura

sdo consistentes com as condigdes geométricas e fisicas do problema.
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Figura 43 — Geometria e condi¢des de contorno do problema homogéneo B.
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Figura 44 — Distribui¢do bidimensional do fluxo escalar de néutrons no dominio do
problema homogéneo B.
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Nas Tabelas 9 e 10 oferecemos os resultados numéricos obtidos pelo método
CSG-SD-CN para o problema homodegeno B considerando malhas de diferentes di-
mensodes. Especificamente, na Tabela 9 apresentamos os resultados do coeficiente de
multiplicagdo efetivo e o ntimero de iteragdes para a convergéncia do método. Na Tabela
10 apresentamos os valores obtidos para a corrente neta de néutrons pelas fronteiras
leste e norte que tém resultados semelhantes devido a simetria em relacdo a diagonal
sudoeste-nordeste. As solugdes de referéncia para as grandezas de interesse foram
obtidas utilizando o método DD com uma malha fina de 64 x 64 células.

Tabela 9 — Resultados do k.; para o problema homogéneo B com diversas grades

2x2 (Grossa) DD 1,068050E+00 2,352954E-01 210

4x4 (Grossa) DD 1,069969E+00 5,604496E-02 380

8x8 (Média) DD 1,070423E+00 1,363761E-02 449

16x16 (Fina) DD 1,070534E+00 3,269290E-03 474

32x32 (Fina) DD 1,070561E+00 7,472662E-04 484

Ao analisarmos a Tabela 9 podemos afirmar que o método CSG-SD-CN gera
resultados precisos para o coeficiente efetivo de multiplicacdo, para todas as malhas con-
sideradas os desvios relativos atingem no maximo valores da ordem 10~'. Os desvios
relativos no célculo do k¢ para o problema modelo B para os trés métodos emprega-
dos nesta pesquisa foram plotados na Figura 45. Uma caracteristica importante deste
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problema, e a pouca sensibilidade dos resultados ao refinamento da malha fina, isto
é os desvios relativos permanecem praticamente constantes na medida que a malha
interna se torna mais fina. Entretanto, se refinamos a malha externa, isto é introduzimos
mais regides na malha grossa, se observa um aumento da precisdo dos resultados. Este
comportamento esta justificado na aproximagdo das fugas nos métodos multigrades,
que ocorre na malha de regido, e ja tinha sido observado em método multigrades para
problemas de fonte fixa (DOMINGUEZ et al., 2010). Ao compararmos o método CSG-
SD-CN com os método SD-SGF-CN e DD, observamos que para malhas muito grossas
os resultados do método multigrade apresentam precisdo semelhante aos métodos
de grade tnica, ja para malhas intermediarias e finas os métodos de grade tnica se
mostram mais precisos. Este resultado é consistente com os fundamentos do método de
grades compostas, onde um refinamento da grade interna nao influi na precisdo dos

resultados.

10 T T T 7

#-# CSG-5D-CN (1 Regida)

1 +- —+ CSG-5D-CHN (4 RegiGes)
C5G-5D-CN (16 Regibes)

G DD

10° LA SD-SGF-CIN

10

Desvio Relativo (%)
%

Malha

Figura 45 — Desvio relativo do coeficiente efetivo de multiplicacdo k., para o problema
homogéneo B com multiplas malhas.

A partir da Tabela 10 podemos constatar que o método CSG-SD-CN obtém
resultados satisfatérios para a corrente neta nas fronteiras norte e leste do dominio
de célculo. Os resultados para as fugas no dominio apresentam um comportamento
similar aos obtidos para o coeficiente efetivo de multiplicacdo. Entretanto, observamos
que a precisao dos mesmos é inferior com desvios relativos que no pior caso chegam a
10!, também apresentam uma maior sensibilidade as mudangas das grades externas e
internas. Reafirmando que o método multigrade tém maiores problemas com grandezas

localizadas.
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Tabela 10 — Resultados da corrente neta de néutrons nas fronteiras norte e leste do
dominio para o problema homogéneo B com diversas grades

2x2 (Grossa) DD 6,543081E+00 8,653722E+00

4x4 (Grossa) DD 6,150288E+00 2,037045E+00

8x8 (Média) DD 6,057425E+00 4,963911E-01

16x16 (Fina) DD 6,034669E+00 1,188551E-01

32x32 (Fina) DD 6,029096E+00 2,639566E-02

Por ultimo avaliamos o desempenho computacional do método CSG-SD-CN na
resolucdo deste problema, para isso apresentamos na Figura 46 o numero de operagdes
de ponto flutuante de cada método para alcangar a convergéncia nas malhas utilizadas
nos experimentos numéricos. Adicionalmente, consideramos o namero de iteragdes
reportado na Tabela 9. Podemos afirmar, que o método CSG-SD-CN precisa menos ope-
ragdes de ponto flutuante que o método SD-SGF-CN para todas as malhas consideradas.
Ao comparar, com 0 método DD observamos um custo semelhante para malhas grossas
e um custo inferior para malhas finas. Em resumo, de forma geral o método de grades
compostas oferece resultados precisos com menor custo computacional. Ressaltamos
que por analisarmos um problema homogéneo o fluxo varia suavemente e o método
DD alcanga resultados precisos, este comportamento ndo é reproduzido em problemas

mais complexos.
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Figura 46 — Ntmero de operagdes aritméticas de ponto flutuante para o problema ho-
mogéneo B com miltiplas malhas.

5.2 Problemas heterogéneos

Nesta secdo, realizamos simula¢des computacionais para dois problemas hetero-
géneos, o primeiro deles uma generalizacdo bidimensional de um problema reportado
em (ABREU, 1996), o segundo foi adaptado de um problema disponivel em (FILHO,
1999). Os critérios de parada utilizados nas diversas etapas do processo iterativo sdo
semelhantes aos utilizados nos problemas homogéneos, isto é, o critério de convergéncia
nos fluxos angulares nas grades internas foi apenas uma iteragdo. O critério utilizado
na convergéncia dos fluxos angulares na grade externa foi um uma tolerancia no desvio
relativo de 107°. Ainda, utilizamos como critério de convergéncia para o coeficiente
efetivo de multiplicagdo k.r; uma tolerancia no desvio relativo de 107, A ordem da
quadratura para discretizacdo de das varidveis angulares foi N = 2, ou seja a formulac¢do
Ss.

Os resultados numéricos apresentados nesta se¢do incluem o coeficiente efetivo
de multiplicacdo, a densidade de poténcia em algumas das regides do dominio, que
pode ser obtida seguindo o procedimento descrito no Apéndice C, o nimero de iteracdes
necessdrio para alcangar a convergéncia dos fluxos angulares nas fronteiras da regido
e do coeficiente efetivo de multiplicacdo, e o nimero de operag¢des de ponto flutuante
para encerrar o processo iterativo. Os resultados do método de grades compostas sao
comparados aos métodos SD-SGF-CN e DD visando avaliar precisdo e desempenho

computacional.
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5.2.1 Problema modelo A

O dominio de interesse associado ao problema heterogéneo A apresenta quatro
regides materiais diferentes com dimensdes totais de 150 x 150 cm, representando a
metade do problema simétrico original, com condi¢des de contorno reflexivas (linha
continua) para as fronteiras norte (superior), sul (inferior) e leste (direita) e vacuo
(linha pontilhada) para a fronteira oeste (esquerda), a geometria do problema pode
ser visualizado na Figura 47. Na Tabela 11 listamos as propriedades fisicas das regides
do problema, e na Tabela 12 mostramos as classifica¢des da grade espacial segundo as

dimensoes das células.

Este problema pode ser considerado um meio infinito na direcdo y pelo que as
grandezas do k. e a distribuigdo de fluxo neutroénico se correspondem com os valores
do problema unidimensional equivalente. Dessa forma, a aproximagdo constante para
a fuga transversal de néutrons na regido é considerada uma boa aproximacdo para
este problema em especifico, ja que ndo hd variag¢des na distribui¢do do fluxo préximo
a fronteira de fuga de cada regido. A razdo para simularmos este problema modelo
é simplesmente a validacdo o cédigo computacional desenvolvido para o método

CGS-SD-CN para problema heterogéneos.

reflexiva
150 ,
! =-==- vicuo
A R R R divisdo de regides
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I
i
I
1
E I i
0 20 70 100 150

Figura 47 — Geometria e condi¢des de contorno do problema heterogéneo A.
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Tabela 11 — Propriedades fisicas para problema heterogéneo A

/ 0,3691 0,3371 0,0000
I 0,1200 0,0100 0,0800
i 0,2500 0,0100 0,2500
v 0,2500 0,0500 0,2200

Tabela 12 — Classificacdo das células espaciais da grade interna para o problema hetero-

géneo A

Grossa >8
Média [4;8]
Fina <8

As Tabelas 13 e 14 apresentam os resultados numéricos obtidos pelo método CSG-
SD-CN para o problema heterogéneo A considerando grades de diversas dimensdes. Em
particular, a Tabela 13 mostra os resultados para coeficiente efetivo de multiplicacdo e o
nimero de iteracdes necessario para atender os critérios de convergéncia estabelecidos.
Na Tabela 14 apresentamos os valores de densidade de poténcia da na regido (d), que
corresponde a regido com maior densidade de poténcia. As solugdes de referéncia para
as grandezas de interesse foram geradas com o método DD para uma malha fina de 300

x 300 células.

De acordo com a Tabela 13 podemos afirmar que o método de grades compostas
com aproximacao constante gera resultados precisos para coeficiente efetivo de multipli-
cacdo para todas as grades consideradas. Os desvios relativos sdo inferiores a 7, 8£ — 03
valor obtido para uma uma malha contendo células de 10 cm de comprimento, conside-
rada uma malha grossa. Na medida que refinamos a malha interna os desvios diminuem
suavemente alcancando o valor 10~* % em uma malha contendo células de 1 cm de
comprimento. Os valores dos desvios relativos em funcdo dos tipos de malha aparecem
na Figura 48, conforme esperado os resultados se mostram pouco sensiveis a variagdo
nas dimensodes das células da malha mantendo a precisdo até a quarta casa decimal
para uma malha contendo células com 6 cm de comprimento. Observamos no gréfico
que para malhas grossas o método CSG-SD-CN gera resultados de aproximadamente a
mesma precisdo que o métodos SD-SGF-CN.
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Tabela 13 — Resultados do k. para o problema heterogéneo A com diversas grades

15x15 (Grossa) DD 1,094985E+00 3,835522E-03 9759

25x25 (Média) DD 1,095015E+00 1,095863E-03 8975

30x30 (Média) DD 1,095017E+00 9,132195E-04 8986

50x50 (Fina) DD 1,095024E+00 2,739658E-04 9012

75x75 (Fina) DD 1,095026E+00 9,132195E-05 9006

150x150 (Fina) DD 1,095027E+00 0,000000E+00 9012

107

#-% CSG-SD-CN
1078 &-© DD
20 A SD-SGF-CN

T T T T
-

Fiot

107

Desvio Relativo (%)

107

/

Figura 48 — Desvio relativo do coeficiente efetivo de multiplicacdo k. s para o problema
heterogéneo A com multiplas malhas.
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Tabela 14 — Resultados da densidade de poténcia na regido (d) para o problema hetero-

géneo A com diversas grades

1x15x15 (Grossa) CSG-SD-CN 9,233645E+01 1,603642E-01
15x15 (Grossa) DD 9,228906E+01 2,016102E-01
1x25x25 (Média) CSG-SD-CN 9,243377E+01 4,5612547E-02
25x25 (Média) DD 9,241403E+01 6,647166E-02
1x30x30 (Média) CSG-SD-CN 9,244196E+01 3,626907E-02
30x30 (Média) DD 9,243057E+01 4,858584E-02
1x50x50 (Fina) CSG-SD-CN 9,246471E+01 1,166796E-02
50x50 (Fina) DD 9,246042E+01 1,630702E-02
1x75x75 (Fina) CSG-SD-CN 9,247077E+01 5,114868E-03
75x75 (Fina) DD 9,246896E+01 7,072143E-03
1x150x150 (Fina) CSG-SD-CN 9,247464E+01 9,299760E-04
150x150 (Fina) DD 9,247419E+01 1,416591E-03

Analisando a Tabela 14 constatamos que os resultados gerados pelo método
CSG-SD-CN para a densidade de potencia na regido (d) apresentam boa precisdo, os
maiores desvios aparecem para uma malha grossa com células de 10 cm e sdo da ordem
de 1,5F — 01. Adicionalmente, plotamos os desvios relativos no cdlculo da densidade
de potencia na Figura 49. Para esta grandeza a precisdo dos resultados mostrou uma
influencia maior das dimensdes da malha espacial, atingindo uma precisdo de 9, 2E — 04
para uma grade fina com células de 1 ¢m de comprimento. Este comportamento é
consistente com as caracteristicas dos métodos de grades compostas onde as dimensdes
de grade tém maior influéncia no calculo de grandezas localizadas. Adicionalmente,
destacamos que os resultados gerados pelo método CSG-SD-CN sédo superiores ao
obtidos pelo DD para todas as malhas consideradas, neste problema onde temos maiores
gradientes do fluxo de néutrons o método DD apresenta dificuldades para gerar bons
resultados.

Para avaliar o desempenho computacional do método proposto apresentamos
na Figura 50 o numero de operag¢des de ponto flutuante consumidas pelos métodos
CSG-SD-CN, SD-SGF-CN e DD na resolugado do problema heterogéneo A para as malhas
propostas. Observamos que em todos as malhas consideradas o numero de operagdes
do método de grades compostas é muito menor que nos métodos de grade tnica.
Adicionalmente, se considerarmos o numero de itera¢des apresentado na Tabela 13
destaca-se em todos os casos um menor numero de itera¢des para o método CSG-SD-
CN. Podemos afirmar que o método CSG-SD-CN apresentou um melhor desempenho

computacional na resolucdo do problema heterogéneo A.
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Figura 49 — Desvio relativo da densidade de poténcia na regido (d) para o problema
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Figura 50 — Ntmero de operagdes aritméticas de ponto flutuante para o problema hete-

rogéneo A com multiplas malhas.
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5.2.2 Problema modelo B

O problema heterogéneo B representa uma simplificacdo de um reator nuclear
com um nucleo quadrado no fim de campanha, isto é, com alta concentragdo de ntcleos
absorvedores. O ntcleo é composto por trés regides prisméticas concéntricas, nas duas
regides centrais temos combustivel, e na regido mais externa um material refletor,
neste tipo de problemas temos simetria de 1/4, pelo tanto, ele pode ser modelado
considerando apenas uma se¢do do dominio. Considerando as condi¢gdes de simetria,
teremos um dominio de 128 x 128 ¢m com condi¢des de contorno reflexivas (linha
continua) para as fronteiras sul (inferior) e oeste (esquerda), e condi¢des de contorno
de tipo vacuo (linha pontilhada) nas fronteiras norte (superior) e leste (direita), uma
representacdo do problema aparece na Figura 51. As propriedades fisicas dos materiais
utilizados neste problema, e a classificagdo das malhas segundo a relagdo entre as

dimensoes da célula e o livre caminho médio do néutron aparecem nas Tabelas 15 e 16,

respetivamente.
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128 promonnnonones - -EHI-E ==== VACuo
1T (g) 1T (r) ] . "
112 (2) | seneees divisdo de regides
|
IIT |
II (d IT (. i
(d) (e) L)
I i
T T e
I (a) IT (b) m
(<)
0 64 112 128

Figura 51 — Geometria e condi¢des de contorno do problema heterogéneo B.
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Tabela 15 — Propriedades fisicas para problema heterogéneo B

/ 0,2500 0,0500 0,2200
) 0,2500 0,0100 0,2500
i 0,3691 0,3371 0,0000

Tabela 16 — Classificagdo das células espaciais da grade interna para o problema hetero-

géneo B

Grossa >4
Média ~4
Fina <4

A distribuicdo de fluxo neutrdnico para este problema é mostrada na Figura 52
e apresenta um valor maximo na regido central do reator, ou seja no canto sudeste do
dominio. Ao afastarmos deste ponto o fluxo diminui alcan¢gando o valor minimo no
refletor onde temos uma forte influéncia da fugas e ndo temos producdo de néutrons
por ser um meio ndo-multiplicativo.

reflexiva

128

6 ==== Vicuo

112

0 64 112 128

Figura 52 — Distribuigdo bidimensional do fluxo escalar de néutrons no dominio do
problema heterogéneo B.
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Os resultados numéricos gerados pelo método CSG-SD-CN para diversas grades
espaciais aparecem nas Tabelas 17 e 18. Especificamente, na Tabela 17 mostramos os
valores obtidos para o coeficiente efetivo de multiplicacdo e o ntimero de iteragdes
até a convergéncia do problema. Na Tabela 18 oferecemos os valores de densidade
de poténcia na regido central do dominio. Os valores de referéncia para o coeficiente
efetivo de multiplicagdo e a distribuigdo de poténcia foram gerados pelo método DD

com uma malha fina de 256 x 256 células espaciais quadradas de 0, 5 cm de lado.

Tabela 17 — Resultados do k. ;s para o problema heterogéneo B com diversas grades

1x16x16 (Grossa) ~ CSG-SD-CN  1,094086E+00 5,569390E-02 13006
16x16 (Grossa) SD-SGF-CN  1,084865E+00 7,875794E-01 14050
16x16 (Grossa) DD 1,093453E+00 2,194834E-03 13248

1x32x32 (Média) ~ CSG-SD-CN  1,094133E+00 5,999212E-02 13999
32x32 (Média) SD-SGF-CN  1,084852E+00 7,887683E-01 15897
32x32 (Média) DD 1,093471E+00 5,487084E-04 13786
1x64x64 (Fina) CSG-SD-CN  1,094145E+00 6,108953E-02 14385

64x64 (Fina) SD-SGF-CN  1,084849E+00 7,890427E-01 17134
64x64 (Fina) DD 1,093476E+00 9,145140E-05 13987

1x128x128 (Fina) ~ CSG-SD-CN  1,094148E+00 6,136389E-02 14495
128x128 (Fina) SD-SGF-CN - - -
128x128 (Fina) DD 1,093477E+00 0,000000E+00 14491

Ao analisarmos a Tabela 17 podemos constatar que o método CSG-SD-CN gera
bons resultados para o coeficiente efetivo de multiplicacdo com desvios relativos que
variam entre 5, 569390E — 02 e 6, 136389E — 02. Os desvios relativos obtidos pelos trés
métodos foram plotados na Figura 53. Podemos observar, que os desvios relativos
permanecem praticamente constantes no método multigrade, evidenciando pouca
sensibilidade dos resultados as dimensdes da grade interna. Os resultados obtidos
pelo método SD-SGF-CN para este problema encontram-se afastados dos valores de
referéncia, nesse sentido, sugerimos uma revisdo desses valores para a versao final da
dissertacdo. Para todas as grades propostas o método DD gera resultados mais precisos
que o método multigrade, isto ocorre porque o DD gera resultados muito precisos em
médios com razdo de espalhamento préximas de zero. Neste sentido, novos problemas

heterogéneos com dominios de maior complexidade devem ser avaliados.
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Figura 53 — Desvio relativo do coeficiente efetivo de multiplicacdo k. ;s para o problema
heterogéneo B com multiplas malhas.

Tabela 18 — Resultados da densidade de poténcia na regido (a) para o problema hetero-
géneo B com diversas grades

16x16 (Grossa) DD 8,941867E+01 7,329781E-02

32x32 (Média) DD 8,946755E+01 1,867368E-02

64x64 (Fina) DD 8,948068E+01 4,000704E-03

128x128 (Fina) DD 8,948355E+01 7,934356E-04

Na Figura 54 mostramos os desvios relativos no cdlculo da densidade de poténcia
na regido central do reator para os métodos CSG-SD-CN e DD. De acordo com a
Tabela 18 e a Figura 54 podemos afirmar que os valores gerados pelo método multigrade
para a densidade de poténcia sdo satisfatérios com desvios na ordem de 1%. Novamente
os valores gerados pelo método de grades compostas mostram-se independentes das
dimensoes da grade espacial interna.
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Ao comprarmos os desvios gerados para o k.ss e a densidade de potencia, no
método CSG-SD-CN observamos que os desvios para o coeficiente de multiplicagdo
efetivo (aproximadamente 1/ — 02) sdo inferiores aos gerados para a densidade de
poténcia (aproximadamente 1E + 00), mostrando a caracteristica dos métodos de grades
compostas de gerar resultados mais precisos para grandezas integrais. Por outro lado,
os desvios gerados pelo DD sdo muito semelhantes para as duas grandezas.
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Figura 54 — Desvio relativo da densidade de poténcia na regido (a) para o problema
heterogéneo B com multiplas malhas.

Apresentamos na Figura 55 o numero de operag¢des de ponto flutuante con-
sumidas pelos métodos CSG-SD-CN, SD-SGF-CN e DD na resolucdo do problema
heterogéneo B para as malhas propostas. Observamos que em todos as malhas con-
sideradas o numero de operag¢des do método de grades compostas é muito menor
que nos métodos SD-SGF-CN e DD. Adicionalmente, se considerarmos o numero de
iteracOes apresentado na Tabela 17 observamos que o niimero de iteragdes do métodos
CGS-SD-CN sao semelhantes, ambos os dois apresentam menos iteragdes que o método
SD-SGF-CN. Entédo, podemos afirmar que o método CSG-SD-CN apresentou um melhor

desempenho computacional na resolu¢do do problema heterogéneo B.
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Figura 55 — Numero de operagdes aritméticas de ponto flutuante para o problema hete-

rogéneo B com multiplas malhas.
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6 Conclusoes e Trabalhos Futuros

No presente trabalho apresentamos uma nova formulacdo espectro-nodal de
grades multiplas para resolver problemas de autovalor usando como modelagem mate-
madtica a formulacdo de ordenadas discretas em aproximagdo de um grupo de energia
com fonte de espalhamento isotrépica e geometria X, Y. Chamamos o novo método nu-
mérico de CSG-SD-CN (método espectro-nodal de grades compostas com aproximacdo
constante), para ele foi desenvolvida a formulagdo matematica e as equagdes iterativas
de varreduras foram obtidas. Propomos também, um algoritmo computacional que
resolve as equagdes de varredura utilizando um esquema iterativo de direcdes alterna-
das e uma varredura de iteracdo da fonte melhorada, que utiliza as estimativas mais
recentes do fluxo incidente no célculo dos fluxos emergentes. No esquema numérico
proposto a solu¢do numérica do problema bidimensional é obtida resolvendo de forma
independente dois problemas unidimensionais acoplados pelos termos de fuga espacial
em nivel de regido. A principal contribuigao deste trabalho é utilizar um método de
grades compostas em cdlculos de criticalidade utilizando um modelo de transporte,
especificamente a formulagdo de ordenadas discretas. O método CSG-SD-CN, ao uti-
lizar uma estratégia de discretizacdo de grades compostas que permite transformar o
problema bidimensional em dois problemas unidimensionais, apresenta menor custo
algébrico e um algoritmo computacional mais simples que os métodos espectro nodais

convencionais que resolvem o mesmo problema.

Foram realizados experimentos numéricos baseados na resolugdo de problemas
tipicos em dominios homogéneos e heterogéneos, considerando diferentes malhas de

discretizacdo, mediante a andlise dos resultados obtidos podemos concluir:

e O método CSG-SD-CN oferece resultados numéricos precisos para o coeficiente
de multiplicacdo efetivo e a distribui¢do de potencia na regido para problemas
homogéneos e heterogéneos, pelo que o método pode ser utilizado no célculo de

grandezas integrais em problemas de criticalidade.

e Considerando um balango entre precisdo e custo computacional (tempo de proces-
samento e operagdes de ponto flutuante), os melhores resultados foram obtidos
para malhas grossas de uma célula por regido, e malhas finas com dimensdes da
ordem do livre caminho médio do néutron na regido, isto ¢ malhas intermediarias.

e Ao avaliarmos a precisao dos resultados com relacdo ao refinamento das dimen-
s0es das malhas, constatamos, que os resultados apresentaram uma dependéncia
muito fraca em relagdo as dimensdes da malha fina, e fraca em relacdo as dimen-

s0es da malha grossa, pelo que podemos afirmar que os erros de truncamento tém
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pouca influéncia na precisdo dos resultados. Este comportamento jé tinha sido
observado em problemas de fonte fixa ao utilizarmos o método CSG-SGF-CN.

e Os experimentos numéricos evidenciaram o aparecimento de instabilidades nu-
méricas em problemas com regides muito espalhadoras de pequenas dimensdes,
isto é, regides onde a fuga transversal é significativa e ndo pode ser aproximada
corretamente por um valor constante. A instabilidade numérica esta relacionada
ao célculo dos valores espectrais onde opera¢des com tendencia a propagar os
erros de arredondamento sdo necessdrias.

e Em relacdo ao desempenho computacional podemos afirmar que o numero de
iteragdes aumenta suavemente com o refinamento da malha. Quando comparamos
o método proposto com o método convencional SD-SGF-CN, podemos afirmar
que o método de grades multiplas obtém precisdo semelhante com um menor

numero de operac¢des de ponto flutuante.

Os desdobramentos futuros das pesquisas em métodos de grades compostas
orientam-se em duas frentes: a primeira deve aperfeigoar a validagdo do método CSG-
SD-CN, e a segunda utilizar a abordagem de grades compostas em modelos de maior
complexidade.

A validagdo exaustiva do método CSG-SD-CN deve identificar as causas das
instabilidades numéricas e sugerir mudangas no esquema numérico que permita evita-
las. A segunda, deve utilizar a abordagem de grades compostas em aproximagado
multigrupo e/ou problemas tridimensionais.
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APENDICE A - Calculo de autovalores pela relacio de

dispersao

Considere a relacdo de dispersdo utilizada no calculo do autovalor ¥ dependente

de u
(Co+ki>z9M
eff Wm,
~1 9 £ — . 186
r DAk (186)

Em quadraturas angulares convencionais para cdlculos Sy bidimensionais, exis-

tem exatamente IV valores distintos de 1, (e analogamente, NV valores distintos de 7,,).

Portanto, a relacdo da dispersdo (186), obtida para o caso de espalhamento isotrépico,
pode ser reformulada em uma equagédo polinomial de grau N, que apresenta NV raizes.

e Quadratura Ss:

Para este caso, temos M = 4; ji1 = iy, flo = {3 € flo = —[l1; € W] = Wy = W3 = Wy =

Multiplicamos a rela¢do de dispersao (186) por Hﬁle(um + ), M = 4 e obtemos
um polindmio caracteristico de grau N = 2, cujas raizes representam os autovalores vy,
k =1: N, que aparece como

,192 ,U%

1—(004—%)

~ 0. (187)

A depender dos valores das se¢des de choque macroscépicas e do coeficiente efetivo
de multiplicagdo podemos obter autovalores ¥ reais e/ou imagindrios puro, i. e., ¥ =
+iv, onde i = \/—1. Dessa forma, as raizes do polindmio (187) podem admitir duas

alternativas:

e Se (Cy+ %) < 1, temos

D1p =+ i : (188)
\/1 —(Co+32)
e Se (Cy + %) > 1, temos
T2 ==t A (189)

\/(Co+i)—1'

ey
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O processo para obtengdo dos autovalores ¥} dependentes de 7 é similar ao

anterior, resultando em duas alternativas também:

e Se (Cp + %) <1, temos

910 =+ n —; (190)
\/1 — (Oo + m)

e Se (Cy + %) > 1, temos

M2 == \/ 7713 . (191)
(Co+ 1) —1

Keys

Obtidos os N autovalores através da relagdo de dispersdo, podemos calcular os
autovetores correspondentes através da equacao (133).
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APENDICE B - Complemento do espectro das equacdes
SN

Os M — N autovalores e autovetores restantes sdo obtidos através da equagdo

(:um + 19) am(ﬁ) =0, (192)

onde consideramos a seguinte condi¢do de normalizagao

> an(W)w, = 0. (193)

n=1

A equacdo (192) nos leva a duas alternativas

i. Se ¥ = —p,,, entdo a,,(9) # 0;

ii. Se ¥ # —pu,,, entdo a,, (V) = 0.

Desde que atendam a exigéncia da condi¢do de normalizagdo (136), as alternativas (i) e

(ii) nos permitem construir os (M — N) autovetores e autovalores restantes.
e Quadratura Ss:

A quantidade de dire¢des angulares para quadratura Sy é M = 4, conforme
mostra a Figura . Os autovalores v, e ¥, sdo obtidos pela relagdo de dispersdo (135) e
seus respectivos autovetores sdo calculados pela Eq. (133). Os autovalores 95 e 1, e seus

respectivos autovetores sdo obtidos da seguinte forma

Consideramos, primeiramente, a alternativa (i) em Eq. (192) e obtemos

193 = — U1 IOgO, al(ﬁ)wl + CL4(19)(,<}4 = O, CLQ(I9)CL)2 = CL3(”L9)UJ3 = O,

a(v3) ={1,0,0,—1} autovetor correspondente.

Consideramos, agora, a alternativa (ii) em Eq. (192) e obtemos

194 = 1 IOgO, (12(19)(,02 + CL3(19)W3 = 0, a1<19>w1 = CL4(?9)W4 = 0;

a(¥y) ={0,1,-1,0} autovetor correspondente.
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Figura 56 — Representacdo das dire¢des angulares para a quadratura S,.

Os autovalores 3 e ¥4, dependentes de 7, e seus respectivos autovetores sao

obtidos de forma andloga, onde obtemos como resultado

Considerando a alternativa (i) em Eq. (192) e substituindo p por 7, obtemos

U3 = —m logo, ai(¥)wi + ag(P)ws =0, az(P)ws = as(P)ws = 0;

a(¥s) = {1,-1,0,0} autovetor correspondente.

Consideramos, agora, a alternativa (ii) em Eq. (192) e substituindo p por 7, obtemos

Yy =m logo, as(V)ws + as(V)ws =0, a1(P)w; = az()ws = 0;

a(¥4) =40,0,1, -1} autovetor correspondente.
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APENDICE C - Cilculo da densidade de poténcia

A densidade de poténcia no interior de um reator nuclear de fissdo pode ser
determinada pelo somatério do produto entre a energia produzida por cada evento de
tissdo nuclear e a densidade da taxa de reagdo de fissdo. A expressado para o calculo da

densidade de poténcia no interior do reator aparece como

P=> & /A VY padA (194)
k

onde, ¢, é a energia liberada por cada evento de fissdo k, v é o ntimero médio de
néutrons emitidos por cada evento de fissdo k, X, € a secdo de choque macroscépica de

fissdo k e ¢4 € o fluxo escalar de néutrons na area A.

A equagdo (194) pode ser discretizada para o cdlculo nodal, onde consideramos
um nodo arbitrario I'; ; cujas propriedades fisicas permanecem constantes no interior
deste nodo arbitrdrio. A densidade de poténcia no interior de um nodo arbitrério I'; ;

pode ser obtida por

P, ; = evXhi b} 5 (195)

4,3 7,]

onde, hf; e h}; sdo as dimensdes do nodo arbitrario I'; ; e ¢, ; € o fluxo escalar médio

neste mesmo nodo arbitrario, representado por

— 1
AL / / b(x, y)dudy (196)
hi,jhi,j A

A densidade de poténcia para uma dada regido arbitrdria r do dominio com
propriedades fisicas constantes, composta por I, x J,. nodos espaciais pode ser obtida

pela seguinte equagdo

Ir Jr
= ey Z Z hehY s (197)

A densidade de poténcia estendida para todo o ntcleo do reator nuclear de
fissdo pode ser calculado como
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Preator = Z P =e Z vy, Z Z hehY o, (198)

onde R é a quantidade de regides existentes no dominio de célculo.

A energia liberada por evento de fissdo e para quantificar a densidade de poténcia
produzida em um nodo, regido ou nticleo do reator tem o seguinte valor e unidade de
medida

€~ 200MeV =2-10%-1,6-10797=3,2.-107J.

Uma vez que, a unidade de medida da segdo de choque macroscépica de fissdo écm ™,

a unidade de medida do fluxo escalar de néutrons médio é n/cm? - s, e a unidade de
medida das dimensdes do nodo espacial é cm?, temos que a unidade de medida da
densidade de poténcia gerada no interior do reator é .J/s o que equivale a Watts.

O Fator de Poténcia ou Fator de Normalizacdo, que corresponde a razdo entre a
Poténcia Nominal (Pyomina;) do reator e a Poténcia Gerada (Pnycico) pela reagdes de
tissdo na drea do ntcleo, aparece como

FP — PNominal.
PNucleo



127

APENDICE D - Calculo do livre caminho médio do

néutron

As sec¢des de choque microscopica transversais ¢ podem ser utilizadas para
caracterizar a probabilidade de ocorréncia de algum tipo de reagdo néutron-ntcleo para
um determinado ntcleo, esta probabilidade esta associada a interacdo com um tinico
nucleo (considera as caracteristicas do ntcleo) (DUDERSTADT, 1976). As secoes de
choque transversais macroscopicas de interagdo ¥ caracterizam a intera¢do néutron-
ntcleo em um meio material de determinada densidade, i. e., é a probabilidade de
interacdo com uma regido macroscopica da matéria (considera a densidade do meio + o
ntcleo). A se¢do de choque macroscépica é definida como o produto entre a se¢do de
choque microscépica do is6topo para que uma determinada rea¢do ocorra com néutrons
de certa energia e a densidade volumétrica do ndmero de is6topos que estd presente no

meio hospedeiro.

cm3

S [em~"] = o [em?] N {i} .

A secdo de choque macroscopica estd relacionada com a probabilidade de um
néutron migrar num meio hospedeiro com uma determinada populagdo de isétopos e
sofrer um determinado tipo de reagdo. Quanto maior for a secdo de choque macroscépica
do meio hospedeiro, menor serd a distancia percorrida pelo néutron até que a interagédo

néutron-nucleo ocorra.

A secgdo transversal macroscépica total ¥, que caracteriza a probabilidade de al-
gum tipo de reacdo néutron-nuclear ocorrer, engloba, além de outras se¢des transversais
macroscopicas, as probabilidades de absorcado >J,, de fissdo Xt e de espalhamento ;.

A probabilidade p(z)dx de que um néutron incidente em x = 0, sofra sua pri-

meira colisdo entre = e x + dz pode ser representada como

p(z)dr = Lie” > dz.

Portanto, a distdncia média que um néutron migra livremente antes de interagir com

um nucleo na amostra, é definido como

f:/ xp(x)dx:/ e S dy (199)
0 0
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Resolvendo a integral, usando a férmula de integracdo por partes: [ udv = uv — [ vdu,
temos

1 — T |oo
1
=——J0—1
01
1
= — 200
5 (200)

Como a unidade de medida da segdo transversal total é cm ™!, tem-se que o inverso
desta secdo transversal, resulta em uma medida de comprimento, a qual representa
fisicamente a distancia média percorrida pelo néutron entre as interacdes (Mean Free
Path - (M.E.P)) (DUDERSTADT, 1976). Portanto, T = Zi = ) é o livre caminho médio

t
do néutron: distancia média antes de sofrer uma colisdo (unidades cm).



