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UM MODELO REOLOGICO PARA O ESCOAMENTO DO SANGUE HUMANO

Resumo

Neste trabalho propomos um modelo para a descri¢do da viscosidade sanguinea hu-
mana com caracteristicas pseudopldsticas e viscopldsticas em diametros entre 300pm
e 20pm. O modelo aqui proposto é baseado na equagao do tipo Sisko adicionado a
uma tensdo limite. E feita também a insercéo de dois parametros com o objetivo de
caracterizar os comportamentos pseudopldstico e viscoplastico em func¢do do aumento
e diminui¢do do didmetro do vaso, respectivamente. A andlise do modelo foi feita com
base em resultados numéricos gerados pela resolugdo do Problema de Stokes Generali-
zado, considerando o sangue um fluido incompressivel, por meio da Formulagdo de
Elementos Finitos do tipo Petrov-Galerkin. Os resultados obtidos foram comparados
com resultados de modelos ja existentes na literatura como: Casson, Wang-Stoltz e
Walburn-Schneck. As anélises sugerem que o Modelo Proposto aproxima-se melhor
dos modelos, de Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck, para valores do diametro entre
50pm e 300pm. Porém, para valores menores do didmetro a aproximacdo é melhor para

o modelo de Casson.

Palavras-chave: Viscosidade sanguinea. Pseudoplasticidade. Viscoplasticidade. Pro-
blema de Stokes Generalizado. Elementos Finitos



A RHEOLOGICAL MODEL FOR THE HUMAN BLOOD FLOW

Abstract

In this work we propose a model for the description of the human blood viscosity
with pseudoplastic and viscoplastic features in diameters between 300.m and 20um.
The Model here proposed is based on the Sisko type equation added to a yield stress.
It is also made the insertion of two parameters with the aim of characterizing the
pseudoplastic and viscoplastic behavior due to the increasing and decreasing of the
vessel diameter, respectively. The model analysis was made based on numerical results
generated by the Generalised Stokes Problem resolution, considering the blood as an
incompressible fluid, by means a Petrov-Galerkin Finite Element Formulation. The
obtained results were compared with existing models from the literature as: Casson,
Sisko and Walburn-Schneck models. The analysis suggest that the Proposed Model
exhibits a better approximation for Wang-Stoltz and Walburn-Schneck models for
diameter values between 50um e 300um. However for the lower diameter values, the
approximation is better for the Casson model.

Keywords: Blood viscosity. Viscoplasticity. Pseudoplasticity. Generalised Stokes Pro-

blem. Finite Element Formulation.
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1 INTRODUCAO

A compreensdo da reologia do sangue humano na rede vascular tem sido objeto
de pesquisa de diversas institui¢des em todo o mundo. Isso ocorre, principalmente,
devido a sua relevancia para o diagndstico e tratamentos de diversas doengas que
acometem o sistema cardiovascular humano. Como exemplo temos: o tratamento
de embolias e coagulos; o desenvolvimento de técnicas de cateterismo; a andlise do
transporte de radiofdrmaco utilizados no tratamento de tumores e disttrbios especificos
em tecidos humanos; o tratamento de hemodialise, onde um melhor entendimento do
comportamento sanguineo pode ajudar no avango de projetos das maquinas utilizadas;
dentre outros. Os avangos nesses tratamentos tendem a proporcionar uma sobrevida

com melhor qualidade aos pacientes.

A caracterizacdo do escoamento sanguineo, mais especificamente da viscosidade
aparente do sangue, sofre influéncias de fatores como: taxa de deformacao da velocidade;
concentragdo, agregacdo e deformacgdo das células vermelhas; viscosidade do plasma;
diametro vascular, entre outros. O efeito Fahraeus-Lindquist, por exemplo, descreve uma
relacdo crescente entre didmetro vascular e viscosidade sanguinea, sendo que para
didmetro menores do que 10um o efeito é contrério, ou seja, a relagdo diametros e

viscosidade sanguinea é decrescente.

Em faixas distintas de didmetros de vasos o sangue apresenta diferentes compor-
tamentos referente a natureza de sua viscosidade. Nesse contexto, nos vasos sanguineos
de diametros maiores do que 300m o sangue apresenta comportamento newtoniano,
pois nos vasos de grande calibre sdo observadas altas taxas de deformacgdo que geram
um deslocamento celular de forma alinhada com a direcao preferencial do escoamento.

Vasos com diametros abaixo de 300um apresentam escoamentos com menores
taxas de deformacdo, favorecendo a formacdo de aglomerados celulares e consequente-
mente influenciando no aumento da viscosidade. Do ponto de vista reolégico, esse com-
portamento ndo-newtoniano é chamado de pseudoplasticidade. Vasos com diametros
menores do que 50,m podem deixar de apresentar o comportamento pseudopldstico e
passar a exibir um movimento de corpo rigido na regido central do vaso. Essa mudanga

de comportamento serd discutida nesta dissertacao.

A maioria das equagdes constitutivas propostas na literatura exibe dependéncia
com a taxa de deformacdo, algumas apresentam além dessa dependéncia, variagdes com
outros fatores que influenciam na viscosidade, por exemplo, o0 modelo de Walburn e
Schneck (1976) que também depende do nivel de algumas proteinas presentes. Pode-se

citar, também, o modelo de Wang e Stoltz (1994b) que além da taxa de deformagao
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depende do hematdcrito.

E possivel observar que a maioria das equacdes propostas na literatura nao exibe
variacdo da viscosidade sanguinea com relacdo ao didmetro do vaso. Assim, na busca
de um modelo reoldgico que caracterize o escoamento sanguineo em uma faixa de
diametro entre 20 e 300 pm, neste trabalho é proposta uma equacao constitutiva para
o escoamento sanguineo baseada no modelo pseudopléastico de Wang-Stoltz somado
a uma tensdo limite, controlados por dois parametros que dependem do didmetro
vascular.

Pretendendo possibilitar uma melhor compreensao deste trabalho, os capitulos
estdo organizados da seguinte forma:

No Capitulo 2 sdo apresentadas caracteristicas dos fluidos newtonianos e ndo-
newtonianos, bem como a classificagdo dos fluidos ndo-newtonianos. Entre os fluidos

ndo-newtonianos, alguns modelos pseudopldsticos e viscoplasticos sdo discutidos.

As caracteristicas do escoamento sanguineo com énfase em sua viscosidade
aparente sdo discutidas no Capitulo 3, bem como modelos existentes na literatura. Em
seguida, no Capitulo 4, é proposto um modelo constitutivo para o sangue escoando
em vasos de diametro entre 20,m e 300um. Assim, considerando o modelo proposto e
as equagdes da conservacdo da massa e da quantidade de movimento, é enunciado o
Problema de Stokes Generalizado para o sangue.

No Capitulo 5 é apresentado uma breve discussdo sobre a formulagdo de ele-

mentos finitos utilizada para resolver o problema proposto.

Os resultados numéricos obtidos sdo discutidos no Capitulo 6, onde sdo analisa-
dos os perfis de velocidade, a viscosidade aparente e a pressdo vascular para alguns
valores de hematdcritos. Também sao feitas comparagdes com outros modelos de visco-
sidade sanguinea existentes na literatura.



2 ESCOAMENTOS NAO-NEWTONIANOS

O comportamento de fluidos ndo-newtonianos é encontrado em véarios subs-
tancias utilizadas nas industrias, em experimentos laboratoriais e afins. As equagdes
constitutivas sdo essenciais para a traducdo dos fendmenos associados ao comporta-
mento desses fluidos. Essas equagdes expressam rela¢des existentes no fluido entre a

tensao e a taxa de deformacao.

Neste capitulo sdo apresentadas as defini¢des de fluidos newtonianos e ndo-
newtonianos. Além disso, sera feita uma breve explanacdo da classificacdo dos fluidos

ndo newtonianos, bem como de alguns modelos pseudoplasticos e viscoplasticos.

2.1 Tipos de Escoamentos

A compreensao da viscosidade surgiu a partir do conceito de Newton da resis-
téncia que um fluido oferece para escoar, e que define os fluidos newtonianos. Uma
ilustragdo desse conceito pode ser feita da seguinte forma: considerando-se um fluido
confinado entre duas placas planas e paralelas e aplicando uma forca F paralela as
placas, essa placa se movimentard em relacdo a que se encontra em repouso, gerando
um movimento da camada laminar do fluido mais préxima da placa, esse movimento
serd transmitido para as placa adjacentes, sendo que a camada laminar mais veloz tende
a acelerar a camada mais lenta em contato com ela. Isso é devido a movimentacao de
particulas que resultam em transferéncia de energia de uma camada para outra, esse
movimento produz uma variac¢do na velocidade do fluido que vai continuamente de
zero, na interface com a placa inferior, até o valor maximo representado pela velocidade
da placa em que foi aplicada a forca. Portanto, observa-se que a tensdo de cisalhamento,
gerada pela forca aplicada, é proporcional a variagdo da velocidade.

3
» : ]

Figura 1 — Esquema ilustrativo de um fluido entre duas placas paralelas utilizadas no
experimento de Newton de onde surgiu a Lei de Newton da Viscosidade.

Essa relacdo é denominada de Lei de Newton da viscosidade e descrita matema-
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ticamente como:

T = Mn’% (1)

P

onde 7 é a tensao de cisalhamento, y = g—;‘ é a taxa de variacdo da velocidade na direcao

ortogonal ao escoamento ou taxa de deformacao do fluido e ., é a viscosidade.

Portanto, para escoamentos newtonianos, ou seja, que obedecem a relacdo des-
crita na Equacdo 1, a viscosidade (u,,), denominada de viscosidade absoluta, é conside-

rada constante para um dado fluido sem variacdo de temperatura e pressao.

Como exemplo, na Figura 2 estdo descritas as curvas da relagdo entre a tensdo
de cisalhamento e a taxa de deformagao para os fluidos newtonianos: 6leo de cozinha e
xarope de milho (CHHABRA; RICHARDSON, 1999). Observa-se que o grafico é uma
reta que passa pela origem, na qual a declividade angular, da reta de proporcionalidade

entre 7 e 7, é o valor da viscosidade absoluta, sendo ela constante em toda a curva.

100 500

80
pn=11.6Pas

70
T (Pa)
60 [~
50 250
401 — 200

30

B 0.064Pas

o Oleo de cozinha (T=294K)
* Xarope de milho (T =297K)
o] = L >
0 400 800 1200

Taxa de deformacéo (s

Figura 2 — Relacdo entre a tensao de cisalhamento e a taxa de deformacao para fluidos
newtonianos como o 6leo de cozinha e o xarope de milho.

Fonte: Chhabra e Richardson (1999).

Existem fluidos que sob escoamento cisalhante ndo podem ser modelados pela
Lei de Newton da viscosidade (Equacgdo 1), esses sdo denominados de fluidos néo-
newtonianos, pois exibem um comportamento ndo constante para a viscosidade, deno-
minada de viscosidade aparente. Assim, a variagdo dessa viscosidade aparente pode

ser influenciada por diversas condi¢des do escoamento, tais como: taxa de deformagao,
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tempo de aplicacdo da tensdo de cisalhamento, concentra¢do de substancias e formato
das particulas em suspensao, variagdo do didmetro do dominio do escoamento, entre

outras.

Portanto, a classificagdo para fluidos ndo-newtonianos é descrita de acordo com
o fator que influencia a variagdo da viscosidade. Assim, segundo Bird et al. (1924),
tem-se os dependentes do tempo que sdo subdivididos em reopéticos e tixotrépicos, os

independentes do tempo com tensdo limite e sem tensao limite e os viscoelasticos.

Os fluidos viscoeldsticos possuem caracteristicas de liquido viscoso, com propri-
edades elasticas, e de s6lidos, com propriedades viscosas. Esses fluidos quando sub-
metidos a tensdes de cisalhamento sofrem deformacdes e quando estas cessam, ocorre
recuperacdo de parte da deformacgdo sofrida (comportamento eldstico) (CHHABRA;
RICHARDSON, 1999). Esse comportamento pode ser visto em massas de farinha de
trigo, gelatinas, queijos, glicerina, saliva, mel, 6leos pesados, entre outros. Em Marques e
Creus (2012) podem ser vistas equagdes constitutivas que descrevem o comportamento

reolégico dos fluidos viscoelasticos.

Os fluidos dependentes do tempo apresentam uma relagdo temporal na tensdo
de cisalhamento, de forma que a viscosidade possa variar com o tempo (SKELLAND,
1967). Quando ha uma diminuic¢do na viscosidade com o tempo de aplica¢do da tensdo
de cisalhamento, classifica-se o fluido como tixotrépico, caso contrério, tem-se os ndo-

tixotropicos ou reopéticos.

Os fluidos independentes do tempo sdo materiais em que a taxa de deformagao,
em certo ponto, independe do histérico da tensdo de cisalhamento no tempo, ou seja,
a taxa de deformacgdo depende da tensdo instantanea naquele ponto. E como ja dito
anteriormente, eles sdo classificados em: fluidos sem tensao limite e fluidos com tensao

limite.

Os fluidos com tensdo limite sdo denominados de viscopldsticos e os sem tensdo
limite sdo subdivididos em pseudopldsticos e dilatantes. Nos dilatantes, a viscosidade
aumenta com o aumento na taxa de deformac¢do. Como exemplo de substancias desse
tipo temos: agticares em solucdo, farinha de milho em suspensdo etc. As caracteristicas
e algumas equagdes constitutivas dos fluidos viscoplasticos e pseudoplasticos serdo
apresentadas nas proximas segdes, visto que esses fluidos serdo a base para a descrigado

do modelo constitutivo que sera proposto para o sangue.

2.2 Fluidos Pseudoplésticos

Os fluidos pseudoplésticos sdo caracterizados por uma relacdo decrescente da

viscosidade aparente com relagdo a taxa de deformacéo.
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Assim como em outros fluidos, em alguns modelos pseudopldsticos é possivel
observar a existéncias de limitantes da viscosidade, ou seja, quando a taxa de defor-
macdo assume um valor alto ou um valor bem préximo a zero, a viscosidade aparente
torna-se constante. Serd denotado por i e jio, 0s limitantes superior e inferior da visco-
sidade para baixas e altas taxas de deformacdo, respectivamente. Esse comportamento
pode ser observado em escoamentos com particulas que, apds seu estado de repouso,
assumem uma ordenacdo na direcdo do escoamento, devido ao aumento na taxa de

deformacao, gerando uma redugédo na viscosidade do fluido.

221 Modelos Mateméticos para Fluidos Pseudoplasticos

O modelo matematico mais difundido para a descrigdo do comportamento de
fluidos pseudoplésticos é conhecido como Lei da Poténcia ou Power-Law, proposto por
Ostwald-de-Waele (BIRD et al., 1924) que baseados na Lei de Newton da Viscosidade

desenvolveram o seguinte modelo para a viscosidade aparente,

p(y) =k° %1 <a < 2, 2)

onde k é chamado indice de consisténcia, a é o indice de poténcia e + é a taxa de defor-
magao. Pode-se observar que a limitagdo existente no pardmetro a gera um expoente
negativo em 7, isto possibilita um limitante inferior da viscosidade que se aproxima
assintoticamente a zero, mas ndo apresenta um limitante superior. Portanto, para altas

taxas de deformacéo a viscosidade do modelo Power-Law tende a zero.

Pode-se notar que se o > 2 a Equagao 2 assume o comportamento dos fluidos
dilatantes, que é o oposto do comportamento dos fluidos pseudoplasticos. Mas, se o = 2
a Equacdo 2 torna-se a Lei de Newton da Viscosidade, Equacao 1. Esses comportamentos
estdo descritos na Figura 3, onde estdo os graficos da tensdo de cisalhamento do modelo

Power-law para« = 1.5,2e25ek = 1.

A partir da Lei da Poténcia (Equacéo 2) diversos modelos pseudoplasticos foram
propostos, como é o caso do modelo do tipo Sisko que surgiu na busca do ajuste no
limitante inferir da viscosidade para altas taxas de deformagédo. Esse modelo é visto em
(BARNES et al., 1993) como:

() = poo + k9772, (3)

onde i, ¢ denominada de viscosidade infinita, £ é chamado indice de consisténcia e a

de indice de poténcia.

Em Wang e Stoltz (1994b) sdo propostas equacdes para modelar os parametros
lso, k € o para o0 modelo do tipo Sisko e k e a para o modelo de Power-Law, objetivando
descrever o comportamento do escoamento sanguineo na corrente vascular. Assim,

baseado no trabalho de Wang e Stoltz (1994a), na Tabela 1 estdo descritos os valores
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08r

Pseudoplastico(o=1.59)
Mewtoniano(e=2.0)
Dilatante (z=2.9)

0sr

Tensdo de Cisalhamento (Pa)

0.1

Pl ] 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07 0.5

Taxa de Deformagio (5'1)

Figura 3 — Gréficos da Lei de Poténcia que relacionam tensédo e taxa de deformagéo para
a = 1.5, comportamento pseudopléstico, a = 2 comportamento newtoniano
e o = 2.5 comportamento dilatante.

obtidos para os parametros do modelo do tipo Sisko que foram utilizados para gerar o

gréfico visto na Figura 4.

Outro modelo pseudopldstico bastante difundido é o Modelo de Carreau, no
qual Carreau, em 1972, incorporou a Lei da Poténcia os limitantes da viscosidade,

Hoo < p(¥) < 0, da seguinte forma, como em (BIRD et al., 1924):

(%) = proo + (Ho — pioe) (1 + (k)95 ,0<n <1 e 0<a. (4)

Se considerarmos n = 1 e k = 0 teremos a viscosidade aparente igual a 1, caracterizando

um comportamento newtoniano.

Gijsen et al. (1999) comparam resultados numéricos e experimentais do escoa-
mento sanguineo utilizando os modelos Newtoniano e Nao-Newtoniano, sendo este o
modelo de Carreau (Equagdo 4) com a especificacdo dos parametros descritos na Tabela
1.

Na Figura 4 estao ilustrados os graficos dos modelos Power-Law, Wang-Stoltz
(Equagdo 3), Carreau (Equacédo 4) e o Newtoniano (Equagado 1) com y,, = 3.45mPas
(JOHNSTON et al., 2003b). Para a geragao desses gréficos foram considerados os valores
dos parametros coletados em experimento com escoamento sanguineo como exposto
na Tabela 1.
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Tabela 1 — Parametros dos modelos de Power-Law de Carreau e de Wang-Stoltz obtidos,
respectivamente, por (GIJSEN et al., 1999) e (WANG; STOLTZ, 1994a) a partir
de experimentos com escoamento sanguineo.

Modelo Reolégico Parametros
Power-Law k = 35mPas
= ki1 a = 0.6 JOHNSTON et al., 2003a).
Wang-Stoltz tn = 1.22mPas, jio, = 2.57mPas
= pin(floo + ay1/%) a = 13.6mPas'’? (WANG; STOLTZ, 1994b).
Carreau a =0.644, n =0.392, k = 0.11s
(Equagao 4) to = 22.0mPas , e = 2.2mPas (GIJSEN et al., 1999).

22 iodelo Newtoniano
20 Modelo de Wang-Stoltz
Modelo de Carreau
Modelo Power-Law

18

14

12 ¢

10

Viscosidade aparente{mPas)

4t —

0 100 200 300 400 500
Taxa de deformacao (1/s)

Figura 4 — Graficos dos modelos: Power-Law, de Wang-Stoltz, de Carrreau e Newtoniano
(i, = 3.45mPas), para dados descritos na Tabela 1

2.3 Fluidos Viscoplasticos

Os fluidos independentes do tempo que apresentam tensao limite foram denomi-
nados, por Bingham em 1916, como viscoplasticos. Esses fluidos foram assim chamados
devido ao seu comportamento plastico, que é caracterizado por demonstrar pouca ou
nenhuma deformacao até um certo nivel de tensdo. Acima dessa tensao limite o material
escoa como um fluido newtoniano. Tinta de parede e substancias alimenticias como
maionese, margarina e ketchup sdo exemplos de materiais viscoplasticos, (MACOSKO,
1994).

O perfil de velocidade dos fluidos viscoplasticos é caracterizado por uma regido

onde a tensdo de cisalhamento, gerada pela forga aplicada ao fluido, ndo supera a
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tensdo limite existente nessa regido, fazendo com que o fluido se comporte como um
movimento de corpo rigido, ou seja, a taxa de deformacado nessa regido é nula. Essa

regido é denominada de zona rigida e estd ilustrada na Figura 5.

Distribuicao da velocidade

2z 7 7
Diregéo do 12 NGO\
escoamento ¢
e N
\
\
\
|
- )
= Rr)
Zona rigida
- - " - -
i |
Linha central

Figura 5 — Esquema de um perfil de velocidade para um escoamento laminar de um
fluido viscopldstico em um tubo.

Fonte: Chhabra e Richardson (1999).

2.3.1 Modelos Mateméticos para Fluidos Viscoplasticos

Um modelo matematico para fluidos viscoplésticos foi proposto por Bingham,
em 1922, que posteriormente foi denominado de equacédo constitutiva para os Fluidos

de Bingham. Esse modelo é dado por

L1

. T0Y T Hn T >To

p(y) = { (5)
00 7 < 170.

onde 7, é a tensdo limite e y,, a viscosidade absoluta, ambas sdo constantes e determina-
das pela substancia fluida.
Pode-se notar que para 7 < 7, tem-se a taxa de deformacdo nula que é gerada

pela viscosidade aparente infinita definindo assim, a zona rigida, que foi vista na Figura
5.

Um outro modelo para fluidos viscoplasticos é o Modelo de Herschel-Bulkley,

uma generalizacdo do modelo de Bingham, que estabelece uma relagdo ndo linear entre
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a viscosidade e a taxa de deformagdo da seguinte forma:

L (—1) L a—2
) ToY + kA*T=, T > 71,
u(y) = { ’ ’ 6)

00, T < 70,
onde 1 < a < 2 é chamado de indice da poténcia e k é denominado de indice de

consisténcia.

Outro modelo muito utilizado para a descri¢cdo de suspensdes, especialmente
para o escoamento sanguineo em artérias, é o Modelo de Casson (FUNG, 1993), apre-

sentado como

1/2.,1/2 1/2
. Ty 7Y + [y T > To,
p(H)? = { " @)
00, 7 < 7o,

Nas Figuras 6 e ?? estdo ilustrados, respectivamente, os gréficos da tensdo de
cisalhamento e da viscosidade aparente em funcdo da taxa de deformacgdo para os
modelos de Bingham (Equacéo 5), Herschel-Bulkley (Equacdo 6) e Casson (Equagdo 7),
considerando os coeficientes dos modelos, descritos na Tabela 2, extraidos de Chhabra
e Richardson (1999) para dados coletados em experimentos com solu¢des de polimeros.

160

"~ Tviodelo de E'B\ngham
Modelo de Casson
140 + Modelo de Herschel-Bulkley ——

120 +

100 *

80 r

Tenséo de cisalhamento(Pa)

40

20

0 2 4 5] 8 10
Taxa de deformacao (1/s)

Figura 6 — Relagdo entre tensdo e taxa de deformacdo da velocidade para os Mode-
los de Bingham, Herschel-Bulkley e Casson, considerando os valores dos
parametros na Tabela 2.

Observando a Figura 6 é possivel ver que para a taxa de deformacao igual a zero
a tensdo assume um valor maior do que zero, sendo esse o valor da tensao limite. A

partir da tensdo limite os graficos assumem um comportamento crescente.
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Tabela 2 — Parametros obtidos a partir de experimentos com solugdo de polimeros dos
modelos de Bingham, de Hershel-Bulkley e de Casson.

Modelo Reolégico Parametros
Bingham (Equacao 5) tn = 10.41Pas, 79 = 50.45Pa
Hershel-Bulkley (Equagdo 6) k = 30.79Pas, a = 1.34, 7y = 32Pa
Casson (Equagdo 7) Wy = 1.83Pas, 19 = 42.58 Pa

Fonte: (CHHABRA; RICHARDSON, 1999).

Nas Equacdes 5, 6 e 7 é possivel observar que, para 7 < 79, a viscosidade dos
modelos viscoplésticos tende ao infinito, assim, ndo ha limitantes superiores para a vis-
cosidade. Porém, para a taxa de deformagédo tendendo ao infinito os limitantes inferiores
para os modelos de Bingham, de Herschel-Bulkley e de Casson sdo, respectivamente,

fin, 0 € i,

2.3.2 Regularizagoes

A existéncia da tensdo limite nos modelos para escoamentos viscopldsticos gera
uma restricdo de desigualdade na viscosidade aparente, vista nas Equagdes 5, 6 e 7. Essa
restri¢do inviabiliza a condi¢do de regularidade exigida no espago de solucdo da veloci-
dade do escoamento. A fim de sanar esse problema, em FRIGAARD I.A.and NOUAR
(2005) sdo examinadas solugdes regularizadas por meio de equagdes continuas que
aproximam-se dos modelos de viscosidade para fluidos viscoplasticos. Portanto, a fun-
¢do de viscosidade regularizada é definida como . : @ C R™ — R*, com o pardmetro

de regularizacdo € > 0 tal que

lim pe = p

e—0t

sendo 1 :  C R — R' a viscosidade aparente de um fluido viscopléstico.

Existem intimeras fung¢des regularizadoras da viscosidade proposta na literatura.
A mais simples, algebricamente, é dada por, ALLOUCHE M.and FRIGAARD (2000),

pre = 10(y +€) 7" + po, € > 0. (8)

onde esse modelo de regulariza¢do é chamada de modelo Simples. Na Figura 7 estdo
ilustrados os gréficos da tensdo de cisalhamento em funcdo da taxa de deformagao
para os modelos de Bingham classico (Equacao 5) e Bingham regularizado pelo modelo
Simples, para os valores de € = 1,0.5,0.2, 0.1 e 0.01. Pode-se observar a boa aproximacdo
existente entre o modelo de Bingham classico e 0o modelo de Bingham regularizado para

valores de € cada vez menores.

Outros dois modelos regularizadores da viscosidade sdo o de Bercovier e Engle-
man (1980) dado por,

-1

Mezuo+70(\/62+72>( ), 9)
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Figura 7 — Gréficos da tensao de cisalhamento em funcdo da taxa de deformacao dos
modelos de Bingham e de Bingham regularizado pelo Modelo Simples para
e=1,05,0.2,0.1e0.01.

e o de Papanastasiou, apresentado por Papanastasiou (1987),

pe = po + 7o(1 = expl= )5 (10)

As Figuras 8 e 9 ilustram os gréficos da tensdo de cisalhamento, em funcdo da taxa de
deformagdo, para os modelos regularizadoras de Bercovier-Engleman (Equagdo 9) e de
Papanastasiou (Equacdo 10), respectivamente, parae = 1,0.5,0.2,0.1e0.01, yp = 1e
7o = 1. Assim, observa-se nessas duas figuras que quando e tende a zero o grafico da
tensdo regularizada aproxima-se da tensdo de Bingham sem regularizacao.

Com a finalidade de comparar os trés modelos de regularizagdo, na Figura 10 sdo
ilustrados os graficos das equagdes da tensdo de cisalhamento regularizada; e na Figura
11 estdo ilustrados os gréficos das Equagdes (8), (9) e (10) da viscosidade regularizada.
Pode-se observar nos graficos da Figura 11 a existéncia do limite superior nos gréficos da

viscosidade regularizada e a ndo existéncia no modelo de Bingham sem regularizagéo.

Pode-se notar que nas Figuras 10 e 11 que quanto maior a taxa de deformacao
o modelo de Papanastasiou terd uma melhor aproximacdo do modelo de Bingham
sem regularizacdo. Porém para valores menores da taxa de deformagdo o modelo
de regularizacdo que melhor se aproxima do modelo de Bingham é o de Bercovier-
Engleman.
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Figura 8 — Gréficos da tensdo de cisalhamento em fun¢do da taxa de deformacédo dos
modelos de Bingham e de Bingham regularizado pelo Modelo Bercovier-
Engleman parae =1,0.5,0.2,0.1 e 0.01.
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Figura 9 — Gréficos da tensdo de cisalhamento em fun¢do da taxa de deformacédo dos
modelos de Bingham e de Bingham regularizado pelo Modelo Papanastasiou
parae=1,0.5,0.2,0.1e0.01.
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Figura 10 — Gréficos da tensdo de cisalhamento em func¢do da taxa de deformacdo
dos modelos de Bingham e Bingham regularizado pelos Modelos Simples,
Bercovier-Engleman e Papanastasiou para e = 0.1 e 7o = 1.0.
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Figura 11 — Gréficos da viscosidade aparente em fun¢do da taxa de deformacdo da

velocidade dos modelos de Bingham e Bingham regularizado pelos Modelos
Simples, Bercovier-Engleman e Papanastasiou para e = 0.1 e 7y = 1.0.
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3 O SANGUE

Neste capitulo serdo tratados alguns fatores que influenciam a viscosidade apa-
rente do sangue. Serdo também discutidos modelos de viscosidade sanguinea existentes
na literatura e por fim serd proposto um modelo para a viscosidade do sangue conside-

rando o escoando sanguineo em vasos de didmetro entre 20.m e 300pm.

3.1 Composi¢do Sanguinea

O sangue é uma suspensdo predominantemente pseudopléstica de células no
plasma, sendo o plasma composto de 90% de dgua e o restante de substancias organi-
cas, inorganicas e proteicas. Na composigao celular temos células vermelhas, também
chamadas de eritrécitos, células brancas (leucécitos) e plaquetas. As células vermelhas
estdo presentes com maior abundancia, ocupando cerca de 50% do volume sanguineo
(FUNG, 1993).

O papel fisiologico fundamental do plasma é o transporte das substancias que
compdem o sangue. Os leucdcitos de formato aproximadamente esférico desempenham
um papel importante no sistema imunolégico agindo como um mecanismo de protecao
contra invasores. As plaquetas sdo as principais responséveis pela coagulacdo do sangue,

sendo seu formato arredondado ou oval.

Os eritrdcitos, por sua vez, possuem formato biconcavo, quando ndo deformados
(Figura 12), e dimensdes aproximadas de 8yum por 2,4m na borda e 11m no centro, como
descritas em How (1996). Devido a necessidade dos eritrécitos de escoar em tubos
com didmetros inferiores aos seus didmetros, eles sdo extremamente deforméveis e
assumem diversas formas em resposta a tensao de cisalhamento. Sua funcao é a troca

entre oxigénio e diéxido de carbono com as células.

Figura 12 — Eritrécitos sem deformacdo por microscépio eletronico de varredura.

Fonte: Yawata (2003).



Capitulo 3. O SANGUE 16

3.2 Viscosidade Aparente do Sangue

A viscosidade aparente do sangue, uma das principais caracteristicas do fluxo
sanguineo, encontra-se sujeita a variagdes devido aos diversos fatores influenciadores,
sendo alguns desses tratados nesta se¢do, como exemplo: a concentracdo, agregagao e

deformabilidade eritrocitdria; o didmetro vascular e a tensdo de cisalhamento.

E importante observar que quando for tratado de viscosidade relativa do sangue,

esta é calculada pela razdo da viscosidade aparente pela viscosidade do plasma.

A porcentagem de células existentes no volume total do sangue é denominada de
hematdcrito. A influéncia do hematdcrito na viscosidade aparente do sangue é notéria
em diversos estudos, como exemplo, Fung (1993) propde uma equagdo que relaciona de

forma crescente a viscosidade relativa do sangue e o hematdcrito, como a seguinte:
pw=1+aH+bH? (11)

sendo a e b constantes positivas.

O hematdcrito pode ser influenciado por varios fatores. Neste trabalho, estamos
interessados na relacdo do hematdcrito com o didmetro do vaso, onde observa-se que o
hematdécrito diminui a medida que o didmetro decresce, (BARBEE; COKELET, 1971).
Esse fendmeno é chamado de efeito Fahraeus e deve-se ao fato do deslocamento celular
ser mais rapido do que deslocamento plasmatico. Isso ocorre devido ao afastamento
celular das paredes tubulares, onde a resisténcia ao fluxo é maior devido a condicdo de
ndo deslisamento entre a parede e o fluido. Esse efeito é descrito em Pries et al. (1990)
por meio de uma equagdo que relaciona o hematoécrito e o didmetro do vaso (d), da

seguinte forma:
H = H3 + Hy(1 — Hy)(1 4 1.7exp(—0.35d) — 0.6 exp(—0.01d)). (12)

sendo H o hematdcrito do vaso e H; o hematdcrito de referencia dos vasos de grande
calibre, como ilustrado na Figura 13. Nesta figura os reservatorios representam os vasos
com maiores didmetros, onde o hematdécrito considerado é o de referencia, e o canal

ilustra os vasos de pequeno calibre, no qual chama-se hematécrito do vaso.

Na Figura 14 estdo ilustrados os graficos da Equagdo 12 para H; = 0.35,0.45 e
0.55. E possivel observar a relacdo crescente entre o hematdcrito do vaso, o didmetro e o

hematdcrito de referéncia.

Com esse afastamento celular forma-se a regido de plasma, préxima a parede do

tubo e a regido de células no centro.

Sharan e Popel (2001) estudaram a relagdo entre o comprimento da camada de
plasma com o diametro tubular considerando o escoamento sanguineo newtoniano.

Bortoloti e Karam-F. (2015) generalizaram esse estudo considerando o escoamento
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Figura 13 — Figura ilustrativa do hematdcrito de referencia (/,) e do hematdcrito do

vaso (H).
Fonte: Cokelet et al. (1976)
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Figura 14 — Grafico que representa a Equacdo 12 para H; = 0.35,0.45 e 0.55.

sanguineo pseudoplastico e modelado pela equacdo constitutiva Power-Law (Equagao
2), onde na Figura 15 estdo ilustrados os graficos da relagdo entre a camada de plasma e
o didmetro tubular considerando o modelo Power-Law (Equagdo 2) com dados de Wang
e Stoltz (1994b) e de Cho e Kensey (1991) comparado ao modelo newtoniano dado em
Sharan e Popel (2001). Nesses, pode-se notar que abaixo de um certo valor do diametro,
préoximo a 100pm, hd um crescimento na camada do plasma a medida que o didmetro
tubular aumenta. Porém, para valores maiores do didmetro, hd uma redugdo na camada

de plasma.

Tratando-se da influéncia do diametro do vaso na viscosidade do sangue, Karam-
F. e Bortoloti (2006) discutem a existéncia de uma faixa de didmetros intermediaria
com relacdo a macro e micro circulacao, definindo a mesocirculacao e Bortoloti (2006)

estabelece a faixa de valores para essa classificagdo como na Tabela 3.

A relagdo entre viscosidade aparente e didmetro do vaso sanguineo é retratada
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Figura 15 - Variagdo do comprimento da camada de plasma em relagdo ao didmetro
do vaso sanguineo para o modelo de Power-Law (Equacao 2), considerando
dados de Wang e Stoltz (1994b) e de Cho e Kensey (1991), e o modelo
newtoniano (SHARAN; POPEL, 2001), para um hematdcrito de referéncia
de 45%.

Fonte: Bortoloti e Karam-F. (2015)

Tabela 3 — Classificagdo por didmetro dos vasos do sistema circulatério.

Classificacao Diametro
Microcirculacdo  Entre 4pm e 50um
Mesocirculagdao  Entre 50um e 300um
Macrocirculagdo Maiores que 300.m

Fonte: Bortoloti (2006).

no efeito Fahraeus-Lindquist, proposto em Fahraeus e Lindqvist (1931), para vasos de
didmetro variando entre 50-500 ;zm, no qual a viscosidade aparente decresce com o
decrescimento do didmetro do vaso sanguineo. Os diversos trabalhos citados em Pries
e Secomb (2005) confirmam o efeito Fahraeus-Lindquist para vasos de didmetros entre
10-5004um. Esse efeito é ilustrado no grafico da Figura 16 que descreve a seguinte fun¢do
para a viscosidade relativa do sangue para o hematdcrito do vaso igual a 45 %, proposta
por Pries et al. (1990),

frei0.a5 = 220 exp(—1.3d) + 3.2 — 2.44 exp(—0.06d"*%), (13)

sendo d o diAmetro do tubo.
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Figura 16 — Grafico da Fungdo 13 que relaciona a viscosidade aparente relativa do
sangue com o didmetro do vaso, caracterizando o efeito Fahraeus-Lindquist.

Comportamento contrario ao efeito Fahraeus-Lindquist ocorre em vasos de diame-
tros menores do que 10 pm, pois ha um aumento na resisténcia ao escoamento devido
ao diametro dos eritrdcitos estarem préximos ou até maiores do que o didmetro do vaso

na microcirculac¢do. Portanto, hd um aumento stbito na viscosidade sanguinea.

Considerando o efeito Fahraeus juntamente com o efeito Fahraeus-Lindquist conclui-
se que quanto menor for o hematdcrito do vaso, menor serd a viscosidade aparente do

sangue, confirmando assim a relagdo descrita pela Equagdo 11.

Para altos valores do hematdcrito e baixas taxas de deformacdo tem-se a formacao
de agregados celulares (ver Figura 17) devido a existéncia de proteinas no plasma, como
tibrinogénio e globulina, que favorecem a formagdo desses agrupamentos celulares.
A formacdo desses agregados sob a influéncia de baixas taxas de deformacéo eleva a
viscosidade aparente do sangue. Porém, com um aumento da taxa de deformagao, os
agregados celulares rompem-se e os eritrdcitos escoam de forma ordenada, diminuindo

assim, a viscosidade aparente do sangue.

Na proxima secdo serdo vistos alguns modelos da viscosidade aparente do
sangue considerando diversos fatores que influenciam o escoamento sanguineo, como

alguns discutidos acima.
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Figura 17 — Formagao de agregacdes celulares.
Fonte: Galdi et al. (2000).

3.3 Modelos Reolégicos para Sangue

Devido aos diversos fendmenos que ocorrem no escoamento sanguineo, existem
muitas especificacdes de condigdes para a obtencdo de um modelo matematico para a
viscosidade do sangue. Neste sentido modelos foram proposto em: Pries et al. (1990),
Pries e Secomb (2005), Luo e Kuang (1992), Chaturani e Biswas (1984), Tu e Deville
(1995), Zydney e Oliver III (1991) e Wang e Stoltz (1994b), sendo alguns desses discutidos

nesta secao.

3.3.1 Macrocirculacao

O principal papel da macrocirculagdo é transportar um volume consideravel
de sangue a partir do coragdo para a meso e microcirculagdo, (QUARTERONI; FOR-
MAGGIA, 2002), sendo a propriedade eldstica existente nas paredes de seus vasos
indispensédvel para a manutenc¢do do escoamento sanguineo, pois, por sua localizagdo
ser mais proxima ao coracdo, sao habituais elevados valores do gradiente de pressao
gerado pela acdo do coracdo. Devido a isso, altas taxas de deformacdo podem ser vistas
na macrocirculagdo, possibilitando o deslocamento celular ordenado e adjacente ao
escoamento plasmédtico. Assim, como o fluxo plasmatico é newtoniano, pode-se conside-
rar que na macrocirculagdo o fluxo sanguineo obedece a lei de Newton da viscosidade,
descrita na Equagdo 1, (BAGCHI, 2007).

Em Johnston et al. (2003a) é feito um estudo do escoamento sanguineo na ma-
crocirculacdo destacando que para regides de altas taxas de deformacao a viscosidade
newtoniana é a que melhor descreve a viscosidade sanguinea, sendo esta ;1 = 3.45m Pas.
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3.3.2 Mesocirculagado

Com a diminuic¢do da tensdo de cisalhamento e, consequentemente da taxa de
deformacdo ao longo do vaso sanguineo na macrocirculagdo, observa-se a formagao
dos agregados celulares (vistos na secdo 3.2), propiciando um aumento na viscosidade.
Ja na mesocirculacdo, o fluxo sanguineo e a taxa de deformacdo, comecam a aumentar
desfavorecem a formacgdo de agregados celulares e, consequentemente, causando uma
redugdo na viscosidade aparente do sangue. Portanto, baseado na Segdo 2.2, pode-
se afirmar que essa relagdo decrescente entre a taxa de deformacdo e a viscosidade

sanguinea caracteriza o escoamento na mesocirculagdo como pseudopldstico.

Diversos modelos constitutivos para o escoamento pseudopldastico do sangue

sdo encontrados na literatura. Assim, na Tabela 4 estdo expostos alguns desses.

Tabela 4 — Modelos constitutivos do escoamento pseudopléstico sanguineo.

Modelo Reolégico Coeficientes
Power Law k =8.290 — 63.11H + 195.5H2,
po= ki1 n =1.262 — 1.833H + 1.297H?
(WANG; STOLTZ, 1994b).
Wang-Stoltz n=0.652 + 7.667TH — 5.647TH?,
= mp(n + aiy~/?) o = 6.618 — 62.62H + 168.2H?,
np =1.22 m Pa s (WANG; STOLTZ, 1994b).
Carreau A =3.313 s, n =0.3568,
= oo + (110 — poo)[1 + ()\"}/)2]”7_1 1o =0.56 poise, oo =0.0345 poise
(CHO; KENSEY, 1991).
Cross Modificado A =3.736 s, m = 2.406,
= poo + (o — MM)W a = 0.254, ps, =0.0345 poise,
o =0.56 poise (CHO; KENSEY, 1991).
Walburn-Schneck Cy = 0.00797mPas™%, Cy = 0.0608

CiTPMA 4~ 100HC,

w = Crexp(HCq)exp( 7 )

C3 = 0.00499,C4 = 14.5851g71, TPM A = 4.0g1~!
(WALBURN; SCHNECK, 1976)

As expressoes dos parametros dos modelos de Power-Law e de Sisko dados por Wang e
Stoltz (1994b), como descrito na Tabela 4, foram obtidas por regressdes polinomiais a
partir de valores da viscosidade aparente do sangue normal medidos com um visco-
simetro para hematdcritos variando entre 0.2 a 0.6. Nos modelos de Carreau e Cross
Modificado, descritos na Tabela 4, as constantes dadas por Cho e Kensey (1991) foram
também calculadas para o sangue normal.

O modelo de Walburn-Schneck (Tabela 4) foi desenvolvido usando o modelo
Power-Law com a inser¢do de parametros que dependem do hematdcrito e de proteinas
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como fibrinogénio e globulina. O valor da constante T'PM A, considerado na Tabela 4,
foi tomado com base nos dados de Brust et al. (2014).

3.3.3 Microcirculagdo

Ao observar o gréfico da Figura 15, é possivel ver que para valores do didmetro
do vaso menores do que 100xm ha uma reducdo na camada de plasma, o que implica
no aumento da camada celular. Assim, conclui-se que na microcirculagdo o sangue
caracteriza-se como um fluido heterogéneo com camadas bem definidas de células e

plasma.

Portanto, podemos dizer que o comportamento do escoamento sanguineo na
microcirculagdo caracteriza-se como viscopldstico (Secdo 2.3), no qual, a camada axial
celular apresenta uma zona rigida com altos valores da viscosidade e taxa de defor-
magcao proxima a zero. Isto se deve a estreita proximidade entre as células. Porém, na
regido do plasma, mais proxima a parede do tubo, a viscosidade aparente aproxima-
se da viscosidade do plasma, caracterizando assim, o escoamento nessa regido como
newtoniano. A determinacdo do valor da tensdo limite, considerando o escoamento
sanguineo, tem sido foco de estudo em muitos trabalhos cientificos. Como em Picart
et al. (1998) que propde uma equacdo para tensdo limite em relagdo ao hematdcrito do
vaso, com base em experimentos para hematdcritos entre 0.53 a 0.95 a tensao limite, em
mPa, é dada por

o = 26.87H?>. (14)

A existéncia da tensdo limite, como descrita em Fung (1993), é marcadamente
influenciada por macro moléculas de uma suspensao fluida. Portanto, no escoamento
sanguineo essas macro moléculas sdo as células, o que justifica a relacdo da tensdo
limite com o hematdcrito. As forcas de coesdo entre as células vermelhas bem préximas
inviabilizam a variacdo da velocidade entre elas, assim é caracterizado o movimento de

corpo rigido na regido densa de células vermelhas.
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4 MODELO PROPOSTO

No sistema cardiovascular humano ha uma quantidade bem significativa de
vasos com didametros menores do que 300 ;m, sendo estes de grande importancia na
distribui¢do sanguinea. Neste trabalho, objetiva-se elaborar uma equagao para a vis-
cosidade aparente do escoamento sanguineo na faixa de de valores de didmetros na
transi¢do da mesocirculagdo para a microcirculag¢do, mais precisamente em vasos de di-
ametro entre 300pm e 20pm. Com esse objetivo é apresentada uma equagdo constitutiva
para caracterizar o comportamento pseudoplédstico na mesocirculagdo e o viscoplds-
tico na microcirculagdo. A junc¢do desses dois comportamentos é, aqui, controlada por

parémetros que variam de acordo com o didmetro do vaso.

Assim, com base na Equacéo 3 do Tipo Sisko, proposta por Wang e Stoltz (1994b),
adicionando uma tensdo limite 7, juntamente aos parametros A e B, é proposta uma

funcdo da viscosidade aparente do sangue, da seguinte forma:

A(d)mo3 ™ + B(d) (poo (H) + k(H)3H)=2) 7 > 1
(., d) = 0, T < To. (15)

onde d é o diametro do vaso sanguineo; ¥ é a taxa de varia¢do do fluido; H é o hemat6-
crito no vaso; 7 € a tensdo de cisalhamento; 7, é a tensdo limite descrita pela Equagao
14;

ftoo = (0.652 + 7.66TH — 5.647TH?)p,

é o limitante inferior da viscosidade, como em Wang e Stoltz (1994b), sendo p, =
1.22mPa;
k(H) = (6.618 — 62.62H + 168.2H*)p,

(WANG,; STOLTZ, 1994b) é o indice de consisténcia e
aH) = 2.262 — 1.833H + 1.297H?,

(1 < a < 2) (BORTOLOTI, 2006), é o indice de poténcia.

A construcdo do parametro A, que controla a caracteristica viscoplastica do Mo-
delo Proposto, foi feita considerando que em vasos com didmetros na microcirculagéo, a
caracteristica da viscoplasticidade seja predominante, mas em vasos com didmetros na
mesocirculagdo essa predominancia deva ser da pseudoplasticidade. Com base nessa
premissa, neste trabalho sdo propostos os valores descritos na Tabela 5, a partir dos

quais foi feita uma aproximacdo, por meio de uma func¢do exponencial, gerando a
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seguinte relagdo:
A(d) = 4.644 exp(—0.07677d), (16)
onde d é o didmetro do vaso sanguineo. Na Figura 18 estd ilustrado o grafico da fungéo

A (Equacdo 16).

Tabela 5 — Pontos utilizados para gerar o pardmetro A por meio da aproximagdo de uma
funcdo exponencial.

Diametro(ym) Parametro A

20 1.0
50 0.1
300 0.0

Pardmetro A

100 150 200 250 300

Diametro (microns)

Figura 18 — Grafico do parametro A em relagdo ao didmetro do vaso d.

Como a fungdo A objetiva parametrizar a tensdo limite existente no Modelo
Proposto e como a tensdo limite (), dada na Equacado 14, possui uma relagdo crescente
em fung¢do do didmetro do vaso (Figura 19), via Equacdo 12, entdo A devera forgar o
produto A7 a ter uma relagdo decrescente em funcdo do didmetro do vaso sanguineo
para que a viscoplasticidade seja evidenciada na microcircula¢do. Na Figura 20 esta
ilustrado o gréfico do produto A7, em fun¢do do diametro do vaso para Hy; = 0.45,
sendo 7 descrito pela Equacao 14.

Da mesma forma que A, o pardmetro B é descrito por meio de uma aproximacdo
com uma fungdo exponencial de valores de B em relagdo a d. Para a obtencdo desses
valores utilizou-se, com base na Equacao 15,

fi = Ald)ro(H)7
oo (H) + KCH700 2

B(d,H) = (17)
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Figura 19 — Graficos da tensdo limite (Equacédo 14) em fungdo do diametro, via Equagdo
12, para H; = 0.45.
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Figura 20 — Gréficos do produto do parametro A pela tensdo limite (Equacdo 14) em
funcdo do didmetro para H,; = 0.45.

onde as fungdes A(d), 70(H), peo(H), k(H) e a(H) sdo descritas acima, e para ji foram
utilizados dados de laboratério extraidos de Fahraeus e Lindqvist (1931), como exposto
na Tabela 6.

Pode-se observar também que na Funcado 17 é necessario obter uma funcdo que
descreva a taxa de deformacéao ( 4) em relagdo ao didmetro do vaso. Assim, foi feita uma

aproximacgdo por meio de uma fung¢do exponencial dos valores coletados em Bagchi
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Tabela 6 — Dados da viscosidade relativa do sangue.

Didametro(um) Viscosidade Relativa

47 2.95
81 4.453
120 4.3
175 5.7584
277 6.2

Fonte: Fahraeus e Lindqvist (1931) .

(2007) como exposto na Tabela 7, cuja funcdo gerada foi
4 = 442.3 exp(—0.02133d) + 10.28 exp(0.004712d).

Obtendo todas as informagdes necessarias para a Equagdo 17, os valores de B sdo

Tabela 7 — Dados da taxa de deformagdo do escoamento sanguinea em relacdo ao dia-
metro do vaso sanguineo.

Diametro(um) Taxa de Deformacao(s—1)

20 285
40 237

80 63
150 43
300 40

Fonte: Bagchi (2007)

obtidos para os didmetros na faixa de 20pm a 300m e para o hematdcrito de referéncia
igual a 45%, pois estamos considerando a média do hematdcrito para o sangue sauddvel,
(FUNG, 1993). A partir dai, foi gerada a seguinte:

B(d) = 0.6874 exp(0.0002484d) — 0.008882 exp(—0.0045194d), (18)

onde d é o didametro do vaso. Pode-se notar que B é uma fungdo crescente em relagao
ao didmetro do vaso, o que evidencia o comportamento pseudoplastico do escoamento

na mesocirculagdo. O grafico da Funcdo B esta ilustrado na Figura 21.

Pode-se observar na Figura 21 que na regido da microcirculagdo o parametro B
ndo se anula, pois com o aumento na taxa de deformagao a viscosidade aparente do

Modelo Proposto tende ao seu limitante inferior que é dado por B, .

4.1 Comparacdo entre o Modelo Proposto e Modelos da Li-

teratura

Com o objetivo de verificar o comportamento do Modelo Proposto serdo feitas
comparagdes com os modelos de: Casson (Equagado 7); Walburn-Schneck (Tabela 4) e
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Figura 21 — Grafico da func¢do de ponderacdo B em rela¢do ao raio do vaso sanguineo.

Wang-Stoltz (Tabela 4).

Na Figura 22 estdo ilustrados os graficos da viscosidade aparente do sangue em
fungdo do didmetro do vaso para o Modelo Proposto (Equacéo 15) e para os modelos
de: Casson (Equagdo 7); Walburn-Schneck (Tabela 4) e Sisko (Tabela 4). Nesses graficos
é possivel observar que para didmetros maiores do que 50m o Modelo Proposto esta
entre os modelos de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz, porém para didmetros menores o
Modelo Proposto aproxima-se do modelo de Casson. Assim, a primeira anélise feita ao
Modelo Proposto confirma as suas caracteristicas viscopldsticas e pseudopldsticas na
micro e na mesocirculagado, respectivamente.

Nas Figuras 23 a 26 estdo ilustrados os graficos da viscosidade aparente do
Modelo Proposto (Fungdo 15) e dos modelos de: Casson, Sisko e de Walburn-Schneck
em relacdo a taxa de deformacdo para o hematdcrito de referéncia de 45% e para
os valores de didmetros iguais a 20, 50, 100 e 300.m. Pode-se observar que para os
graficos com d = 300 e 100um (Figuras 23 e 24), considerando baixos valores da taxa
de deformacdo, hd uma melhor aproximacgédo entre o Modelo Proposto e os modelos
de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz. Porém, para d = 20um (Figura 26) observa-se um
afastamento entre os modelos. Agora, observando-se os gréficos para valores mais
altos da taxa de deformacao (no intervalo [150s~*, 300s~']) é possivel ver uma melhor
aproximag¢do do Modelo Proposto ao modelo de Casson. Esse comportamento do
Modelo Proposto é bastante satisfatério, pois na microcirculagdo as taxas de deformacédo
sdo mais elevadas do que na mesocirculagao (Tabela 7).
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Figura 22 — Gréficos da viscosidade aparente do sangue em fungdo do didmetro do vaso
sanguineo, para H, = 45%, gerados a partir do Modelo Proposto (Equagao
15) e dos modelos de: Casson (Equagado 7), Walburn-Schneck (Tabela 4) e
Sisko (Tabela 4).

“iscosidade Aparente (mPas)

Figura 23 — Gréficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto e dos modelos de:

Modelo Proposto

Modelo de Walburn-Schneck
Modelo de Wang-Staoltz
=Modelo de Casson

50 100
Taxa de Deformagio (5'1)

1a0 200 240 300

Casson, Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck em relagdo a taxa de deformacao

para o hematdcrito de referéncia de 45% e o didmetro do vaso de 300pm.
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Figura 24 — Gréficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto (Fungao 15) e dos
modelos de: Casson, Wang-5Stoltz e de Walburn-Schneck em relagdo a taxa
de deformacdo para o hematdcrito de referéncia de 45% e o didmetro do
vaso de 100um.

8 -
Modelo Proposto
75 Modelo de Walburn-Schneck
Modelo de Wang-Staoltz
3 =Modelo de Casson

“iscosidade Aparente (mPas)

1 1 1 1 |
1] 50 100 150 200 250 300
Taxa de Deformagio (5'1)

Figura 25 — Gréficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto (Fungdo 15) e dos
modelos de: Casson, Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck em relagdo a taxa
de deformacgdo para o hematécrito de referéncia de 45% e o didmetro do
tubo de 50um.
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Figura 26 — Gréficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto (Fungdo 15) e dos
modelos de: Casson, Wang-5Stoltz e de Walburn-Schneck em relagdo a taxa

de deformacdo para o hematdcrito de referéncia de 45% e o didmetro do
tubo de 20um.

4.2 Viscosidade Regularizada

Devido a descontinuidade do Modelo Proposto gerada pela restri¢do de desigual-
dade, faz-se necessdrio a utilizagdo de modelos regularizadores objetivando suavizar

essa descontinuidade.

Baseado nos modelos regularizadores da viscosidade descritos na Secdo 2.3.2 é

possivel escrever o Modelo Proposto com as regulariza¢des da seguinte forma:
Regularizacao Simples
ps = Ao(¥ + €) 7 + Blpoo + k5777, (19)
Regularizacao de Bercovier-Engleman
o = ATo(¥ + )72 4 Blpoo + £5777), (20)
Regulariza¢ao de Papanastasiou
sy = Aro(1 = exp(—3/€) ()" + Bloo + £5°77), (21)

estes modelos foram baseados nas Equacgdes 8, 9 e 10, respectivamente.
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Nas Figuras 27 estdo ilustrados os graficos da viscosidade relativa do sangue
em fung¢do da taxa de deformacdo do Modelo Proposto sem regularizagdo (Equagao
15) e com regularizagdes: Simples (Equagao 19), Bercovier-Engleman (Equagao 20) e
Papanastasiou (Equacgdo 21), para e = 0.01.

200 -

Modelo Proposto

Regularizagdo Simples
Regularizagdo de Bercovier-Englernan
Regularizagdo de Papanastasiou

1E|DJ

160 H

140 H

120 1

100 H

80 -

Yiscosidade Relativa

40 1

20

D 1 1 Il 1 ]
0 0.05 0.1 0.15 0.z 0.25 0.3 0.35

Taxa de Deformagio (5'1)

Figura 27 — Gréficos da viscosidade relativa do sangue em funcao da taxa de deformagao
do Modelo Proposto sem regulariza¢do (Equagao 15) e com regularizagdes:
Simples (Equacgdo 19), Bercovier-Engleman (Equagao 20) e Papanastasiou
(Equagao 21), para e = 0.01, H; = 45% e d € |20, 300].

Pode-se observar nos gréaficos da Figura 27 que o modelo de regularizagdo de
Bercovier-Engleman possui uma melhor aproximacgao. Portanto, neste trabalho, sera
considerado o Modelo Proposto da viscosidade regularizado pelo Modelo de Bercovier-
Engleman (Equagéo 20).

4.3 O Problema de Stokes

O balango das forgas que agem no fluido estdo descritos na equagdo da quan-
tidade de movimento, e a condi¢do de incompressibilidade do fluido é descrita na
equacdo da conservacgdo da massa. Antes de enuncié-las, serd definido o dominio e
algumas hip6teses sobre o escoamento serdo estabelecidas.

O dominio considerado sera definido como Q@ € R?eI =T, Ul UL a
fronteira de (2, sendo I';,, 0 contorno de entrada do fluido, I',,,; 0 contorno de saida e I}

o contorno das laterais, como ilustrado na Figura 28.
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rin r out

=
[

Iy

Figura 28 — Dominio 2 e contorno I' = I';, U ', U T,

Como o escoamento sanguineo considerado neste trabalho encontra-se na faixa
de diametro entre a mesocirculagdo e a microcirculacdo, entdo o regime de escoamento
é laminar, isso é devido aos baixos valores do nimero de Reynolds, como pode ser
visto em Vennemann et al. (2007). O namero de Reynolds relaciona o diametro (d) do
dominio, a velocidade média do escoamento (v,,), a viscosidade aparente do fluido ()

e a massa especifica (p), da seguinte forma:

_ pupd
L

Re

(22)

Para um escoamento lento, incompressivel, em regime laminar e ndo transiente,

considera-se:

e Equacdo da conservagdo da massa

diva = 0em (2, (23)

e Equacdo da quantidade de movimento
—div(pe sy u) +7p =0, em Q, (24)

sendo u o campo de velocidade, p o campo de pressao, y. a viscosidade relativa do
sangue dada na Equacao 20, div o operador divergente e 57 o operador gradiente.

As duas Equagdes 23 e 24 juntamente com as condi¢des de contornos de Dirichlet:

u=u, emly,

u=0emly; (25)
e de Neumann: 5
M hemTyy, (26)
ox

compdem o Problema de Stokes Generalizado que relaciona a velocidade e pressdo que
agem sobre um fluido incompressivel e independente do tempo como:
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Encontrar u € C*(Q) e p € C1(Q) tal que

—div(peyu) +yp =0, em Q,
divu =0, em (),
u=uwy,, €em Fin

=0 em I

8_u =0 em Doy, (27)
ox

onde /.. é a equacdo da viscosidade do sangue ndo-newtoniana dada pela Equacao 20.

Referente a condicdo de Dirichlet, temos na parede do tubo (I';) a condigdo de ndo
deslizamento devido as forcas de atrito existente entre a parede e o fluido. A condigdo
de contorno de Neumann em I',,; garante a ndo variagdo da velocidade no contorno de
saida do duto.

Do ponto de vista matematico solugdes exatas sdo obtidas em casos muito espe-
cificos, onde sdo admitidas vdrias hip6teses de simplificagdo do problema, como por
exemplo, a consideracdo de dominios mais simples. O desenvolvimento de simulagdes
em dominios que representem um vaso de uma forma mais préxima do natural, como
encontrado no sistema vascular, torna o problema de encontrar solugdes exatas pratica-
mente intratdvel. Nesse contexto os métodos para encontrar solugdes numéricas sdo
amplamente utilizados. No préximo capitulo trataremos do método numérico utilizado
para resolver o Problema de Stokes Generalizado. Devido ao aspecto ndo-linear da
viscosidade no Problema de Stokes Generalizado, solu¢des numéricas serdo busca-
das usando métodos numéricos com a utilizagdo de uma formulagéo variacional de

Elementos Finitos que garante estabilidade e convergéncia das solu¢des numéricas.
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5 O METODO NUMERICO

A formulagdo variacional é bastante ttil na resolugdo de problemas de valor de
contorno, pois, entre outros motivos, possibilita a reducdo da exigéncia de regularidade
do espacgo solucdo do problema, proporciona métodos de resolugdo para a obtengao
de solugdes aproximadas e, através das ferramentas de andlise funcional possibilita

os elementos necessdrios ao estudo de existéncia, unicidade, estimativas a priori e a
posteriori do erro de aproximagdo, (GELFAND; FOMIN, 1963).

5.1 Defini¢des Preliminares

Dado © um dominio limitado em R? e T seu contorno suave, ou seja, I é dife-
renciavel, tal que I' = I';,, U ', U I';, como ilustrado na Figura 28, consideramos os
seguintes espacos de Hilbert, (ADAMS, 1975):

Ly(9Q) = {v : vmensuravel e/ v?df) < oo}
0

ov
al’i

e seus correspondentes produtos escalares e normas

H'(Q) = {v € Ly(Q) : € Ly(Q),i=1,2};

(v,w) = /vadQ, (28)

o2, = ( / Vd9) = (u,0); (29)
(v, W) () = /Q[Uw + v - yw|de, (30)
02 = ( / W+ | v oPlde), (31)

onde é definido o produto interno (A - B) = tr(A”B) e a norma como |A]? = (A - A),

onde A e B sdo tensores de segunda ordem. Faz-se necessario definir também,
Hy(Q)={ve H'(Q):v=0emT},

com a norma e produto interno do espago H*.
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5.2 O Método de Galerkin

Com o objetivo de reduzir a exigéncia de regularidade dos espagos de solugdes
tanto para a velocidade quanto para a pressdo, escreveremos o Problema de Stokes Ge-
neralizado na sua forma fraca. Inicialmente serd considerada a forma variacional mista
classica de Galerkin, sendo que, logo apds, serd discutida a formulacgdo de elementos
tinitos do tipo Petrov-Galerkin, que sera utilizada na modelagem computacional deste
trabalho. Para isso, faz-se necessario considerar os seguintes espagos de fung¢des da

velocidade e pressdo, respectivamente, como:

U= (%)

Para a obtengdo da formulagdo variacional é necessario efetuar o produto interno de
uma fung¢do peso ou de ponderagao, ¢ € W, com a equagado da conservagao de massa
(Equacdo 23) e a fungdo v € U com a equagdo do momento linear do Problema de Stokes
(Equagdo 24) da seguinte forma:

(f7 V) = (_d“J(:uE Vv l}l) + VDo, V) = —(d’lU(IME Vv ll), V) + (vpa V)' (32)
Aplicando na Equacdo 32 a Identidade de Green:
/(vv): (Vu)df2 = /(V . ;i—u)dl“ - / div(s7u) - vdQ,
Q Q

r n

sendo 2—2 = 57“1711 + %”2 a derivada normal em I'. A seguinte formulacado variacional

mista de Galerkin para o Problema de Stokes da seguinte forma:

Problema G,,: Encontrar (u,p) € U x W, tal que

(ke(w) v u,vv) = (p,divv) =0 Vv eU
(diva,q) =0 VYqe W, (33)

onde, por motivo de simplificacdo na notagdo estamos fazendo yi.(u) = p(| 7 u|) e assim

considerando p, : Rt — R™.

Em Hughes (2000) pode ser visto que a solu¢do do problema diferencial continuo
é também solucdo do problema na sua forma variacional e vice-versa. Consequente-
mente, pode ser verificado que o Problema 33 é equivalente ao Problema 27. Para a
implementacdo do problema variacional (Equagado 33) é necessario sua discretizagdo
espacial, pois o calculo numérico da solugdo do problema é feito para uma quantidade
tinita de pontos do dominio. Para implementar tal procedimento, o método para a
discretizacdo espacial do dominio utilizado neste trabalho é o Método de Elementos
Finitos que possui a capacidade de modelar matematicamente dominios complexas

devido a sua caracteristica de adaptatividade.



Capitulo 5. O METODO NUMERICO 36

5.3 O Método de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos consiste em dividir o dominio continuo do pro-
blema variacional em um ntimero finito de sub-regides, como na Figura 29, onde essas
sub-regides sdo chamadas de elementos e podem assumir diversas formas geométricas
(triangulos, quadrildteros etc.). Para a realizacdo dessa discretizagdo do dominio, mais
especificamente do dominio do problema variacional, precisa-se construir espagos de

dimensdes finitas para U e W.

Portanto, considere (2 subdividido em triangulos 7}, = {2, s, ..., Qx}, tal que
os elementos (2; ndo se sobrepdem e o vértice de cada elemento coincide com o vértice

do elemento adjacente (Figura 29), tal que
N
Q= UQC,QmQj =0Vi# ],
e=1

onde 2 = QUT, I' é o contorno de Q e Q; é um conjunto aberto.

Figura 29 — Representa¢do de um dominio bidimensional continuo discretizado por
triangulos.

Fonte: Johnson (1987)

Para a construgdo dos espacos de solugdes, serdo utilizados os polindmios inter-

poladores de Lagrange que sdo definidos como
Pu(e) =3 fla) 1" (@)
=0

onde

L& (zy) = { .‘ (34)

que implica em L{™ (z) = H "
T; — l‘j
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Assim, P,(x;) = f(x;),i = 0,1,2,...,n, no qual podemos concluir que P, é o
polindmio interpolador de f, relativamente aos pontos zy, z1, ..., z,, sendo n o grau
do polindmio. Em Atkinson (1978) pode ser vista uma demonstra¢do do teorema de

existéncia e unicidade de P,.

Seja S (92) o espago de elementos finitos formado por polindmios de Lagrange
de grau k e @', () o espago de elementos finitos gerado por polindmios de Lagrange de

grau [, sendo h o parametro de malha tal que
h = max h,,

ondee = 1,..., N, e N, é o numero maximo de elementos da malha e h. é a diAmetro
do elemento . Com base nos espacos S¥(2) e Q) (2) serdo descritas as aproximagdes
conformes de elementos finitos para os espago do campo de velocidade U e de pressdao
W, respectivamente:

Un = (Sy(Q) N Hy(Q))* C U (35)

Wh = (QL(2) N L*(Q)) C W.

As solugdes v € U e p € W serdo aproximadas, respectivamente, por vy, € Uy, e

pn € W), e sdo escritas como

vy = Z ;i ()
=1

Pn = sz‘l/)i(ﬁ),
i=1

onde n é o nimero de nés da malha e ¢;(x) e ¢;(z) sdo, respectivamente, os polindmios
globais de interpolagdo de graus k e [. Estes polindmios de interpolagdo, que compdem
as bases dos espacos Uj, e W), respectivamente, sdo os polindmios de Lagrange definidos
como na Equacdo 34. Assim, a formulagdo discreta mista de Galerkin para o Problema

de Stokes é dada por:

Problema DG,,,: Determinar {uy, pp} € Uy, x Wy, tal que

(,u6 YV Up, Vvh) — (ph, divvh) =0 \V/Vh e U, (36)
(diUUh, Qh) =0 vq}l € Wh7 (37)

sendo . : R™ — R*.

No caso do Problema de Stokes linear, a andlise de convergéncia é baseada
no Teorema de Brezzi descrito em Brezzi (1974), a estabilidade dessa formulagao é
verificada no Lema de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) (BREZZI, 1974), onde a
condicdo
(g, divvy))|
sup ————
viel,  |[Vallm

> cllanl| Ly, Yan € Wi, (38)
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deve ser satisfeita, sendo c uma constante que precisa ser verificada para cada escolha
de U, e W),. Portanto, a determinagao dos espagos Uj, e W), para a validacdo da LBB

(Equagdo 38) é um fator crucial para garantir a existéncia e unicidade da formulagao.

Em Karam-F. (1989) sdo apresentados alguns resultados numéricos para o pro-
blema de Stokes linear, discretizado pelo método misto de Galerkin, para diversas
combinagdes de interpolacdo para os termos da velocidade e da pressao. Assim, é
possivel observar a existéncia de muitas combinag¢des de polindmios de interpolacdo
para a velocidade e a pressdo que ndo obedecem a LBB (Equacao 38) gerando resultados
instdveis nos campos de solugdes; como exemplo tem-se os polindmios de mesma

ordem para os termos da velocidade e da pressao.

No entanto, o problema abordado nesta dissertagdo apresenta a viscosidade ndo
constante, fazendo com que torne-se ndo-linear de modo que a andlise de convergéncia
seja desenvolvida com base no Teorema de Scheurer (SCHEURER, 1977).

Bortoloti (2006) propde uma formulagdo de elementos finitos do tipo Petrov-
Galerkin, para os Problemas de Stokes Generalizados, utilizando o mesmo grau de
interpolacdo tanto para a pressdo quanto para a velocidade, com interpolagdes desconti-
nuas para a pressdo, garantindo assim, precisdo tanto no campo de velocidade quanto
no campo de pressdes. As solugdo numéricas, geradas neste trabalho, foram obtidas
considerando essa formulacdo de elementos finitos do tipo Petrov-Galerkin que serd

discutida na préxima secéo.

54 O Método do tipo Petrov-Galerkin

O método de elemento finito utilizado neste trabalho é definido como uma
formulacdo mista de elementos finitos com interpolagdes de mesma ordem, sendo
descontinuas para a pressdo e continuas para a velocidade. Assim, sem perda de
generalizacdo, a descri¢do desse método do tipo Petrov-Galerkin, serd feita, neste
trabalho, para o caso particular de 2 C R

Considere Q},(£2) o espago de fungdes de grau | formado por polindmios de
Lagrange que sdo descontinuos em todo 2 e continuo no interior do elemento, e W), =
QL(Q) N L*(Q) o espaco de aproximagédo da pressdo. Considere também o espago de

aproximacao da velocidade U}, como definido na Equacéo 35.

Entdo, a formulacdo do tipo Petrov-Galerkin proposta por Bortoloti (2006) é
descrita para o Problema de Stokes Generalizado dado pelas Equagdes 36 e 37, da

seguinte forma:



Capitulo 5. O METODO NUMERICO 39

Problema PG: Encontrar U, = (uy,,py) € U, x W), tal que

(An(Un), V1) + Br(pn,vi) =0 ¥V Vi = (vi,qn) € Uy x Wy, (39)
Bu(up,qn) =0 YV g, € Wy, (40)
onde
(Ah(Uh), Vh) = (,U/E(llh) V Up, VVh) -+ 5219(divuh, divvh) (41)
d1h?
+1T(_Auuh + /Phy —AuVh + V),
Bh(pn, Vi) = —(pn, divvy,), (42)
pe(up) = Ato(| 7 unl® + €) 7% + B(puo + k| 7 un| ), (43)

onde J; e J, sdo constantes positivas denominadas de parametro de estabilizacdo,
Ayuy, = div(pe(uy) v uy) e ¥ € uma constante positiva dimensional. Pode-se observar que
se considerarmos 0; = d, = 0, a formulacdo de Petrov-Galerkin se reduz a formulacao

mista de Galerkin, que é instdvel para interpolacdo de mesma ordem.

Em Bortoloti e Karam-F. (2012) sdo feitos estudos de estabilidade e convergéncia
dessa formulagdo para o Problema de Stokes Generalizado com viscosidade descrita
pela equacdo de Wang-Stoltz e, também, resultados numéricos sdo apresentados confir-
mando a andlise matematica de estabilidade e convergéncia do método. Considerando
a equagdo da viscosidade proposta (Equacao 43), é possivel observar que para A = 0,
isto é, para regides do diametro entre 100 e 300um, o Modelo Proposto aproxima-se do
modelo de Wang-Stoltz, a menos de um parametro (5). Assim, os resultados obtidos
em Bortoloti e Karam-F. (2012) confirmam que a utiliza¢do dessa formulac¢do (Equacdo
42), considerando o Modelo Proposto para a viscosidade na faixa de didmetro entre 100
e 300um, gera resultados estaveis tanto para os campos de pressao e de velocidade.

Para regides do dominio onde A # 0, ou seja, para didmetros entre 20 e, aproxi-
madamente, 100m, a formulagado do tipo Petrov-Galerkin, para a viscosidade descrita
como no Modelo Proposto, é validada pelos estudos feitos em Faria et al. (2006), onde
sdo testados baixos valores da tensdo limite, para o modelo viscoplastico de Bingham,
chegando a conclusdo de solugdes estdveis tanto para a pressdo quanto para a veloci-
dade. Os valores da tensao limite utilizados neste trabalho sdo 7y = 0.024485,0.0447 e
0.0737Pa, se enquadrando nos estudos feitos em Faria et al. (2006).

5.4.1 Algoritmo Iterativo

Devido a ndo linearidade da viscosidade considerada no Problema, faz-se neces-
sdrio a utilizacdo de um algoritmo iterativo com o objetivo de linearizar o problema.
Assim, como em Bortoloti (2006), o método iterativo utilizado foi o de Picard, no qual o
termo de viscosidade é atrasado em relacdo aos outros termos da seguinte forma:



Capitulo 5. O METODO NUMERICO 40

Dado u) € Uj, determinar u} € U, com n > 0, tal que
(A(w;™") = BCT B (w))uy =0, (44)
sendo a pressdo calculada como
P =—C7' B (N, (45)

onde

nm e n g nh*, n— n
Ay ujy = (pe(w) lvumVVh))+5219(dwuh7dwvh)+17(dlv(ue(uh DTuL), Auvi)n,

I SR
B (™, = (diva, ) — 2 div (e ™) 7 wh), T

2

| 5 .
Bpy = (p,, divvy) — IT(VZ% S/ qh)hs

o1h?
Crlhy = AWh» an) + =5~ (V23 V@)

O termo A(p}, qn), 0 < A << 1, na defini¢do de C, foi introduzido somente para garantir
a unicidade da solugdo da pressao.

A tolerdncia para a aproximagdo do campo de velocidade é dada por
n—1 | |

uy —u
lap —wi )

onde 0 < ¢; << 1. Sendo a atualizagdo do campo de velocidade da seguinte forma:
wip = wy o p(= A p ),

até a satisfagdo residual
| =A™+ Iy | < e,

onde p > 0 controla a influéncia da atualizagdo em cada passo de iteracdoe 0 < g5 << 1

controla a tolerancia do esquema iterativo.
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6 RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos obtidos a partir da
modelagem computacional do Problema de Stokes Generalizado para um fluido in-
compressivel considerando uma viscosidade ndo-newtoniana. Essa viscosidade é uma
caracterizagdo dos comportamentos pseudopléstico e viscopldstico com base no modelo
de Wang-Stoltz adicionada uma tensao limite. A partir dessa viscosidade, objetiva-se
modelar as caracteristicas do escoamento sanguineo entre vasos de didmetro de 20 a

300 pm, como descrito no Capitulo 3.

Para a modelagem computacional do Problema de Stokes Generalizado, foi
utilizada a formulagdo de elementos finitos do tipo Petrov-Galerkin (BORTOLOTI,
2006), apresentada no Capitulo 5, que garante convergéncia e estabilidade nas solugdes
obtidas para os graus dos polindmios de interpolagdo da pressao e da velocidade iguais
e maiores que dois, considerando os parametros de estabilizagdo ¢§; = 1 e J, = 10000.
Essa combinagao dos valores de ¢; e J, garante a estabilidade nas solugdes, visto que, o
alto valor de , é influenciado pela tensdo limite existente no modelo, esse fato pode ser
visto em Faria et al. (2006).

O dominio considerado para o Problema de Stokes Generalizado est4 descrito na
Figura 30, que representa uma segdo transversal de um vaso sanguineo com o didmetro
variando entre 20 e 300 um. A discretizagdo desse dominio foi feita utilizando elementos
quadrilateros de nove nés gerando uma malha com 17.141 elementos e 42.000 nés.

As condigoes de contorno de Dirichlet foram de ndo deslizamento (u = 0)
nas paredes do tubo, ou seja, no contorno I'; e em I';,, (ver Figura 30) a velocidade
considerada foi de 1004m/s na diregdo longitudinal e zero na dire¢do radial.

r in r out

[

Figura 30 — Malha de elementos finitos do dominio considerado para o Problema de
Stokes.

Para os resultados que serdo mostrados, os hematdcritos de referéncia consi-
derados foram H,; = 35%,45%, e 55%. Ja para a varia¢do do diametro vascular foram
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considerados valores que estdo descritos na Tabela 8 e classificados de acordo com a
Tabela 3.

Tabela 8 — Classificacdo do didmetro para valores de  no dominio.

x(pum) Diametro (um) Classificagdo do didmetro
300 300 Macrocirculagdo
600 286
1000 230 Mesocirculagao
2000 90
2600 20 Microcirculagdo

Serdo analisados as viscosidades, os perfis de velocidade e a pressdo, para um
escoamento sanguineo considerando a viscosidade aparente do sangue como descrito
no Modelo Proposto (Equacao 15). Para efeitos de comparagdo, resultados dos modelos
de Casson (Equacgéo 7), de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz (descritos na Tabela 4)

sdo também expostos juntamente com os gréaficos do Modelo Proposto.

6.1 Viscosidade

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos para a viscosidade aparente
do sangue considerando os vasos de didmetros iguais a 20, 90, 230, 286 e 300,m como

ilustrado nos graficos das Figuras 31 a 41.

Fixando o hematdcrito de referéncia e variando o didmetro do vaso, como nos
graficos da Figura 36, é possivel observar que quanto menor o diametro do vaso,
menores serdo os valores da viscosidade aparente do sangue, caracterizando o efeito
Fahraeus-Lindquist, sendo que o menor valor atribuido ao didmetro é de 20 ym. Agora,
tixando o didmetro do vaso e variando o hematdcrito de referéncia (Figuras 31 a 35)
observa-se que quanto maior for o hematdcrito, maiores serdo os valores da viscosidade.
Portanto, com base neste comportamento e no efeito Fahraeus-Lindquist temos a relacdo
crescente entre o diAmetro e o hematdcrito, confirmando o efeito Fahraeus como descrito

na Segdo 3.2.

Pode-se observar nos gréficos das Figuras 31 a 35 que o menor valor da visco-
sidade localiza-se proximo a parede do tubo. A partir dai, a variagcdo da viscosidade
é pequena e ao passo que se aproxima do centro do tubo hd um aumento na viscosi-
dade até assumir seu valor maximo no centro do tubo. Assim, é evidente os platds de
viscosidade (vistos na Secdo 2.2) tanto nas proximidades da parede do tubo quanto
no centro do tubo, onde observa-se, respectivamente, altos e baixos valor da taxa de
deformacao. Isso é devido ao comportamento pseudopléstico do escoamento sanguineo

caracterizado pelo Modelo Proposto.
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Nas Figuras 37 a 41 estdo ilustrados os gréficos da viscosidade do Modelo
Proposto e dos modelos de Casson (Equagdo 7) para a tensdo limite descrita como
70 = (0.625H)3 (FUNG, 1993), de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz descritos na Tabela
4. Pode-se observar que os valores da viscosidade do Modelo Proposto estdo entre os
modelos de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz para os didmetros do vaso iguais a 300pm
(Figura 37), 286um (Figura 38), 230um (Figura 39) e 90um (Figura 41). Sendo que com
uma diminui¢do no didmetro do vaso hd uma maior aproximagdo entre os graficos
do Modelo Proposto e o modelo de Walburn-Schneck. Por fim, quando o didmetro do
vaso assume 20um o Modelo Proposto aproxima-se do modelo de Walburn-Schneck no
centro do tubo e quando tende a parede a aproximagao é com o modelo de Casson.

A distribuicdo da viscosidade em todo o dominio é vista nas Figuras 42 a 45 para
0 Modelo Proposto e para os modelos de Casson, de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz.
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Figura 31 — Perfis de viscosidade para d = 300um e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 55%.
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Figura 32 — Perfis de viscosidade para d = 286,m e hematécritos Hy = 35%, 45% e 55%.

Hd=25% -
100 Hd=45%
Hd=55%
50 |
o
o
o
=
E
s 0
T
E
9
[}
B0 R
-100
5 10 15 20 25 30 35 40

Viscosidade [mPas]

Figura 33 — Perfis de viscosidade para d = 230um e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 55%.
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Figura 34 — Perfis de viscosidade para d = 90um e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 55%.
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Figura 35 — Perfis de viscosidade para d = 20m e hematdcritos H; = 35%, 45% e 55%.
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Figura 36 — Perfis de viscosidade para H,; = 45% com varia¢do no didmetro tubular.
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Figura 37 — Perfis de viscosidade para H; = 45% e d = 300pm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e 0 Modelo Proposto.
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Figura 38 — Perfis de viscosidade para H; = 45% e d = 286pm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.
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Figura 39 — Perfis de viscosidade para H; = 45% e d = 230pm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e 0 Modelo Proposto.
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Figura 40 — Perfis de viscosidade para H; = 45% e d = 90um dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.
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Figura 41 — Perfis de viscosidade para H; = 45% e d = 20um dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e 0 Modelo Proposto.
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Figura 42 — Viscosidade aparente do modelo de Casson para H; = 45%.
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Figura 43 — Viscosidade aparente do modelo de Walburn-Schneck para H,; = 45%.
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Figura 44 — Viscosidade aparente do modelo de Wang-Stoltz para H; = 45%.
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Figura 45 — Viscosidade aparente do Modelo Proposto para H,; = 45%.
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6.2 Velocidade

A partir dos valores da velocidade, obtidos da solugdo numeérica, foram tracados
pertis de velocidades do Modelo Proposto para valores distintos do didmetro vascular e
de hematoécrito de referéncias, onde estdo expostos nas Figuras 46 a 51.

Observando os perfis de velocidade nas Figuras 46 a 50 é possivel concluir que,
para qualquer valor fixado do didmetro, quanto maior for o valor do hematécrito menor
serd o valor da velocidade nas regides proximas ao centro do tubo. Essa reducgao da
velocidade esta associada com a relacdo crescente entre o hematdcrito e a viscosidade

(ver Figuras 31 a 35). Ou seja, quanto maior a viscosidade menor serd a velocidade.

Comparando os perfis de velocidade para diferentes H;, pode-se observar que,
diferentemente no centro do tubo, os valores da velocidade préximos a parede tubular
sdo constantes. Esse fato confirma a existéncia da regido de plasma, pois os valores da

velocidade préximos a parede do tubo nédo sofrem influéncia do hematdcrito.

Fixando o hematdcrito e fazendo variar o didmetro do vaso, como na Figura
51, observa-se um aumento na velocidade com a diminuicdo do didmetro. Esse fato
esta relacionado com a redugdo da viscosidade aparente em func¢do da diminuicdo do

diametro (efeito Fahraeus-Lindquist), como ilustrados nos graficos da Figura 36.

Para efeitos de comparacao, as Figuras 52 a 56 exibem os perfis de velocidade do
Modelo Proposto juntamente com os modelos de Casson, Walburn-Schneck e Wang-
Stoltz. Pode-se observar que para os didmetros de 300um (Figura 52) e 286um (Figura
53), o pertil de velocidade do Modelo Proposto encontra-se entre os perfis de velocidade
de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz. Ja para os didmetros de 230, 90 e 20m (Figuras
54, 55 e 56) o pertfis de velocidade do Modelo Proposto encontra-se entre os perfis
dos modelos de Casson e Wang-Stoltz, sendo que no didametro de 20pum o perfil do
Modelo Proposto estd bem mais préximo do perfil de velocidade do modelo de Casson.
Esse comportamento do Modelo Proposto confirma o objetivo que lhe foi descrito
na Secdo 3.3, ou seja, esperava-se que para valores do didmetro na mesocircula¢do o
Modelo Proposto se aproximasse do comportamento pseudopldstico (modelos Walburn-
Schneck e Wang-Stoltz) e na microcircul¢do do comportamento viscoplastico (modelo

de Casson).

Nas Figuras 57 a 60 sdo vistas a distribuicdo da norma do campo de velocidade
em todo o dominio do Modelo Proposto e dos modelos de Casson, Walburn-Schneck e
Wang-Stoltz.
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Figura 46 — Perfis de velocidade para d = 300um e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 55%.
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Figura 47 — Perfis de velocidade para d = 286um e hematdcritos H; = 35%, 45% e 55%.
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Perfis de Velocidade para d=286 [microns]
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Figura 48 — Perfis de velocidade para d = 230um e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 65%.
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Figura 49 — Perfis de velocidade para d = 90u e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 65%.
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Perfis de Velocidade para d=20 [microns]
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Figura 50 — Perfis de velocidade para d = 20pm e hematdcritos Hy = 35%, 45% e 65%.
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Figura 51 — Perfis de velocidade para H,; = 45% para d = 20, 90, 230, 286 e 300.
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Figura 52 — Perfis de velocidade para H; = 45% e d = 300m dos modelos de Casson,
de Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 53 — Perfis de velocidade para H; = 45% e d = 286,m dos modelos de Casson,
de Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 54 — Perfis de velocidade para H; = 45% e d = 230m dos modelos de Casson,
de Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 55 — Perfis de velocidade para H; = 45% e d = 90pm dos modelos de Casson, de
Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 56 — Perfis de velocidade para H; = 45% e d = 20pm dos modelos de Casson, de
Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 57 — Norma do campo de velocidade do modelo de Casson para H; = 45%.

Figura 58 — Norma do campo de velocidade do modelo de Walburn-Schneck para H,; =
45%.
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Figura 59 — Norma do campo de velocidade do modelo de Wang-Stoltz para H,; = 45%.
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Figura 60 — Norma do campo de velocidade do Modelo Proposto para H; = 45%.

6.3 Pressao

Na Figura 61 estdo descritos os graficos da pressdo do escoamento sanguineo
ao longo do centro do tubo para hematécritos H; = 35%, 45% e 55%. Pode-se observar
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que de z = 0 a, aproximadamente, x = 2500m a variagdo da pressdo é pequena. Porém
para valores maiores do que = = 25004m hd uma queda consideravel de pressdo. Isso é
devido ao aumento da resisténcia ao fluxo por conta da reducdo do didmetro vascular
na microcirculacao (d = 20um).

A relagdo crescente entre a pressdo e o hematdcrito, vista na Figura 61, é devido
ao aumento da viscosidade relacionado com o aumento do hematrdcrito. Assim, quanto

maior a viscosidade maior serd a pressao.

Na Figura 62 temos os gréficos da pressdo, ao longo do centro do tubo, do
Modelo Proposto e dos modelos de Casson, Walburn-Schneck e Wang-Stoltz. Pode-
se observar que o gréfico da pressdo do Modelo Proposto aproxima-se melhor dos
valores do modelo de Casson. O menor gradiente de pressdo é visto no modelo de
Walburn-Schneck, ao passo que no modelo de Wang-Stoltz o gradiente de pressdo é o
maior.

A distribuicdo da pressdo ao longo do dominio considerando o Modelo Proposto
e os modelos de Casson, Walburn-Schneck e Wang-Stoltz podem ser vistas, respectiva-
mente, nas Figuras 66, 63, 64 e 65.

Perfis de Pressao
35

30 F

25

20

15

Presséo [Pa]

10 ¢

o |Hd=25% ——
Hd=45% ——
Hd=55% —

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Comprimento do vaso [microns]

Figura 61 — Graficos da pressdo ao longo do centro do tubo para valores do hematdcrito
Hy = 35%,45% e 55%.
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Figura 62 — Graficos da pressdo ao longo do centro do tubo para H,; = 45% do Modelo
Proposto e dos modelos de Casson, de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz.
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Figura 63 — Distribuigdo da pressdao do modelo de Casson para H; = 45%.
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Figura 64 — Distribuigdo da pressdo do modelo de Walburn-Schneck para H; = 45%.
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Figura 65 — Distribuigdo da pressdo do modelo de Wang-Stoltz para H,; = 45%.
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Figura 66 — Distribuicdo da pressdao do Modelo Proposto para Hy; = 45%.
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7 CONCLUSOES

Neste pesquisa foi proposta uma equagao constitutiva para o sangue humano
com base nas caracteristicas pseudoplasticas e viscoplasticas controladas pelo didmetro
vascular entre 20 e 300 ym. O modelo proposto foi comparado com modelos existentes
na literatura como: Casson (FUNG, 1993), Walburn-Schneck (WALBURN; SCHNECK,
1976) e Wang-Stoltz (WANG; STOLTZ, 1994b).

O modelo proposto é uma modificacdo do modelo de Wang-Stoltz adicionado a
uma tensdo limite. Para ajustar os comportamentos pseudopléstico e o viscoplastico
foram utilizados dois parametros A e B, sendo A o parametro da tensdo limite e B do
modelo de Sisko.

O parametro A estd em fun¢do do didmetro, sendo seu valor maximo 1.0, as-
sumido para o didmetro do vaso igual a 20 m, e seu menor valor é zero em 300um.
Portanto, a viscoplasticidade é evidenciada na microcirculacdo. Em contrapartida, a
funcdo B é crescente em relacdo ao didmetro vascular, assim caracterizando a pseudo-
plasticidade na mesocirculagéo.

O Problema de Stokes Generalizado para um fluido incompressivel, com a
viscosidade descrita pelo Modelo Proposto, foi resolvido numericamente utilizando
a formulagdo de Elementos Finitos do tipo Petrov-Galerkin (BORTOLOTI, 2006) que
garante convergéncia e estabilidade para as solugdes considerando uma mesma ordem

de interpolagdo para a velocidade e para a pressdo, sendo a pressdo descontinua.

Os resultados gerados mostraram uma concordancia do Modelo Proposto com
as caracteristicas existentes no escoamento sanguineo retratadas na literatura. Quando
comparado com outros modelos pseudoplésticos e com um viscopléstico, o Modelo Pro-
posto assume valores entre os modelos pseudoplasticos, de Wang-Stoltz e de Walburn-
Schneck, na regido da mesocirculacdo e para o didmetro de 20pm (microcirculagao)

assume valores bem préximos ao modelo de Casson.

Dentre as dificuldades que surgiram no desenvolvimento desde trabalho desta-
camos a falta de dados experimentais da viscosidade sanguinea para a faixa de didmetro
trabalhada, pois na maioria dos trabalhos disponiveis na literatura, os dados sdo do

escoamento sanguineo de vasos de grande calibre.

Algumas perspectivas futuras sdo tracadas para este trabalho, como é o caso
da inser¢do no Modelo Proposto de efeitos viscoeldsticos evidenciados na regido de
didmetro microcirculatorio, isso é devido a propriedade eléstica existente nos eritro-
citos no interior do vaso de pequeno calibre. Paralelo ao efeito viscoeldstico surge a

necessidade da existéncia do termo temporal no modelo. Pretende-se também, testar o
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Modelo Proposto em vasos com diferentes formatos e ramificagdes e com a presenca de

estenoses.
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