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UM MODELO REOLÓGICO PARA O ESCOAMENTO DO SANGUE HUMANO

Resumo

Neste trabalho propomos um modelo para a descrição da viscosidade sanguínea hu-
mana com características pseudoplásticas e viscoplásticas em diâmetros entre 300µm
e 20µm. O modelo aqui proposto é baseado na equação do tipo Sisko adicionado a
uma tensão limite. É feita também a inserção de dois parâmetros com o objetivo de
caracterizar os comportamentos pseudoplástico e viscoplástico em função do aumento
e diminuição do diâmetro do vaso, respectivamente. A análise do modelo foi feita com
base em resultados numéricos gerados pela resolução do Problema de Stokes Generali-
zado, considerando o sangue um fluido incompressível, por meio da Formulação de
Elementos Finitos do tipo Petrov-Galerkin. Os resultados obtidos foram comparados
com resultados de modelos já existentes na literatura como: Casson, Wang-Stoltz e
Walburn-Schneck. As análises sugerem que o Modelo Proposto aproxima-se melhor
dos modelos, de Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck, para valores do diâmetro entre
50µm e 300µm. Porém, para valores menores do diâmetro a aproximação é melhor para
o modelo de Casson.

Palavras-chave: Viscosidade sanguínea. Pseudoplasticidade. Viscoplasticidade. Pro-
blema de Stokes Generalizado. Elementos Finitos



A RHEOLOGICAL MODEL FOR THE HUMAN BLOOD FLOW

Abstract

In this work we propose a model for the description of the human blood viscosity
with pseudoplastic and viscoplastic features in diameters between 300µm and 20µm.
The Model here proposed is based on the Sisko type equation added to a yield stress.
It is also made the insertion of two parameters with the aim of characterizing the
pseudoplastic and viscoplastic behavior due to the increasing and decreasing of the
vessel diameter, respectively. The model analysis was made based on numerical results
generated by the Generalised Stokes Problem resolution, considering the blood as an
incompressible fluid, by means a Petrov-Galerkin Finite Element Formulation. The
obtained results were compared with existing models from the literature as: Casson,
Sisko and Walburn-Schneck models. The analysis suggest that the Proposed Model
exhibits a better approximation for Wang-Stoltz and Walburn-Schneck models for
diameter values between 50µm e 300µm. However for the lower diameter values, the
approximation is better for the Casson model.

Keywords: Blood viscosity. Viscoplasticity. Pseudoplasticity. Generalised Stokes Pro-
blem. Finite Element Formulation.
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1

1 INTRODUÇÃO

A compreensão da reologia do sangue humano na rede vascular tem sido objeto
de pesquisa de diversas instituições em todo o mundo. Isso ocorre, principalmente,
devido a sua relevância para o diagnóstico e tratamentos de diversas doenças que
acometem o sistema cardiovascular humano. Como exemplo temos: o tratamento
de embolias e coágulos; o desenvolvimento de técnicas de cateterismo; a análise do
transporte de radiofármaco utilizados no tratamento de tumores e distúrbios específicos
em tecidos humanos; o tratamento de hemodiálise, onde um melhor entendimento do
comportamento sanguíneo pode ajudar no avanço de projetos das máquinas utilizadas;
dentre outros. Os avanços nesses tratamentos tendem a proporcionar uma sobrevida
com melhor qualidade aos pacientes.

A caracterização do escoamento sanguíneo, mais especificamente da viscosidade
aparente do sangue, sofre influências de fatores como: taxa de deformação da velocidade;
concentração, agregação e deformação das células vermelhas; viscosidade do plasma;
diâmetro vascular, entre outros. O efeito Fahraeus-Lindqvist, por exemplo, descreve uma
relação crescente entre diâmetro vascular e viscosidade sanguínea, sendo que para
diâmetro menores do que 10µm o efeito é contrário, ou seja, a relação diâmetros e
viscosidade sanguínea é decrescente.

Em faixas distintas de diâmetros de vasos o sangue apresenta diferentes compor-
tamentos referente a natureza de sua viscosidade. Nesse contexto, nos vasos sanguíneos
de diâmetros maiores do que 300µm o sangue apresenta comportamento newtoniano,
pois nos vasos de grande calibre são observadas altas taxas de deformação que geram
um deslocamento celular de forma alinhada com a direção preferencial do escoamento.

Vasos com diâmetros abaixo de 300µm apresentam escoamentos com menores
taxas de deformação, favorecendo a formação de aglomerados celulares e consequente-
mente influenciando no aumento da viscosidade. Do ponto de vista reológico, esse com-
portamento não-newtoniano é chamado de pseudoplasticidade. Vasos com diâmetros
menores do que 50µm podem deixar de apresentar o comportamento pseudoplástico e
passar a exibir um movimento de corpo rígido na região central do vaso. Essa mudança
de comportamento será discutida nesta dissertação.

A maioria das equações constitutivas propostas na literatura exibe dependência
com a taxa de deformação, algumas apresentam além dessa dependência, variações com
outros fatores que influenciam na viscosidade, por exemplo, o modelo de Walburn e
Schneck (1976) que também depende do nível de algumas proteínas presentes. Pode-se
citar, também, o modelo de Wang e Stoltz (1994b) que além da taxa de deformação
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depende do hematócrito.

É possível observar que a maioria das equações propostas na literatura não exibe
variação da viscosidade sanguínea com relação ao diâmetro do vaso. Assim, na busca
de um modelo reológico que caracterize o escoamento sanguíneo em uma faixa de
diâmetro entre 20 e 300 µm, neste trabalho é proposta uma equação constitutiva para
o escoamento sanguíneo baseada no modelo pseudoplástico de Wang-Stoltz somado
a uma tensão limite, controlados por dois parâmetros que dependem do diâmetro
vascular.

Pretendendo possibilitar uma melhor compreensão deste trabalho, os capítulos
estão organizados da seguinte forma:

No Capítulo 2 são apresentadas características dos fluidos newtonianos e não-
newtonianos, bem como a classificação dos fluidos não-newtonianos. Entre os fluidos
não-newtonianos, alguns modelos pseudoplásticos e viscoplásticos são discutidos.

As características do escoamento sanguíneo com ênfase em sua viscosidade
aparente são discutidas no Capítulo 3, bem como modelos existentes na literatura. Em
seguida, no Capítulo 4, é proposto um modelo constitutivo para o sangue escoando
em vasos de diâmetro entre 20µm e 300µm. Assim, considerando o modelo proposto e
as equações da conservação da massa e da quantidade de movimento, é enunciado o
Problema de Stokes Generalizado para o sangue.

No Capítulo 5 é apresentado uma breve discussão sobre a formulação de ele-
mentos finitos utilizada para resolver o problema proposto.

Os resultados numéricos obtidos são discutidos no Capítulo 6, onde são analisa-
dos os perfis de velocidade, a viscosidade aparente e a pressão vascular para alguns
valores de hematócritos. Também são feitas comparações com outros modelos de visco-
sidade sanguínea existentes na literatura.
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2 ESCOAMENTOS NÃO-NEWTONIANOS

O comportamento de fluidos não-newtonianos é encontrado em vários subs-
tâncias utilizadas nas industrias, em experimentos laboratoriais e afins. As equações
constitutivas são essenciais para a tradução dos fenômenos associados ao comporta-
mento desses fluidos. Essas equações expressam relações existentes no fluido entre a
tensão e a taxa de deformação.

Neste capítulo são apresentadas as definições de fluidos newtonianos e não-
newtonianos. Além disso, será feita uma breve explanação da classificação dos fluidos
não newtonianos, bem como de alguns modelos pseudoplásticos e viscoplásticos.

2.1 Tipos de Escoamentos

A compreensão da viscosidade surgiu a partir do conceito de Newton da resis-
tência que um fluido oferece para escoar, e que define os fluidos newtonianos. Uma
ilustração desse conceito pode ser feita da seguinte forma: considerando-se um fluido
confinado entre duas placas planas e paralelas e aplicando uma força ~F paralela às
placas, essa placa se movimentará em relação a que se encontra em repouso, gerando
um movimento da camada laminar do fluido mais próxima da placa, esse movimento
será transmitido para as placa adjacentes, sendo que a camada laminar mais veloz tende
a acelerar a camada mais lenta em contato com ela. Isso é devido a movimentação de
partículas que resultam em transferência de energia de uma camada para outra, esse
movimento produz uma variação na velocidade do fluido que vai continuamente de
zero, na interface com a placa inferior, até o valor máximo representado pela velocidade
da placa em que foi aplicada a força. Portanto, observa-se que a tensão de cisalhamento,
gerada pela força aplicada, é proporcional à variação da velocidade.

Figura 1 – Esquema ilustrativo de um fluido entre duas placas paralelas utilizadas no
experimento de Newton de onde surgiu a Lei de Newton da Viscosidade.

Essa relação é denominada de Lei de Newton da viscosidade e descrita matema-
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ticamente como:
τ = µnγ̇, (1)

onde τ é a tensão de cisalhamento, γ̇ = ∂u
∂y

é a taxa de variação da velocidade na direção
ortogonal ao escoamento ou taxa de deformação do fluido e µn é a viscosidade.

Portanto, para escoamentos newtonianos, ou seja, que obedecem a relação des-
crita na Equação 1, a viscosidade (µn), denominada de viscosidade absoluta, é conside-
rada constante para um dado fluido sem variação de temperatura e pressão.

Como exemplo, na Figura 2 estão descritas as curvas da relação entre a tensão
de cisalhamento e a taxa de deformação para os fluidos newtonianos: óleo de cozinha e
xarope de milho (CHHABRA; RICHARDSON, 1999). Observa-se que o gráfico é uma
reta que passa pela origem, na qual a declividade angular, da reta de proporcionalidade
entre τ e γ̇, é o valor da viscosidade absoluta, sendo ela constante em toda a curva.

Figura 2 – Relação entre a tensão de cisalhamento e a taxa de deformação para fluidos
newtonianos como o óleo de cozinha e o xarope de milho.

Fonte: Chhabra e Richardson (1999).

Existem fluidos que sob escoamento cisalhante não podem ser modelados pela
Lei de Newton da viscosidade (Equação 1), esses são denominados de fluidos não-
newtonianos, pois exibem um comportamento não constante para a viscosidade, deno-
minada de viscosidade aparente. Assim, a variação dessa viscosidade aparente pode
ser influenciada por diversas condições do escoamento, tais como: taxa de deformação,
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tempo de aplicação da tensão de cisalhamento, concentração de substâncias e formato
das partículas em suspensão, variação do diâmetro do domínio do escoamento, entre
outras.

Portanto, a classificação para fluidos não-newtonianos é descrita de acordo com
o fator que influencia a variação da viscosidade. Assim, segundo Bird et al. (1924),
tem-se os dependentes do tempo que são subdivididos em reopéticos e tixotrópicos, os
independentes do tempo com tensão limite e sem tensão limite e os viscoelásticos.

Os fluidos viscoelásticos possuem características de líquido viscoso, com propri-
edades elásticas, e de sólidos, com propriedades viscosas. Esses fluidos quando sub-
metidos a tensões de cisalhamento sofrem deformações e quando estas cessam, ocorre
recuperação de parte da deformação sofrida (comportamento elástico) (CHHABRA;
RICHARDSON, 1999). Esse comportamento pode ser visto em massas de farinha de
trigo, gelatinas, queijos, glicerina, saliva, mel, óleos pesados, entre outros. Em Marques e
Creus (2012) podem ser vistas equações constitutivas que descrevem o comportamento
reológico dos fluidos viscoelásticos.

Os fluidos dependentes do tempo apresentam uma relação temporal na tensão
de cisalhamento, de forma que a viscosidade possa variar com o tempo (SKELLAND,
1967). Quando há uma diminuição na viscosidade com o tempo de aplicação da tensão
de cisalhamento, classifica-se o fluido como tixotrópico, caso contrário, tem-se os não-
tixotrópicos ou reopéticos.

Os fluidos independentes do tempo são materiais em que a taxa de deformação,
em certo ponto, independe do histórico da tensão de cisalhamento no tempo, ou seja,
a taxa de deformação depende da tensão instantânea naquele ponto. E como já dito
anteriormente, eles são classificados em: fluidos sem tensão limite e fluidos com tensão
limite.

Os fluidos com tensão limite são denominados de viscoplásticos e os sem tensão
limite são subdivididos em pseudoplásticos e dilatantes. Nos dilatantes, a viscosidade
aumenta com o aumento na taxa de deformação. Como exemplo de substâncias desse
tipo temos: açúcares em solução, farinha de milho em suspensão etc. As características
e algumas equações constitutivas dos fluidos viscoplásticos e pseudoplásticos serão
apresentadas nas próximas seções, visto que esses fluidos serão a base para a descrição
do modelo constitutivo que será proposto para o sangue.

2.2 Fluidos Pseudoplásticos

Os fluidos pseudoplásticos são caracterizados por uma relação decrescente da
viscosidade aparente com relação a taxa de deformação.
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Assim como em outros fluidos, em alguns modelos pseudoplásticos é possível
observar a existências de limitantes da viscosidade, ou seja, quando a taxa de defor-
mação assume um valor alto ou um valor bem próximo a zero, a viscosidade aparente
torna-se constante. Será denotado por µ0 e µ∞ os limitantes superior e inferior da visco-
sidade para baixas e altas taxas de deformação, respectivamente. Esse comportamento
pode ser observado em escoamentos com partículas que, após seu estado de repouso,
assumem uma ordenação na direção do escoamento, devido ao aumento na taxa de
deformação, gerando uma redução na viscosidade do fluido.

2.2.1 Modelos Matemáticos para Fluidos Pseudoplásticos

O modelo matemático mais difundido para a descrição do comportamento de
fluidos pseudoplásticos é conhecido como Lei da Potência ou Power-Law, proposto por
Ostwald-de-Waele (BIRD et al., 1924) que baseados na Lei de Newton da Viscosidade
desenvolveram o seguinte modelo para a viscosidade aparente,

µ(γ̇) = kγ̇α−2, 1 < α < 2, (2)

onde k é chamado índice de consistência, α é o índice de potência e γ̇ é a taxa de defor-
mação. Pode-se observar que a limitação existente no parâmetro α gera um expoente
negativo em γ̇, isto possibilita um limitante inferior da viscosidade que se aproxima
assintoticamente a zero, mas não apresenta um limitante superior. Portanto, para altas
taxas de deformação a viscosidade do modelo Power-Law tende a zero.

Pode-se notar que se α > 2 a Equação 2 assume o comportamento dos fluidos
dilatantes, que é o oposto do comportamento dos fluidos pseudoplásticos. Mas, se α = 2

a Equação 2 torna-se a Lei de Newton da Viscosidade, Equação 1. Esses comportamentos
estão descritos na Figura 3, onde estão os gráficos da tensão de cisalhamento do modelo
Power-law para α = 1.5, 2 e 2.5 e k = 1.

A partir da Lei da Potência (Equação 2) diversos modelos pseudoplásticos foram
propostos, como é o caso do modelo do tipo Sisko que surgiu na busca do ajuste no
limitante inferir da viscosidade para altas taxas de deformação. Esse modelo é visto em
(BARNES et al., 1993) como:

µ(γ̇) = µ∞ + kγ̇α−2, (3)

onde µ∞ é denominada de viscosidade infinita, k é chamado índice de consistência e α
de índice de potência.

Em Wang e Stoltz (1994b) são propostas equações para modelar os parâmetros
µ∞, k e α para o modelo do tipo Sisko e k e α para o modelo de Power-Law, objetivando
descrever o comportamento do escoamento sanguíneo na corrente vascular. Assim,
baseado no trabalho de Wang e Stoltz (1994a), na Tabela 1 estão descritos os valores
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Figura 3 – Gráficos da Lei de Potência que relacionam tensão e taxa de deformação para
α = 1.5, comportamento pseudoplástico, α = 2 comportamento newtoniano
e α = 2.5 comportamento dilatante.

obtidos para os parâmetros do modelo do tipo Sisko que foram utilizados para gerar o
gráfico visto na Figura 4.

Outro modelo pseudoplástico bastante difundido é o Modelo de Carreau, no
qual Carreau, em 1972, incorporou à Lei da Potência os limitantes da viscosidade,
µ∞ < µ(γ̇) < µ0, da seguinte forma, como em (BIRD et al., 1924):

µ(γ̇) = µ∞ + (µ0 − µ∞)(1 + (kγ̇)a)
n−1
a , 0 < n < 1 e 0 < a. (4)

Se considerarmos n = 1 e k = 0 teremos a viscosidade aparente igual a µ0 caracterizando
um comportamento newtoniano.

Gijsen et al. (1999) comparam resultados numéricos e experimentais do escoa-
mento sanguíneo utilizando os modelos Newtoniano e Não-Newtoniano, sendo este o
modelo de Carreau (Equação 4) com a especificação dos parâmetros descritos na Tabela
1.

Na Figura 4 estão ilustrados os gráficos dos modelos Power-Law, Wang-Stoltz
(Equação 3), Carreau (Equação 4) e o Newtoniano (Equação 1) com µn = 3.45mPas

(JOHNSTON et al., 2003b). Para a geração desses gráficos foram considerados os valores
dos parâmetros coletados em experimento com escoamento sanguíneo como exposto
na Tabela 1.
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Tabela 1 – Parâmetros dos modelos de Power-Law de Carreau e de Wang-Stoltz obtidos,
respectivamente, por (GIJSEN et al., 1999) e (WANG; STOLTZ, 1994a) a partir
de experimentos com escoamento sanguíneo.

Modelo Reológico Parâmetros
Power-Law k = 35mPas
µ = kγ̇α−1 α = 0.6 (JOHNSTON et al., 2003a).

Wang-Stoltz µn = 1.22mPas, µ∞ = 2.57mPas
µ = µn(µ∞ + αγ̇−1/2) α = 13.6mPas1/2 (WANG; STOLTZ, 1994b).

Carreau a =0.644, n =0.392, k = 0.11s
(Equação 4) µ0 = 22.0mPas , µ∞ = 2.2mPas (GIJSEN et al., 1999).

Figura 4 – Gráficos dos modelos: Power-Law, de Wang-Stoltz, de Carrreau e Newtoniano
(µn = 3.45mPas), para dados descritos na Tabela 1

2.3 Fluidos Viscoplásticos

Os fluidos independentes do tempo que apresentam tensão limite foram denomi-
nados, por Bingham em 1916, como viscoplásticos. Esses fluidos foram assim chamados
devido ao seu comportamento plástico, que é caracterizado por demonstrar pouca ou
nenhuma deformação até um certo nível de tensão. Acima dessa tensão limite o material
escoa como um fluido newtoniano. Tinta de parede e substâncias alimentícias como
maionese, margarina e ketchup são exemplos de materiais viscoplásticos, (MACOSKO,
1994).

O perfil de velocidade dos fluidos viscoplásticos é caracterizado por uma região
onde a tensão de cisalhamento, gerada pela força aplicada ao fluido, não supera a
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tensão limite existente nessa região, fazendo com que o fluido se comporte como um
movimento de corpo rígido, ou seja, a taxa de deformação nessa região é nula. Essa
região é denominada de zona rígida e está ilustrada na Figura 5.

Figura 5 – Esquema de um perfil de velocidade para um escoamento laminar de um
fluido viscoplástico em um tubo.

Fonte: Chhabra e Richardson (1999).

2.3.1 Modelos Matemáticos para Fluidos Viscoplásticos

Um modelo matemático para fluidos viscoplásticos foi proposto por Bingham,
em 1922, que posteriormente foi denominado de equação constitutiva para os Fluidos
de Bingham. Esse modelo é dado por

µ(γ̇) =

{
τ0γ̇
−1 + µn τ > τ0

∞ τ ≤ τ0.
(5)

onde τ0 é a tensão limite e µn a viscosidade absoluta, ambas são constantes e determina-
das pela substância fluida.

Pode-se notar que para τ < τ0 tem-se a taxa de deformação nula que é gerada
pela viscosidade aparente infinita definindo assim, a zona rígida, que foi vista na Figura
5.

Um outro modelo para fluidos viscoplásticos é o Modelo de Herschel-Bulkley,
uma generalização do modelo de Bingham, que estabelece uma relação não linear entre
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a viscosidade e a taxa de deformação da seguinte forma:

µ(γ̇) =

{
τ0γ̇

(−1) + kγ̇α−2, τ > τ0,

∞, τ ≤ τ0,
(6)

onde 1 < α < 2 é chamado de índice da potência e k é denominado de índice de
consistência.

Outro modelo muito utilizado para a descrição de suspensões, especialmente
para o escoamento sanguíneo em artérias, é o Modelo de Casson (FUNG, 1993), apre-
sentado como

µ(γ̇)1/2 =

{
τ

1/2
0 γ̇−1/2 + µ

1/2
n τ > τ0,

∞, τ ≤ τ0,
(7)

Nas Figuras 6 e ?? estão ilustrados, respectivamente, os gráficos da tensão de
cisalhamento e da viscosidade aparente em função da taxa de deformação para os
modelos de Bingham (Equação 5), Herschel-Bulkley (Equação 6) e Casson (Equação 7),
considerando os coeficientes dos modelos, descritos na Tabela 2, extraídos de Chhabra
e Richardson (1999) para dados coletados em experimentos com soluções de polímeros.

Figura 6 – Relação entre tensão e taxa de deformação da velocidade para os Mode-
los de Bingham, Herschel-Bulkley e Casson, considerando os valores dos
parâmetros na Tabela 2.

Observando a Figura 6 é possível ver que para a taxa de deformação igual a zero
a tensão assume um valor maior do que zero, sendo esse o valor da tensão limite. A
partir da tensão limite os gráficos assumem um comportamento crescente.



Capítulo 2. ESCOAMENTOS NÃO-NEWTONIANOS 11

Tabela 2 – Parâmetros obtidos a partir de experimentos com solução de polímeros dos
modelos de Bingham, de Hershel-Bulkley e de Casson.

Modelo Reológico Parâmetros
Bingham (Equação 5) µn = 10.41Pas, τ0 = 50.45Pa

Hershel-Bulkley (Equação 6) k = 30.79Pas, α = 1.34, τ0 = 32Pa
Casson (Equação 7) µn = 1.83Pas, τ0 = 42.58Pa

Fonte: (CHHABRA; RICHARDSON, 1999).

Nas Equações 5, 6 e 7 é possível observar que, para τ ≤ τ0, a viscosidade dos
modelos viscoplásticos tende ao infinito, assim, não há limitantes superiores para a vis-
cosidade. Porém, para a taxa de deformação tendendo ao infinito os limitantes inferiores
para os modelos de Bingham, de Herschel-Bulkley e de Casson são, respectivamente,
µn, 0 e µ1/2

n .

2.3.2 Regularizações

A existência da tensão limite nos modelos para escoamentos viscoplásticos gera
uma restrição de desigualdade na viscosidade aparente, vista nas Equações 5, 6 e 7. Essa
restrição inviabiliza a condição de regularidade exigida no espaço de solução da veloci-
dade do escoamento. A fim de sanar esse problema, em FRIGAARD I.A.and NOUAR
(2005) são examinadas soluções regularizadas por meio de equações contínuas que
aproximam-se dos modelos de viscosidade para fluidos viscoplásticos. Portanto, a fun-
ção de viscosidade regularizada é definida como µε : Ω ⊂ R+ → R+, com o parâmetro
de regularização ε > 0 tal que

lim
ε→0+

µε = µ

sendo µ : Ω ⊂ R→ R+ a viscosidade aparente de um fluido viscoplástico.

Existem inúmeras funções regularizadoras da viscosidade proposta na literatura.
A mais simples, algebricamente, é dada por, ALLOUCHE M.and FRIGAARD (2000),

µε = τ0(γ̇ + ε)−1 + µ0, ε > 0. (8)

onde esse modelo de regularização é chamada de modelo Simples. Na Figura 7 estão
ilustrados os gráficos da tensão de cisalhamento em função da taxa de deformação
para os modelos de Bingham clássico (Equação 5) e Bingham regularizado pelo modelo
Simples, para os valores de ε = 1, 0.5, 0.2, 0.1 e 0.01. Pode-se observar a boa aproximação
existente entre o modelo de Bingham clássico e o modelo de Bingham regularizado para
valores de ε cada vez menores.

Outros dois modelos regularizadores da viscosidade são o de Bercovier e Engle-
man (1980) dado por,

µε = µ0 + τ0

(√
ε2 + γ̇2

)(−1)

, (9)
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Figura 7 – Gráficos da tensão de cisalhamento em função da taxa de deformação dos
modelos de Bingham e de Bingham regularizado pelo Modelo Simples para
ε = 1, 0.5, 0.2, 0.1 e 0.01.

e o de Papanastasiou, apresentado por Papanastasiou (1987),

µε = µ0 + τ0(1− exp[− γ̇
ε

])γ̇−1. (10)

As Figuras 8 e 9 ilustram os gráficos da tensão de cisalhamento, em função da taxa de
deformação, para os modelos regularizadoras de Bercovier-Engleman (Equação 9) e de
Papanastasiou (Equação 10), respectivamente, para ε = 1, 0.5, 0.2, 0.1 e 0.01, µ0 = 1 e
τ0 = 1. Assim, observa-se nessas duas figuras que quando ε tende a zero o gráfico da
tensão regularizada aproxima-se da tensão de Bingham sem regularização.

Com a finalidade de comparar os três modelos de regularização, na Figura 10 são
ilustrados os gráficos das equações da tensão de cisalhamento regularizada; e na Figura
11 estão ilustrados os gráficos das Equações (8), (9) e (10) da viscosidade regularizada.
Pode-se observar nos gráficos da Figura 11 a existência do limite superior nos gráficos da
viscosidade regularizada e a não existência no modelo de Bingham sem regularização.

Pode-se notar que nas Figuras 10 e 11 que quanto maior a taxa de deformação
o modelo de Papanastasiou terá uma melhor aproximação do modelo de Bingham
sem regularização. Porém para valores menores da taxa de deformação o modelo
de regularização que melhor se aproxima do modelo de Bingham é o de Bercovier-
Engleman.
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Figura 8 – Gráficos da tensão de cisalhamento em função da taxa de deformação dos
modelos de Bingham e de Bingham regularizado pelo Modelo Bercovier-
Engleman para ε = 1, 0.5, 0.2, 0.1 e 0.01.

Figura 9 – Gráficos da tensão de cisalhamento em função da taxa de deformação dos
modelos de Bingham e de Bingham regularizado pelo Modelo Papanastasiou
para ε = 1, 0.5, 0.2, 0.1 e 0.01.
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Figura 10 – Gráficos da tensão de cisalhamento em função da taxa de deformação
dos modelos de Bingham e Bingham regularizado pelos Modelos Simples,
Bercovier-Engleman e Papanastasiou para ε = 0.1 e τ0 = 1.0.

Figura 11 – Gráficos da viscosidade aparente em função da taxa de deformação da
velocidade dos modelos de Bingham e Bingham regularizado pelos Modelos
Simples, Bercovier-Engleman e Papanastasiou para ε = 0.1 e τ0 = 1.0.
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3 O SANGUE

Neste capítulo serão tratados alguns fatores que influenciam a viscosidade apa-
rente do sangue. Serão também discutidos modelos de viscosidade sanguínea existentes
na literatura e por fim será proposto um modelo para a viscosidade do sangue conside-
rando o escoando sanguíneo em vasos de diâmetro entre 20µm e 300µm.

3.1 Composição Sanguínea

O sangue é uma suspensão predominantemente pseudoplástica de células no
plasma, sendo o plasma composto de 90% de água e o restante de substâncias orgâni-
cas, inorgânicas e proteícas. Na composição celular temos células vermelhas, também
chamadas de eritrócitos, células brancas (leucócitos) e plaquetas. As células vermelhas
estão presentes com maior abundância, ocupando cerca de 50% do volume sanguíneo
(FUNG, 1993).

O papel fisiológico fundamental do plasma é o transporte das substâncias que
compõem o sangue. Os leucócitos de formato aproximadamente esférico desempenham
um papel importante no sistema imunológico agindo como um mecanismo de proteção
contra invasores. As plaquetas são as principais responsáveis pela coagulação do sangue,
sendo seu formato arredondado ou oval.

Os eritrócitos, por sua vez, possuem formato bicôncavo, quando não deformados
(Figura 12), e dimensões aproximadas de 8µm por 2µm na borda e 1µm no centro, como
descritas em How (1996). Devido a necessidade dos eritrócitos de escoar em tubos
com diâmetros inferiores aos seus diâmetros, eles são extremamente deformáveis e
assumem diversas formas em resposta a tensão de cisalhamento. Sua função é a troca
entre oxigênio e dióxido de carbono com as células.

Figura 12 – Eritrócitos sem deformação por microscópio eletrônico de varredura.

Fonte: Yawata (2003).



Capítulo 3. O SANGUE 16

3.2 Viscosidade Aparente do Sangue

A viscosidade aparente do sangue, uma das principais características do fluxo
sanguíneo, encontra-se sujeita a variações devido aos diversos fatores influenciadores,
sendo alguns desses tratados nesta seção, como exemplo: a concentração, agregação e
deformabilidade eritrocitária; o diâmetro vascular e a tensão de cisalhamento.

É importante observar que quando for tratado de viscosidade relativa do sangue,
esta é calculada pela razão da viscosidade aparente pela viscosidade do plasma.

A porcentagem de células existentes no volume total do sangue é denominada de
hematócrito. A influência do hematócrito na viscosidade aparente do sangue é notória
em diversos estudos, como exemplo, Fung (1993) propõe uma equação que relaciona de
forma crescente a viscosidade relativa do sangue e o hematócrito, como a seguinte:

µ = 1 + aH + bH2, (11)

sendo a e b constantes positivas.

O hematócrito pode ser influenciado por vários fatores. Neste trabalho, estamos
interessados na relação do hematócrito com o diâmetro do vaso, onde observa-se que o
hematócrito diminui a medida que o diâmetro decresce, (BARBEE; COKELET, 1971).
Esse fenômeno é chamado de efeito Fahraeus e deve-se ao fato do deslocamento celular
ser mais rápido do que deslocamento plasmático. Isso ocorre devido ao afastamento
celular das paredes tubulares, onde a resistência ao fluxo é maior devido a condição de
não deslisamento entre a parede e o fluido. Esse efeito é descrito em Pries et al. (1990)
por meio de uma equação que relaciona o hematócrito e o diâmetro do vaso (d), da
seguinte forma:

H = H2
d +Hd(1−Hd)(1 + 1.7 exp(−0.35d)− 0.6 exp(−0.01d)). (12)

sendo H o hematócrito do vaso e Hd o hematócrito de referencia dos vasos de grande
calibre, como ilustrado na Figura 13. Nesta figura os reservatórios representam os vasos
com maiores diâmetros, onde o hematócrito considerado é o de referencia, e o canal
ilustra os vasos de pequeno calibre, no qual chama-se hematócrito do vaso.

Na Figura 14 estão ilustrados os gráficos da Equação 12 para Hd = 0.35, 0.45 e
0.55. É possível observar a relação crescente entre o hematócrito do vaso, o diâmetro e o
hematócrito de referência.

Com esse afastamento celular forma-se a região de plasma, próxima à parede do
tubo e a região de células no centro.

Sharan e Popel (2001) estudaram a relação entre o comprimento da camada de
plasma com o diâmetro tubular considerando o escoamento sanguíneo newtoniano.
Bortoloti e Karam-F. (2015) generalizaram esse estudo considerando o escoamento
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Figura 13 – Figura ilustrativa do hematócrito de referencia (Hd) e do hematócrito do
vaso (H).

Fonte: Cokelet et al. (1976)

Figura 14 – Gráfico que representa a Equação 12 para Hd = 0.35, 0.45 e 0.55.

sanguíneo pseudoplástico e modelado pela equação constitutiva Power-Law (Equação
2), onde na Figura 15 estão ilustrados os gráficos da relação entre a camada de plasma e
o diâmetro tubular considerando o modelo Power-Law (Equação 2) com dados de Wang
e Stoltz (1994b) e de Cho e Kensey (1991) comparado ao modelo newtoniano dado em
Sharan e Popel (2001). Nesses, pode-se notar que abaixo de um certo valor do diâmetro,
próximo a 100µm, há um crescimento na camada do plasma à medida que o diâmetro
tubular aumenta. Porém, para valores maiores do diâmetro, há uma redução na camada
de plasma.

Tratando-se da influência do diâmetro do vaso na viscosidade do sangue, Karam-
F. e Bortoloti (2006) discutem a existência de uma faixa de diâmetros intermediária
com relação à macro e micro circulação, definindo a mesocirculação e Bortoloti (2006)
estabelece a faixa de valores para essa classificação como na Tabela 3.

A relação entre viscosidade aparente e diâmetro do vaso sanguíneo é retratada
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Figura 15 – Variação do comprimento da camada de plasma em relação ao diâmetro
do vaso sanguíneo para o modelo de Power-Law (Equação 2), considerando
dados de Wang e Stoltz (1994b) e de Cho e Kensey (1991), e o modelo
newtoniano (SHARAN; POPEL, 2001), para um hematócrito de referência
de 45%.

Fonte: Bortoloti e Karam-F. (2015)

Tabela 3 – Classificação por diâmetro dos vasos do sistema circulatório.

Classificação Diâmetro
Microcirculação Entre 4µm e 50µm
Mesocirculação Entre 50µm e 300µm
Macrocirculação Maiores que 300µm

Fonte: Bortoloti (2006).

no efeito Fahraeus-Lindqvist, proposto em Fahraeus e Lindqvist (1931), para vasos de
diâmetro variando entre 50-500 µm, no qual a viscosidade aparente decresce com o
decrescimento do diâmetro do vaso sanguíneo. Os diversos trabalhos citados em Pries
e Secomb (2005) confirmam o efeito Fahraeus-Lindqvist para vasos de diâmetros entre
10-500µm. Esse efeito é ilustrado no gráfico da Figura 16 que descreve a seguinte função
para a viscosidade relativa do sangue para o hematócrito do vaso igual a 45 %, proposta
por Pries et al. (1990),

µrel0.45 = 220 exp(−1.3d) + 3.2− 2.44 exp(−0.06d0.645), (13)

sendo d o diâmetro do tubo.
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Figura 16 – Gráfico da Função 13 que relaciona a viscosidade aparente relativa do
sangue com o diâmetro do vaso, caracterizando o efeito Fahraeus-Lindqvist.

Comportamento contrário ao efeito Fahraeus-Lindqvist ocorre em vasos de diâme-
tros menores do que 10 µm, pois há um aumento na resistência ao escoamento devido
ao diâmetro dos eritrócitos estarem próximos ou até maiores do que o diâmetro do vaso
na microcirculação. Portanto, há um aumento súbito na viscosidade sanguínea.

Considerando o efeito Fahraeus juntamente com o efeito Fahraeus-Lindqvist conclui-
se que quanto menor for o hematócrito do vaso, menor será a viscosidade aparente do
sangue, confirmando assim a relação descrita pela Equação 11.

Para altos valores do hematócrito e baixas taxas de deformação tem-se a formação
de agregados celulares (ver Figura 17) devido a existência de proteínas no plasma, como
fibrinogênio e globulina, que favorecem a formação desses agrupamentos celulares.
A formação desses agregados sob a influência de baixas taxas de deformação eleva a
viscosidade aparente do sangue. Porém, com um aumento da taxa de deformação, os
agregados celulares rompem-se e os eritrócitos escoam de forma ordenada, diminuindo
assim, a viscosidade aparente do sangue.

Na próxima seção serão vistos alguns modelos da viscosidade aparente do
sangue considerando diversos fatores que influenciam o escoamento sanguíneo, como
alguns discutidos acima.
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Figura 17 – Formação de agregações celulares.

Fonte: Galdi et al. (2000).

3.3 Modelos Reológicos para Sangue

Devido aos diversos fenômenos que ocorrem no escoamento sanguíneo, existem
muitas especificações de condições para a obtenção de um modelo matemático para a
viscosidade do sangue. Neste sentido modelos foram proposto em: Pries et al. (1990),
Pries e Secomb (2005), Luo e Kuang (1992), Chaturani e Biswas (1984), Tu e Deville
(1995), Zydney e Oliver III (1991) e Wang e Stoltz (1994b), sendo alguns desses discutidos
nesta seção.

3.3.1 Macrocirculação

O principal papel da macrocirculação é transportar um volume considerável
de sangue a partir do coração para a meso e microcirculação, (QUARTERONI; FOR-
MAGGIA, 2002), sendo a propriedade elástica existente nas paredes de seus vasos
indispensável para a manutenção do escoamento sanguíneo, pois, por sua localização
ser mais próxima ao coração, são habituais elevados valores do gradiente de pressão
gerado pela ação do coração. Devido a isso, altas taxas de deformação podem ser vistas
na macrocirculação, possibilitando o deslocamento celular ordenado e adjacente ao
escoamento plasmático. Assim, como o fluxo plasmático é newtoniano, pode-se conside-
rar que na macrocirculação o fluxo sanguíneo obedece a lei de Newton da viscosidade,
descrita na Equação 1, (BAGCHI, 2007).

Em Johnston et al. (2003a) é feito um estudo do escoamento sanguíneo na ma-
crocirculação destacando que para regiões de altas taxas de deformação a viscosidade
newtoniana é a que melhor descreve a viscosidade sanguínea, sendo esta µ = 3.45mPas.
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3.3.2 Mesocirculação

Com a diminuição da tensão de cisalhamento e, consequentemente da taxa de
deformação ao longo do vaso sanguíneo na macrocirculação, observa-se a formação
dos agregados celulares (vistos na seção 3.2), propiciando um aumento na viscosidade.
Já na mesocirculação, o fluxo sanguíneo e a taxa de deformação, começam a aumentar
desfavorecem a formação de agregados celulares e, consequentemente, causando uma
redução na viscosidade aparente do sangue. Portanto, baseado na Seção 2.2, pode-
se afirmar que essa relação decrescente entre a taxa de deformação e a viscosidade
sanguínea caracteriza o escoamento na mesocirculação como pseudoplástico.

Diversos modelos constitutivos para o escoamento pseudoplástico do sangue
são encontrados na literatura. Assim, na Tabela 4 estão expostos alguns desses.

Tabela 4 – Modelos constitutivos do escoamento pseudoplástico sanguíneo.

Modelo Reológico Coeficientes
Power Law k = 8.290− 63.11H + 195.5H2,
µ = kγ̇n−1 n = 1.262− 1.833H + 1.297H2

(WANG; STOLTZ, 1994b).
Wang-Stoltz η = 0.652 + 7.667H − 5.647H2,

µ = ηp(η + αγ̇−1/2) α = 6.618− 62.62H + 168.2H2,
ηp =1.22 m Pa s (WANG; STOLTZ, 1994b).

Carreau λ =3.313 s, n =0.3568,
µ = µ∞ + (µ0 − µ∞)[1 + (λγ̇)2]

n−1
2 µ0 =0.56 poise, µ∞ =0.0345 poise

(CHO; KENSEY, 1991).
Cross Modificado λ =3.736 s, m = 2.406,

µ = µ∞ + (µ0 − µ∞) 1
[1+(λγ̇)m]a a = 0.254, µ∞ =0.0345 poise,

µ0 =0.56 poise (CHO; KENSEY, 1991).
Walburn-Schneck C1 = 0.00797mPasHC3 , C2 = 0.0608

µ = C1exp(HC2)exp(
C4TPMA

H2
)γ̇−100HC3 C3 = 0.00499,C4 = 14.585lg−1, TPMA = 4.0gl−1

(WALBURN; SCHNECK, 1976)

As expressões dos parâmetros dos modelos de Power-Law e de Sisko dados por Wang e
Stoltz (1994b), como descrito na Tabela 4, foram obtidas por regressões polinomiais a
partir de valores da viscosidade aparente do sangue normal medidos com um visco-
símetro para hematócritos variando entre 0.2 a 0.6. Nos modelos de Carreau e Cross
Modificado, descritos na Tabela 4, as constantes dadas por Cho e Kensey (1991) foram
também calculadas para o sangue normal.

O modelo de Walburn-Schneck (Tabela 4) foi desenvolvido usando o modelo
Power-Law com a inserção de parâmetros que dependem do hematócrito e de proteínas
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como fibrinogênio e globulina. O valor da constante TPMA, considerado na Tabela 4,
foi tomado com base nos dados de Brust et al. (2014).

3.3.3 Microcirculação

Ao observar o gráfico da Figura 15, é possível ver que para valores do diâmetro
do vaso menores do que 100µm há uma redução na camada de plasma, o que implica
no aumento da camada celular. Assim, conclui-se que na microcirculação o sangue
caracteriza-se como um fluido heterogêneo com camadas bem definidas de células e
plasma.

Portanto, podemos dizer que o comportamento do escoamento sanguíneo na
microcirculação caracteriza-se como viscoplástico (Seção 2.3), no qual, a camada axial
celular apresenta uma zona rígida com altos valores da viscosidade e taxa de defor-
mação próxima a zero. Isto se deve a estreita proximidade entre as células. Porém, na
região do plasma, mais próxima à parede do tubo, a viscosidade aparente aproxima-
se da viscosidade do plasma, caracterizando assim, o escoamento nessa região como
newtoniano. A determinação do valor da tensão limite, considerando o escoamento
sanguíneo, tem sido foco de estudo em muitos trabalhos científicos. Como em Picart
et al. (1998) que propõe uma equação para tensão limite em relação ao hematócrito do
vaso, com base em experimentos para hematócritos entre 0.53 a 0.95 a tensão limite, em
mPa, é dada por

τ0 = 26.87H3. (14)

A existência da tensão limite, como descrita em Fung (1993), é marcadamente
influenciada por macro moléculas de uma suspensão fluida. Portanto, no escoamento
sanguíneo essas macro moléculas são as células, o que justifica a relação da tensão
limite com o hematócrito. As forças de coesão entre as células vermelhas bem próximas
inviabilizam a variação da velocidade entre elas, assim é caracterizado o movimento de
corpo rígido na região densa de células vermelhas.
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4 MODELO PROPOSTO

No sistema cardiovascular humano há uma quantidade bem significativa de
vasos com diâmetros menores do que 300 µm, sendo estes de grande importância na
distribuição sanguínea. Neste trabalho, objetiva-se elaborar uma equação para a vis-
cosidade aparente do escoamento sanguíneo na faixa de de valores de diâmetros na
transição da mesocirculação para a microcirculação, mais precisamente em vasos de di-
âmetro entre 300µm e 20µm. Com esse objetivo é apresentada uma equação constitutiva
para caracterizar o comportamento pseudoplástico na mesocirculação e o viscoplás-
tico na microcirculação. A junção desses dois comportamentos é, aqui, controlada por
parâmetros que variam de acordo com o diâmetro do vaso.

Assim, com base na Equação 3 do Tipo Sisko, proposta por Wang e Stoltz (1994b),
adicionando uma tensão limite τ0, juntamente aos parâmetros A e B, é proposta uma
função da viscosidade aparente do sangue, da seguinte forma:

µ(γ̇, d) =


A(d)τ0γ̇

−1 +B(d)(µ∞(H) + k(H)γ̇α(H)−2), τ > τ0

∞, τ ≤ τ0. (15)

onde d é o diâmetro do vaso sanguíneo; γ̇ é a taxa de variação do fluido; H é o hemató-
crito no vaso; τ é a tensão de cisalhamento; τ0 é a tensão limite descrita pela Equação
14;

µ∞ = (0.652 + 7.667H − 5.647H2)µp

é o limitante inferior da viscosidade, como em Wang e Stoltz (1994b), sendo µp =

1.22mPa;
k(H) = (6.618− 62.62H + 168.2H2)µp

(WANG; STOLTZ, 1994b) é o índice de consistência e

α(H) = 2.262− 1.833H + 1.297H2,

(1 < α < 2) (BORTOLOTI, 2006), é o índice de potência.

A construção do parâmetro A, que controla a característica viscoplástica do Mo-
delo Proposto, foi feita considerando que em vasos com diâmetros na microcirculação, a
característica da viscoplasticidade seja predominante, mas em vasos com diâmetros na
mesocirculação essa predominância deva ser da pseudoplasticidade. Com base nessa
premissa, neste trabalho são propostos os valores descritos na Tabela 5, a partir dos
quais foi feita uma aproximação, por meio de uma função exponencial, gerando a
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seguinte relação:
A(d) = 4.644 exp(−0.07677d), (16)

onde d é o diâmetro do vaso sanguíneo. Na Figura 18 está ilustrado o gráfico da função
A (Equação 16).

Tabela 5 – Pontos utilizados para gerar o parâmetro A por meio da aproximação de uma
função exponencial.

Diâmetro(µm) Parâmetro A
20 1.0
50 0.1

300 0.0

Figura 18 – Gráfico do parâmetro A em relação ao diâmetro do vaso d.

Como a função A objetiva parametrizar a tensão limite existente no Modelo
Proposto e como a tensão limite (τ0), dada na Equação 14, possui uma relação crescente
em função do diâmetro do vaso (Figura 19), via Equação 12, então A deverá forçar o
produto Aτ0 a ter uma relação decrescente em função do diâmetro do vaso sanguíneo
para que a viscoplasticidade seja evidenciada na microcirculação. Na Figura 20 está
ilustrado o gráfico do produto Aτ0 em função do diâmetro do vaso para Hd = 0.45,
sendo τ0 descrito pela Equação 14.

Da mesma forma que A, o parâmetro B é descrito por meio de uma aproximação
com uma função exponencial de valores de B em relação a d. Para a obtenção desses
valores utilizou-se, com base na Equação 15,

B(d,H) =
µ̂− A(d)τ0(H)γ̇−1

µ∞(H) + k(H)γ̇α(H)−2
, (17)
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Figura 19 – Gráficos da tensão limite (Equação 14) em função do diâmetro, via Equação
12, para Hd = 0.45.

Figura 20 – Gráficos do produto do parâmetro A pela tensão limite (Equação 14) em
função do diâmetro para Hd = 0.45.

onde as funções A(d), τ0(H), µ∞(H), k(H) e α(H) são descritas acima, e para µ̂ foram
utilizados dados de laboratório extraídos de Fahraeus e Lindqvist (1931), como exposto
na Tabela 6.

Pode-se observar também que na Função 17 é necessário obter uma função que
descreva a taxa de deformação ( γ̇) em relação ao diâmetro do vaso. Assim, foi feita uma
aproximação por meio de uma função exponencial dos valores coletados em Bagchi
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Tabela 6 – Dados da viscosidade relativa do sangue.

Diâmetro(µm) Viscosidade Relativa
47 2.95
81 4.453

120 4.3
175 5.7584
277 6.2

Fonte: Fahraeus e Lindqvist (1931) .

(2007) como exposto na Tabela 7, cuja função gerada foi

γ̇ = 442.3 exp(−0.02133d) + 10.28 exp(0.004712d).

Obtendo todas as informações necessárias para a Equação 17, os valores de B são

Tabela 7 – Dados da taxa de deformação do escoamento sanguínea em relação ao diâ-
metro do vaso sanguíneo.

Diâmetro(µm) Taxa de Deformação(s−1)
20 285
40 237
80 63

150 43
300 40

Fonte: Bagchi (2007)

obtidos para os diâmetros na faixa de 20µm a 300µm e para o hematócrito de referência
igual a 45%, pois estamos considerando a média do hematócrito para o sangue saudável,
(FUNG, 1993). A partir daí, foi gerada a seguinte:

B(d) = 0.6874 exp(0.0002484d)− 0.008882 exp(−0.004519d), (18)

onde d é o diâmetro do vaso. Pode-se notar que B é uma função crescente em relação
ao diâmetro do vaso, o que evidencia o comportamento pseudoplástico do escoamento
na mesocirculação. O gráfico da Função B está ilustrado na Figura 21.

Pode-se observar na Figura 21 que na região da microcirculação o parâmetro B
não se anula, pois com o aumento na taxa de deformação a viscosidade aparente do
Modelo Proposto tende ao seu limitante inferior que é dado por Bµinf .

4.1 Comparação entre o Modelo Proposto e Modelos da Li-

teratura

Com o objetivo de verificar o comportamento do Modelo Proposto serão feitas
comparações com os modelos de: Casson (Equação 7); Walburn-Schneck (Tabela 4) e



Capítulo 4. MODELO PROPOSTO 27

Figura 21 – Gráfico da função de ponderação B em relação ao raio do vaso sanguíneo.

Wang-Stoltz (Tabela 4).

Na Figura 22 estão ilustrados os gráficos da viscosidade aparente do sangue em
função do diâmetro do vaso para o Modelo Proposto (Equação 15) e para os modelos
de: Casson (Equação 7); Walburn-Schneck (Tabela 4) e Sisko (Tabela 4). Nesses gráficos
é possível observar que para diâmetros maiores do que 50µm o Modelo Proposto está
entre os modelos de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz, porém para diâmetros menores o
Modelo Proposto aproxima-se do modelo de Casson. Assim, a primeira análise feita ao
Modelo Proposto confirma as suas características viscoplásticas e pseudoplásticas na
micro e na mesocirculação, respectivamente.

Nas Figuras 23 a 26 estão ilustrados os gráficos da viscosidade aparente do
Modelo Proposto (Função 15) e dos modelos de: Casson, Sisko e de Walburn-Schneck
em relação a taxa de deformação para o hematócrito de referência de 45% e para
os valores de diâmetros iguais a 20, 50, 100 e 300µm. Pode-se observar que para os
gráficos com d = 300 e 100µm (Figuras 23 e 24), considerando baixos valores da taxa
de deformação, há uma melhor aproximação entre o Modelo Proposto e os modelos
de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz. Porém, para d = 20µm (Figura 26) observa-se um
afastamento entre os modelos. Agora, observando-se os gráficos para valores mais
altos da taxa de deformação (no intervalo [150s−1, 300s−1]) é possível ver uma melhor
aproximação do Modelo Proposto ao modelo de Casson. Esse comportamento do
Modelo Proposto é bastante satisfatório, pois na microcirculação as taxas de deformação
são mais elevadas do que na mesocirculação (Tabela 7).
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Figura 22 – Gráficos da viscosidade aparente do sangue em função do diâmetro do vaso
sanguíneo, para Hd = 45%, gerados a partir do Modelo Proposto (Equação
15) e dos modelos de: Casson (Equação 7), Walburn-Schneck (Tabela 4) e
Sisko (Tabela 4).

Figura 23 – Gráficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto e dos modelos de:
Casson, Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck em relação a taxa de deformação
para o hematócrito de referência de 45% e o diâmetro do vaso de 300µm.
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Figura 24 – Gráficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto (Função 15) e dos
modelos de: Casson, Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck em relação a taxa
de deformação para o hematócrito de referência de 45% e o diâmetro do
vaso de 100µm.

Figura 25 – Gráficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto (Função 15) e dos
modelos de: Casson, Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck em relação a taxa
de deformação para o hematócrito de referência de 45% e o diâmetro do
tubo de 50µm.
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Figura 26 – Gráficos da viscosidade aparente do Modelo Proposto (Função 15) e dos
modelos de: Casson, Wang-Stoltz e de Walburn-Schneck em relação a taxa
de deformação para o hematócrito de referência de 45% e o diâmetro do
tubo de 20µm.

4.2 Viscosidade Regularizada

Devido a descontinuidade do Modelo Proposto gerada pela restrição de desigual-
dade, faz-se necessário a utilização de modelos regularizadores objetivando suavizar
essa descontinuidade.

Baseado nos modelos regularizadores da viscosidade descritos na Seção 2.3.2 é
possível escrever o Modelo Proposto com as regularizações da seguinte forma:

Regularização Simples

µs = Aτ0(γ̇ + ε)−1 +B(µ∞ + kγ̇α−2), (19)

Regularização de Bercovier-Engleman

µb = Aτ0(γ̇2 + ε2)−1/2 +B(µ∞ + kγ̇α−2), (20)

Regularização de Papanastasiou

µp = Aτ0(1− exp(−γ̇/ε))(γ̇)−1 +B(µ∞ + kγ̇α−2), (21)

estes modelos foram baseados nas Equações 8, 9 e 10, respectivamente.
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Nas Figuras 27 estão ilustrados os gráficos da viscosidade relativa do sangue
em função da taxa de deformação do Modelo Proposto sem regularização (Equação
15) e com regularizações: Simples (Equação 19), Bercovier-Engleman (Equação 20) e
Papanastasiou (Equação 21), para ε = 0.01.

Figura 27 – Gráficos da viscosidade relativa do sangue em função da taxa de deformação
do Modelo Proposto sem regularização (Equação 15) e com regularizações:
Simples (Equação 19), Bercovier-Engleman (Equação 20) e Papanastasiou
(Equação 21), para ε = 0.01, Hd = 45% e d ∈ [20, 300].

Pode-se observar nos gráficos da Figura 27 que o modelo de regularização de
Bercovier-Engleman possui uma melhor aproximação. Portanto, neste trabalho, será
considerado o Modelo Proposto da viscosidade regularizado pelo Modelo de Bercovier-
Engleman (Equação 20).

4.3 O Problema de Stokes

O balanço das forças que agem no fluido estão descritos na equação da quan-
tidade de movimento, e a condição de incompressibilidade do fluido é descrita na
equação da conservação da massa. Antes de enunciá-las, será definido o domínio e
algumas hipóteses sobre o escoamento serão estabelecidas.

O domínio considerado será definido como Ω ⊂ R2 e Γ = Γin ∪ Γout ∪ Γl a
fronteira de Ω, sendo Γin o contorno de entrada do fluido, Γout o contorno de saída e Γl

o contorno das laterais, como ilustrado na Figura 28.
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Figura 28 – Domínio Ω e contorno Γ = Γin ∪ Γout ∪ Γl.

Como o escoamento sanguíneo considerado neste trabalho encontra-se na faixa
de diâmetro entre a mesocirculação e a microcirculação, então o regime de escoamento
é laminar, isso é devido aos baixos valores do número de Reynolds, como pode ser
visto em Vennemann et al. (2007). O número de Reynolds relaciona o diâmetro (d) do
domínio, a velocidade média do escoamento (vm), a viscosidade aparente do fluido (µ)
e a massa específica (ρ), da seguinte forma:

Re =
ρvmd

µ
. (22)

Para um escoamento lento, incompressível, em regime laminar e não transiente,
considera-se:

• Equação da conservação da massa

divu = 0 em Ω, (23)

• Equação da quantidade de movimento

−div(µε5 u) +5p = 0, em Ω, (24)

sendo u o campo de velocidade, p o campo de pressão, µε a viscosidade relativa do
sangue dada na Equação 20, div o operador divergente e5 o operador gradiente.

As duas Equações 23 e 24 juntamente com as condições de contornos de Dirichlet:

u = uin emΓin

u = 0 emΓl; (25)

e de Neumann:
∂u
∂x

= 0 emΓout, (26)

compõem o Problema de Stokes Generalizado que relaciona a velocidade e pressão que
agem sobre um fluido incompressível e independente do tempo como:
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Encontrar u ∈ C2(Ω) e p ∈ C1(Ω) tal que

−div(µε5 u) +5p = 0, em Ω,

divu = 0, em Ω,

u = uin, em Γin

u = 0 em Γl
∂u
∂x

= 0 em Γout, (27)

onde µε é a equação da viscosidade do sangue não-newtoniana dada pela Equação 20.

Referente a condição de Dirichlet, temos na parede do tubo (Γl) a condição de não
deslizamento devido as forças de atrito existente entre a parede e o fluido. A condição
de contorno de Neumann em Γout garante a não variação da velocidade no contorno de
saída do duto.

Do ponto de vista matemático soluções exatas são obtidas em casos muito espe-
cíficos, onde são admitidas várias hipóteses de simplificação do problema, como por
exemplo, a consideração de domínios mais simples. O desenvolvimento de simulações
em domínios que representem um vaso de uma forma mais próxima do natural, como
encontrado no sistema vascular, torna o problema de encontrar soluções exatas pratica-
mente intratável. Nesse contexto os métodos para encontrar soluções numéricas são
amplamente utilizados. No próximo capítulo trataremos do método numérico utilizado
para resolver o Problema de Stokes Generalizado. Devido ao aspecto não-linear da
viscosidade no Problema de Stokes Generalizado, soluções numéricas serão busca-
das usando métodos numéricos com a utilização de uma formulação variacional de
Elementos Finitos que garante estabilidade e convergência das soluções numéricas.
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5 O MÉTODO NUMÉRICO

A formulação variacional é bastante útil na resolução de problemas de valor de
contorno, pois, entre outros motivos, possibilita a redução da exigência de regularidade
do espaço solução do problema, proporciona métodos de resolução para a obtenção
de soluções aproximadas e, através das ferramentas de análise funcional possibilita
os elementos necessários ao estudo de existência, unicidade, estimativas a priori e a
posteriori do erro de aproximação, (GELFAND; FOMIN, 1963).

5.1 Definições Preliminares

Dado Ω um domínio limitado em R2 e Γ seu contorno suave, ou seja, Γ é dife-
renciável, tal que Γ = Γin ∪ Γout ∪ Γl, como ilustrado na Figura 28, consideramos os
seguintes espaços de Hilbert, (ADAMS, 1975):

L2(Ω) = {v : vmensurável e
∫

Ω

v2dΩ <∞}

e
H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω) :

∂v

∂xi
∈ L2(Ω), i = 1, 2};

e seus correspondentes produtos escalares e normas

(v, w) =

∫
Ω

vwdΩ, (28)

||v||2L2(Ω) = (

∫
Ω

v2dΩ) = (v, v); (29)

(v, w)H1(Ω) =

∫
Ω

[vw +5v · 5w]dΩ, (30)

||v||2H1(Ω) = (

∫
Ω

[v2 + | 5 v|2]dΩ), (31)

onde é definido o produto interno (A · B) = tr(ATB) e a norma como |A|2 = (A · A),
onde A e B são tensores de segunda ordem. Faz-se necessário definir também,

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 emΓ},

com a norma e produto interno do espaço H1.
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5.2 O Método de Galerkin

Com o objetivo de reduzir a exigência de regularidade dos espaços de soluções
tanto para a velocidade quanto para a pressão, escreveremos o Problema de Stokes Ge-
neralizado na sua forma fraca. Inicialmente será considerada a forma variacional mista
clássica de Galerkin, sendo que, logo após, será discutida a formulação de elementos
finitos do tipo Petrov-Galerkin, que será utilizada na modelagem computacional deste
trabalho. Para isso, faz-se necessário considerar os seguintes espaços de funções da
velocidade e pressão, respectivamente, como:

U = H1
0 (Ω)

e
W = L2(Ω).

Para a obtenção da formulação variacional é necessário efetuar o produto interno de
uma função peso ou de ponderação, q ∈ W , com a equação da conservação de massa
(Equação 23) e a função v ∈ U com a equação do momento linear do Problema de Stokes
(Equação 24) da seguinte forma:

(f,v) = (−div(µε5 u) +5p,v) = −(div(µε5 u),v) + (5p,v). (32)

Aplicando na Equação 32 a Identidade de Green:∫
Ω

(5v) : (5u)dΩ =

∫
Γ

(v · du
dn

)dΓ−
∫

Ω

div(5u) · vdΩ,

sendo du
dn

= du
dx1
n1 + du

dx2
n2 a derivada normal em Γ. A seguinte formulação variacional

mista de Galerkin para o Problema de Stokes da seguinte forma:

Problema Gm: Encontrar (u, p) ∈ U ×W , tal que

(µε(u)5 u,5v)− (p, divv) = 0 ∀v ∈ U

(divu, q) = 0 ∀q ∈ W, (33)

onde, por motivo de simplificação na notação estamos fazendo µε(u) = µ(|5u|) e assim
considerando µε : R+ → R+.

Em Hughes (2000) pode ser visto que a solução do problema diferencial contínuo
é também solução do problema na sua forma variacional e vice-versa. Consequente-
mente, pode ser verificado que o Problema 33 é equivalente ao Problema 27. Para a
implementação do problema variacional (Equação 33) é necessário sua discretização
espacial, pois o cálculo numérico da solução do problema é feito para uma quantidade
finita de pontos do domínio. Para implementar tal procedimento, o método para a
discretização espacial do domínio utilizado neste trabalho é o Método de Elementos
Finitos que possui a capacidade de modelar matematicamente domínios complexas
devido a sua característica de adaptatividade.
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5.3 O Método de Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos consiste em dividir o domínio contínuo do pro-
blema variacional em um número finito de sub-regiões, como na Figura 29, onde essas
sub-regiões são chamadas de elementos e podem assumir diversas formas geométricas
(triângulos, quadriláteros etc.). Para a realização dessa discretização do domínio, mais
especificamente do domínio do problema variacional, precisa-se construir espaços de
dimensões finitas para U e W .

Portanto, considere Ω subdividido em triângulos Th = {Ω1,Ω2, ...,ΩN}, tal que
os elementos Ωi não se sobrepõem e o vértice de cada elemento coincide com o vértice
do elemento adjacente (Figura 29), tal que

Ω̄ =
N⋃
ε=1

Ω̄ε,Ωi ∩ Ωj = ∅ ∀ i 6= j,

onde Ω̄ = Ω ∪ Γ, Γ é o contorno de Ω e Ωi é um conjunto aberto.

Figura 29 – Representação de um domínio bidimensional contínuo discretizado por
triângulos.

Fonte: Johnson (1987)

Para a construção dos espaços de soluções, serão utilizados os polinômios inter-
poladores de Lagrange que são definidos como

Pn(x) =
n∑
i=0

f(xi)L
(n)
i (x)

onde

L
(n)
i (xk) =

{
1 se k = i

0 se k 6= i,
(34)

que implica em L
(n)
i (x) =

n∏
j=0
j 6=i

x− xj
xi − xj

.
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Assim, Pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, 2, ..., n, no qual podemos concluir que Pn é o
polinômio interpolador de f , relativamente aos pontos x0, x1, ..., xn, sendo n o grau
do polinômio. Em Atkinson (1978) pode ser vista uma demonstração do teorema de
existência e unicidade de Pn.

Seja Skh(Ω) o espaço de elementos finitos formado por polinômios de Lagrange
de grau k e Ql

h(Ω) o espaço de elementos finitos gerado por polinômios de Lagrange de
grau l, sendo h o parâmetro de malha tal que

h = maxhε,

onde ε = 1, ..., Nε e Nε é o número máximo de elementos da malha e hε é a diâmetro
do elemento ε. Com base nos espaços Skh(Ω) e Ql

h(Ω) serão descritas as aproximações
conformes de elementos finitos para os espaço do campo de velocidade U e de pressão
W , respectivamente:

Uh = (Skh(Ω) ∩H1
0 (Ω))2 ⊂ U (35)

e
Wh = (Ql

h(Ω) ∩ L2(Ω)) ⊂ W.

As soluções v ∈ U e p ∈ W serão aproximadas, respectivamente, por vh ∈ Uh e
ph ∈ Wh e são escritas como

vh =
n∑
i=1

viφi(x)

e

ph =
n∑
i=1

piψi(x),

onde n é o número de nós da malha e φi(x) e ψi(x) são, respectivamente, os polinômios
globais de interpolação de graus k e l. Estes polinômios de interpolação, que compõem
as bases dos espaços Uh eWh, respectivamente, são os polinômios de Lagrange definidos
como na Equação 34. Assim, a formulação discreta mista de Galerkin para o Problema
de Stokes é dada por:

Problema DGm: Determinar {uh, ph} ∈ Uh ×Wh, tal que

(µε5 uh,5vh)− (ph, divvh) = 0 ∀vh ∈ Uh (36)

(divuh, qh) = 0 ∀qh ∈ Wh, (37)

sendo µε : R+ → R+.

No caso do Problema de Stokes linear, a análise de convergência é baseada
no Teorema de Brezzi descrito em Brezzi (1974), a estabilidade dessa formulação é
verificada no Lema de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB) (BREZZI, 1974), onde a
condição

sup
vh∈Uh

|(qh, divvh)|
||vh||H1

≥ c||qh||L2 ,∀qh ∈ Wh (38)
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deve ser satisfeita, sendo c uma constante que precisa ser verificada para cada escolha
de Uh e Wh. Portanto, a determinação dos espaços Uh e Wh para a validação da LBB
(Equação 38) é um fator crucial para garantir a existência e unicidade da formulação.

Em Karam-F. (1989) são apresentados alguns resultados numéricos para o pro-
blema de Stokes linear, discretizado pelo método misto de Galerkin, para diversas
combinações de interpolação para os termos da velocidade e da pressão. Assim, é
possível observar a existência de muitas combinações de polinômios de interpolação
para a velocidade e a pressão que não obedecem a LBB (Equação 38) gerando resultados
instáveis nos campos de soluções; como exemplo tem-se os polinômios de mesma
ordem para os termos da velocidade e da pressão.

No entanto, o problema abordado nesta dissertação apresenta a viscosidade não
constante, fazendo com que torne-se não-linear de modo que a análise de convergência
seja desenvolvida com base no Teorema de Scheurer (SCHEURER, 1977).

Bortoloti (2006) propõe uma formulação de elementos finitos do tipo Petrov-
Galerkin, para os Problemas de Stokes Generalizados, utilizando o mesmo grau de
interpolação tanto para a pressão quanto para a velocidade, com interpolações descontí-
nuas para a pressão, garantindo assim, precisão tanto no campo de velocidade quanto
no campo de pressões. As solução numéricas, geradas neste trabalho, foram obtidas
considerando essa formulação de elementos finitos do tipo Petrov-Galerkin que será
discutida na próxima seção.

5.4 O Método do tipo Petrov-Galerkin

O método de elemento finito utilizado neste trabalho é definido como uma
formulação mista de elementos finitos com interpolações de mesma ordem, sendo
descontínuas para a pressão e contínuas para a velocidade. Assim, sem perda de
generalização, a descrição desse método do tipo Petrov-Galerkin, será feita, neste
trabalho, para o caso particular de Ω ⊂ R2.

Considere Q̄l
h(Ω) o espaço de funções de grau l formado por polinômios de

Lagrange que são descontínuos em todo Ω e contínuo no interior do elemento, e W̄h =

Q̄l
h(Ω) ∩ L2(Ω) o espaço de aproximação da pressão. Considere também o espaço de

aproximação da velocidade Uh como definido na Equação 35.

Então, a formulação do tipo Petrov-Galerkin proposta por Bortoloti (2006) é
descrita para o Problema de Stokes Generalizado dado pelas Equações 36 e 37, da
seguinte forma:
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Problema PG: Encontrar Uh = (uh, ph) ∈ Uh × W̄h tal que

(Ah(Uh),Vh) +Bh(ph,vh) = 0 ∀ Vh = (vh, qh) ∈ Uh × W̄h (39)

Bh(uh, qh) = 0 ∀ qh ∈ W̄h, (40)

onde

(Ah(Uh),Vh) = (µε(uh)5 uh,5vh) + δ2ϑ(divuh, divvh) (41)

+
δ1h

2

ϑ
(−∆µuh +5ph,−∆µvh +5qh),

Bh(ph,vh) = −(ph, divvh), (42)

µε(uh) = Aτ0(| 5 uh|2 + ε2)−0.5 +B(µ∞ + k| 5 uh|(α−2)), (43)

onde δ1 e δ2 são constantes positivas denominadas de parâmetro de estabilização,
∆µuh = div(µε(uh)5uh) e ϑ é uma constante positiva dimensional. Pode-se observar que
se considerarmos δ1 = δ2 = 0, a formulação de Petrov-Galerkin se reduz à formulação
mista de Galerkin, que é instável para interpolação de mesma ordem.

Em Bortoloti e Karam-F. (2012) são feitos estudos de estabilidade e convergência
dessa formulação para o Problema de Stokes Generalizado com viscosidade descrita
pela equação de Wang-Stoltz e, também, resultados numéricos são apresentados confir-
mando a análise matemática de estabilidade e convergência do método. Considerando
a equação da viscosidade proposta (Equação 43), é possível observar que para A = 0,
isto é, para regiões do diâmetro entre 100 e 300µm, o Modelo Proposto aproxima-se do
modelo de Wang-Stoltz, a menos de um parâmetro (B). Assim, os resultados obtidos
em Bortoloti e Karam-F. (2012) confirmam que a utilização dessa formulação (Equação
42), considerando o Modelo Proposto para a viscosidade na faixa de diâmetro entre 100
e 300µm, gera resultados estáveis tanto para os campos de pressão e de velocidade.

Para regiões do domínio onde A 6= 0, ou seja, para diâmetros entre 20 e, aproxi-
madamente, 100µm, a formulação do tipo Petrov-Galerkin, para a viscosidade descrita
como no Modelo Proposto, é validada pelos estudos feitos em Faria et al. (2006), onde
são testados baixos valores da tensão limite, para o modelo viscoplástico de Bingham,
chegando a conclusão de soluções estáveis tanto para a pressão quanto para a veloci-
dade. Os valores da tensão limite utilizados neste trabalho são τ0 = 0.024485, 0.0447 e
0.0737Pa, se enquadrando nos estudos feitos em Faria et al. (2006).

5.4.1 Algoritmo Iterativo

Devido a não linearidade da viscosidade considerada no Problema, faz-se neces-
sário a utilização de um algoritmo iterativo com o objetivo de linearizar o problema.
Assim, como em Bortoloti (2006), o método iterativo utilizado foi o de Picard, no qual o
termo de viscosidade é atrasado em relação aos outros termos da seguinte forma:
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Dado u0
h ∈ Uh determinar unh ∈ Uh, com n > 0, tal que

(A(un−1
h )−BC−1BT (un−1

h ))unh = 0, (44)

sendo a pressão calculada como

pnh = −C−1BT (un−1
h )unh, (45)

onde

A(un−1
h )unh = (µε(un−1

h 5unh,5vh))+δ2ϑ(divunh, divvh)+
δ1h

2

ϑ
(div(µε(un−1

h )5unh),4µvh)h,

BT (un−1
h )unh = (divunh, qh)−

δ1h
2

ϑ
(div(µε(un−1

h )5 unh),5qh)h,

Bpnh = (pnh, divvh)−
δ1h

2

ϑ
(5pnh,5qh)h,

Cpnh = λ(pnh, qh) +
δ1h

2

ϑ
(5pnh,5qh)h.

O termo λ(pnh, qh), 0 < λ << 1, na definição de C, foi introduzido somente para garantir
a unicidade da solução da pressão.

A tolerância para a aproximação do campo de velocidade é dada por

||unh − un−1
h ||

||un−1
h ||

< ε1,

onde 0 < ε1 << 1. Sendo a atualização do campo de velocidade da seguinte forma:

unh = un−1
h + ρ(−4µ un−1

h +5pn−1
h ),

até a satisfação residual
|| − 4µun−1

h +5pn−1
h || < ε2,

onde ρ > 0 controla a influência da atualização em cada passo de iteração e 0 < ε2 << 1

controla a tolerância do esquema iterativo.
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6 RESULTADOS

Neste capítulo são apresentados os resultados numéricos obtidos a partir da
modelagem computacional do Problema de Stokes Generalizado para um fluido in-
compressível considerando uma viscosidade não-newtoniana. Essa viscosidade é uma
caracterização dos comportamentos pseudoplástico e viscoplástico com base no modelo
de Wang-Stoltz adicionada uma tensão limite. A partir dessa viscosidade, objetiva-se
modelar as características do escoamento sanguíneo entre vasos de diâmetro de 20 a
300 µm, como descrito no Capítulo 3.

Para a modelagem computacional do Problema de Stokes Generalizado, foi
utilizada a formulação de elementos finitos do tipo Petrov-Galerkin (BORTOLOTI,
2006), apresentada no Capítulo 5, que garante convergência e estabilidade nas soluções
obtidas para os graus dos polinômios de interpolação da pressão e da velocidade iguais
e maiores que dois, considerando os parâmetros de estabilização δ1 = 1 e δ2 = 10000.
Essa combinação dos valores de δ1 e δ2 garante a estabilidade nas soluções, visto que, o
alto valor de δ2 é influenciado pela tensão limite existente no modelo, esse fato pode ser
visto em Faria et al. (2006).

O domínio considerado para o Problema de Stokes Generalizado está descrito na
Figura 30, que representa uma seção transversal de um vaso sanguíneo com o diâmetro
variando entre 20 e 300 µm. A discretização desse domínio foi feita utilizando elementos
quadriláteros de nove nós gerando uma malha com 17.141 elementos e 42.000 nós.

As condições de contorno de Dirichlet foram de não deslizamento (u = 0)
nas paredes do tubo, ou seja, no contorno Γl e em Γin (ver Figura 30) a velocidade
considerada foi de 100µm/s na direção longitudinal e zero na direção radial.

Figura 30 – Malha de elementos finitos do domínio considerado para o Problema de
Stokes.

Para os resultados que serão mostrados, os hematócritos de referência consi-
derados foram Hd = 35%, 45%, e 55%. Já para a variação do diâmetro vascular foram
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considerados valores que estão descritos na Tabela 8 e classificados de acordo com a
Tabela 3.

Tabela 8 – Classificação do diâmetro para valores de x no domínio.

x(µm) Diâmetro (µm) Classificação do diâmetro
300 300 Macrocirculação
600 286

1000 230 Mesocirculação
2000 90
2600 20 Microcirculação

Serão analisados as viscosidades, os perfis de velocidade e a pressão, para um
escoamento sanguíneo considerando a viscosidade aparente do sangue como descrito
no Modelo Proposto (Equação 15). Para efeitos de comparação, resultados dos modelos
de Casson (Equação 7), de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz (descritos na Tabela 4)
são também expostos juntamente com os gráficos do Modelo Proposto.

6.1 Viscosidade

Nesta seção são apresentados os resultados obtidos para a viscosidade aparente
do sangue considerando os vasos de diâmetros iguais a 20, 90, 230, 286 e 300µm como
ilustrado nos gráficos das Figuras 31 a 41.

Fixando o hematócrito de referência e variando o diâmetro do vaso, como nos
gráficos da Figura 36, é possível observar que quanto menor o diâmetro do vaso,
menores serão os valores da viscosidade aparente do sangue, caracterizando o efeito
Fahraeus-Lindquist, sendo que o menor valor atribuído ao diâmetro é de 20 µm. Agora,
fixando o diâmetro do vaso e variando o hematócrito de referência (Figuras 31 a 35)
observa-se que quanto maior for o hematócrito, maiores serão os valores da viscosidade.
Portanto, com base neste comportamento e no efeito Fahraeus-Lindquist temos a relação
crescente entre o diâmetro e o hematócrito, confirmando o efeito Fahraeus como descrito
na Seção 3.2.

Pode-se observar nos gráficos das Figuras 31 a 35 que o menor valor da visco-
sidade localiza-se próximo à parede do tubo. A partir daí, a variação da viscosidade
é pequena e ao passo que se aproxima do centro do tubo há um aumento na viscosi-
dade até assumir seu valor máximo no centro do tubo. Assim, é evidente os platôs de
viscosidade (vistos na Seção 2.2) tanto nas proximidades da parede do tubo quanto
no centro do tubo, onde observa-se, respectivamente, altos e baixos valor da taxa de
deformação. Isso é devido ao comportamento pseudoplástico do escoamento sanguíneo
caracterizado pelo Modelo Proposto.
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Nas Figuras 37 a 41 estão ilustrados os gráficos da viscosidade do Modelo
Proposto e dos modelos de Casson (Equação 7) para a tensão limite descrita como
τ0 = (0.625H)3 (FUNG, 1993), de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz descritos na Tabela
4. Pode-se observar que os valores da viscosidade do Modelo Proposto estão entre os
modelos de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz para os diâmetros do vaso iguais a 300µm

(Figura 37), 286µm (Figura 38), 230µm (Figura 39) e 90µm (Figura 41). Sendo que com
uma diminuição no diâmetro do vaso há uma maior aproximação entre os gráficos
do Modelo Proposto e o modelo de Walburn-Schneck. Por fim, quando o diâmetro do
vaso assume 20µm o Modelo Proposto aproxima-se do modelo de Walburn-Schneck no
centro do tubo e quando tende à parede a aproximação é com o modelo de Casson.

A distribuição da viscosidade em todo o domínio é vista nas Figuras 42 a 45 para
o Modelo Proposto e para os modelos de Casson, de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz.

Figura 31 – Perfis de viscosidade para d = 300µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.
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Figura 32 – Perfis de viscosidade para d = 286µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.

Figura 33 – Perfis de viscosidade para d = 230µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.
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Figura 34 – Perfis de viscosidade para d = 90µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.

Figura 35 – Perfis de viscosidade para d = 20µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.



Capítulo 6. RESULTADOS 46

Figura 36 – Perfis de viscosidade para Hd = 45% com variação no diâmetro tubular.

Figura 37 – Perfis de viscosidade para Hd = 45% e d = 300µm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.
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Figura 38 – Perfis de viscosidade para Hd = 45% e d = 286µm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.

Figura 39 – Perfis de viscosidade para Hd = 45% e d = 230µm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.
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Figura 40 – Perfis de viscosidade para Hd = 45% e d = 90µm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.

Figura 41 – Perfis de viscosidade para Hd = 45% e d = 20µm dos modelos de Casson,
Walburn-Schneck, Wang-Stoltz e o Modelo Proposto.
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Figura 42 – Viscosidade aparente do modelo de Casson para Hd = 45%.

Figura 43 – Viscosidade aparente do modelo de Walburn-Schneck para Hd = 45%.

Figura 44 – Viscosidade aparente do modelo de Wang-Stoltz para Hd = 45%.

Figura 45 – Viscosidade aparente do Modelo Proposto para Hd = 45%.



Capítulo 6. RESULTADOS 50

6.2 Velocidade

A partir dos valores da velocidade, obtidos da solução numérica, foram traçados
perfis de velocidades do Modelo Proposto para valores distintos do diâmetro vascular e
de hematócrito de referências, onde estão expostos nas Figuras 46 a 51.

Observando os perfis de velocidade nas Figuras 46 a 50 é possível concluir que,
para qualquer valor fixado do diâmetro, quanto maior for o valor do hematócrito menor
será o valor da velocidade nas regiões próximas ao centro do tubo. Essa redução da
velocidade está associada com a relação crescente entre o hematócrito e a viscosidade
(ver Figuras 31 a 35). Ou seja, quanto maior a viscosidade menor será a velocidade.

Comparando os perfis de velocidade para diferentes Hd, pode-se observar que,
diferentemente no centro do tubo, os valores da velocidade próximos à parede tubular
são constantes. Esse fato confirma a existência da região de plasma, pois os valores da
velocidade próximos à parede do tubo não sofrem influência do hematócrito.

Fixando o hematócrito e fazendo variar o diâmetro do vaso, como na Figura
51, observa-se um aumento na velocidade com a diminuição do diâmetro. Esse fato
está relacionado com a redução da viscosidade aparente em função da diminuição do
diâmetro (efeito Fahraeus-Lindquist), como ilustrados nos gráficos da Figura 36.

Para efeitos de comparação, as Figuras 52 a 56 exibem os perfis de velocidade do
Modelo Proposto juntamente com os modelos de Casson, Walburn-Schneck e Wang-
Stoltz. Pode-se observar que para os diâmetros de 300µm (Figura 52) e 286µm (Figura
53), o perfil de velocidade do Modelo Proposto encontra-se entre os perfis de velocidade
de Walburn-Schneck e Wang-Stoltz. Já para os diâmetros de 230, 90 e 20µm (Figuras
54, 55 e 56) o perfis de velocidade do Modelo Proposto encontra-se entre os perfis
dos modelos de Casson e Wang-Stoltz, sendo que no diâmetro de 20µm o perfil do
Modelo Proposto está bem mais próximo do perfil de velocidade do modelo de Casson.
Esse comportamento do Modelo Proposto confirma o objetivo que lhe foi descrito
na Seção 3.3, ou seja, esperava-se que para valores do diâmetro na mesocirculação o
Modelo Proposto se aproximasse do comportamento pseudoplástico (modelos Walburn-
Schneck e Wang-Stoltz) e na microcirculção do comportamento viscoplástico (modelo
de Casson).

Nas Figuras 57 a 60 são vistas a distribuição da norma do campo de velocidade
em todo o domínio do Modelo Proposto e dos modelos de Casson, Walburn-Schneck e
Wang-Stoltz.
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Figura 46 – Perfis de velocidade para d = 300µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.

Figura 47 – Perfis de velocidade para d = 286µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%.
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Figura 48 – Perfis de velocidade para d = 230µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 65%.

Figura 49 – Perfis de velocidade para d = 90µ e hematócritos Hd = 35%, 45% e 65%.
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Figura 50 – Perfis de velocidade para d = 20µm e hematócritos Hd = 35%, 45% e 65%.

Figura 51 – Perfis de velocidade para Hd = 45% para d = 20, 90, 230, 286 e 300.
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Figura 52 – Perfis de velocidade para Hd = 45% e d = 300µm dos modelos de Casson,
de Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.

Figura 53 – Perfis de velocidade para Hd = 45% e d = 286µm dos modelos de Casson,
de Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 54 – Perfis de velocidade para Hd = 45% e d = 230µm dos modelos de Casson,
de Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.

Figura 55 – Perfis de velocidade para Hd = 45% e d = 90µm dos modelos de Casson, de
Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 56 – Perfis de velocidade para Hd = 45% e d = 20µm dos modelos de Casson, de
Walburn-Schneck, de Wang-Stoltz e do Modelo Proposto.
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Figura 57 – Norma do campo de velocidade do modelo de Casson para Hd = 45%.

Figura 58 – Norma do campo de velocidade do modelo de Walburn-Schneck para Hd =
45%.

Figura 59 – Norma do campo de velocidade do modelo de Wang-Stoltz para Hd = 45%.

Figura 60 – Norma do campo de velocidade do Modelo Proposto para Hd = 45%.

6.3 Pressão

Na Figura 61 estão descritos os gráficos da pressão do escoamento sanguíneo
ao longo do centro do tubo para hematócritos Hd = 35%, 45% e 55%. Pode-se observar



Capítulo 6. RESULTADOS 58

que de x = 0 a, aproximadamente, x = 2500µm a variação da pressão é pequena. Porém
para valores maiores do que x = 2500µm há uma queda considerável de pressão. Isso é
devido ao aumento da resistência ao fluxo por conta da redução do diâmetro vascular
na microcirculação (d = 20µm).

A relação crescente entre a pressão e o hematócrito, vista na Figura 61, é devido
ao aumento da viscosidade relacionado com o aumento do hematrócrito. Assim, quanto
maior a viscosidade maior será a pressão.

Na Figura 62 temos os gráficos da pressão, ao longo do centro do tubo, do
Modelo Proposto e dos modelos de Casson, Walburn-Schneck e Wang-Stoltz. Pode-
se observar que o gráfico da pressão do Modelo Proposto aproxima-se melhor dos
valores do modelo de Casson. O menor gradiente de pressão é visto no modelo de
Walburn-Schneck, ao passo que no modelo de Wang-Stoltz o gradiente de pressão é o
maior.

A distribuição da pressão ao longo do domínio considerando o Modelo Proposto
e os modelos de Casson, Walburn-Schneck e Wang-Stoltz podem ser vistas, respectiva-
mente, nas Figuras 66, 63, 64 e 65.

Figura 61 – Gráficos da pressão ao longo do centro do tubo para valores do hematócrito
Hd = 35%, 45% e 55%.
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Figura 62 – Gráficos da pressão ao longo do centro do tubo para Hd = 45% do Modelo
Proposto e dos modelos de Casson, de Walburn-Schneck e de Wang-Stoltz.
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Figura 63 – Distribuição da pressão do modelo de Casson para Hd = 45%.

Figura 64 – Distribuição da pressão do modelo de Walburn-Schneck para Hd = 45%.

Figura 65 – Distribuição da pressão do modelo de Wang-Stoltz para Hd = 45%.

Figura 66 – Distribuição da pressão do Modelo Proposto para Hd = 45%.
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7 CONCLUSÕES

Neste pesquisa foi proposta uma equação constitutiva para o sangue humano
com base nas características pseudoplásticas e viscoplásticas controladas pelo diâmetro
vascular entre 20 e 300 µm. O modelo proposto foi comparado com modelos existentes
na literatura como: Casson (FUNG, 1993), Walburn-Schneck (WALBURN; SCHNECK,
1976) e Wang-Stoltz (WANG; STOLTZ, 1994b).

O modelo proposto é uma modificação do modelo de Wang-Stoltz adicionado a
uma tensão limite. Para ajustar os comportamentos pseudoplástico e o viscoplástico
foram utilizados dois parâmetros A e B, sendo A o parâmetro da tensão limite e B do
modelo de Sisko.

O parâmetro A está em função do diâmetro, sendo seu valor máximo 1.0, as-
sumido para o diâmetro do vaso igual a 20 µm, e seu menor valor é zero em 300µm.
Portanto, a viscoplasticidade é evidenciada na microcirculação. Em contrapartida, a
função B é crescente em relação ao diâmetro vascular, assim caracterizando a pseudo-
plasticidade na mesocirculação.

O Problema de Stokes Generalizado para um fluido incompressível, com a
viscosidade descrita pelo Modelo Proposto, foi resolvido numericamente utilizando
a formulação de Elementos Finitos do tipo Petrov-Galerkin (BORTOLOTI, 2006) que
garante convergência e estabilidade para as soluções considerando uma mesma ordem
de interpolação para a velocidade e para a pressão, sendo a pressão descontínua.

Os resultados gerados mostraram uma concordância do Modelo Proposto com
as características existentes no escoamento sanguíneo retratadas na literatura. Quando
comparado com outros modelos pseudoplásticos e com um viscoplástico, o Modelo Pro-
posto assume valores entre os modelos pseudoplásticos, de Wang-Stoltz e de Walburn-
Schneck, na região da mesocirculação e para o diâmetro de 20µm (microcirculação)
assume valores bem próximos ao modelo de Casson.

Dentre as dificuldades que surgiram no desenvolvimento desde trabalho desta-
camos a falta de dados experimentais da viscosidade sanguínea para a faixa de diâmetro
trabalhada, pois na maioria dos trabalhos disponíveis na literatura, os dados são do
escoamento sanguíneo de vasos de grande calibre.

Algumas perspectivas futuras são traçadas para este trabalho, como é o caso
da inserção no Modelo Proposto de efeitos viscoelásticos evidenciados na região de
diâmetro microcirculatório, isso é devido a propriedade elástica existente nos eritró-
citos no interior do vaso de pequeno calibre. Paralelo ao efeito viscoelástico surge a
necessidade da existência do termo temporal no modelo. Pretende-se também, testar o
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Modelo Proposto em vasos com diferentes formatos e ramificações e com a presença de
estenoses.
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