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O que é bonito? E o que persegue o infinito;
Mas eu ndo sou Eu ndo sou, ndo... Eu gosto
€ do inacabado, O imperfeito, o estragado, o
que dancou. O que dangou... Eu quero mais
erosdo Menos granito. Namorar o zero e o ndo,
Escrever tudo o que desprezo E desprezar tudo
o que acredito. Eu ndo quero a gravagdo, ndo,
Eu quero o grito. Que a gente vai, a gente vai
E fica a obra, Mas eu persigo o que falta Ndo o
que sobra. Eu quero tudo que dd e passa. Quero
tudo que se despede, Se despede, e despedaga.
O que é bonito. .. (Lenine e Brdulio Tavares)

"vida é um algo multidimensional cuja imprevi-
sivel curvatura temporal so é conhecida quando
se experimenta os fatos a cada dia e, mesmo
assim, ndo se consegue prever com exatiddo a
curvatura temporal dos fatos seguintes, mesmo
que se expanda esta (a curvatura futura) numa
vizinhangca em torno do fato no instante pre-

sente"(Lucas M. Alves)



RESUMO

A difus@o é um processo comum na natureza, que ocorre quando um determinado sistema tende
ao seu estado de equilibrio, em um meio com dispersdao ndo-convectiva, de uma concentracio de
massa, energia, ou outra quantidade inicialmente concentrada em parte do dominio fisico deste
sistema. E possivel simular o processo de difusdo, e em particular o processo de propagacdo do
conhecimento em um meio cientifico, por meio de generaliza¢des da equacdo de difusdo. A pre-
sente proposta considera, para esta equagdo, um modelo matemdtico transiente, unidimensional
no espaco, nao convectivo, com geracao de conhecimento, para estudar o fendmeno considerando
termos de difusdo de 2 e 4* ordens. Empregando técnicas e métodos numéricos, € efetuado um
tratamento variacional para a construcdo do modelo computacional, sendo desenvolvida uma
formulagdo discreta em diferencas finitas, para solu¢do numérica computacional do problema.
Sobre este modelo s@o construidas exemplos (aplicacdes), e efetuada anélise de convergéncia
da solugdo, viabilizando a anélise dos erros da solu¢do, tendo como base, a verificacdo de erros
gerados através do truncamento da expansao na série de Taylor, de convergéncia da solucao
numérica, andlise aplicada a equacdo de difusdo para propagacdo do conhecimento. Nesse sen-
tido, buscamos uma solu¢do numérica com andlise de erros, por meio de uma discretizagdo em
diferencas finitas, que reduz o problema continuo em um problema discreto com um nimero
finito de varidveis, podendo ser resolvido computacionalmente, para equagao diferencial de
Difusdo com acréscimo de novos termos gerando o modelo de difusdo de conhecimento de 4°

ordem.

Palavras-chave: Erros numéricos. Diferencas Finitas. Propagacdo de conhecimento.



ABSTRACT

Diffusion is a process common in nature, which occurs when a given system tends to its state of
equilibrium in a medium with non-convective dispersion, a concentration of mass, energy, or
other quantity initially concentrated on part of the physical domain of the system. It is possible to
simulate the diffusion process, particularly the process of knowledge propagation in a scientific
way by means of diffusion equation generalizations. This proposal considers, for this equation, a
transient mathematical model, one-dimensional space, not convective, generating knowledge, to
study the phenomenon considering the diffusion of 2nd and 4th orders. Employing techniques
and numerical methods, variational one treatment is carried out to build the computer model,
being developed a discrete finite difference formulation for computing numerical solution of
the problem. About this model examples are built (applications), and performed analysis of the
solution convergence, enabling the analysis of errors solution, based on the verification of errors
generated by truncation of the expansion in Taylor series, convergence of numerical solution ,
analysis applied to diffusion equation for propagation of knowledge. In that sense, we seek a
numerical solution with error analysis, by means of a discretization in finite differences, which
reduces ongoing problem in a discrete problem with a finite number of variables, which can
be solved computationally for Broadcast differential equation with an increase of new terms

generating the model of diffusion of knowledge 4th order.

Keywords: Numerical errors. Finite Difference. Spread of knowledge.
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1 INTRODUCAO

Na atual sociedade, conhecida como “sociedade da informag¢do ou do conhecimento”,
a informacdo € uma componente natural a tudo o que um meio ou cadeia cientifica produz,
e nesse processo de constru¢do do conhecimento é essencial a transformacao de informagao
em conhecimento. Essa transformacgdo ocorre quando um meio cientifico busca informagdes
em outros meios com um propodsito definido, na tentativa de encontrar algo que possibilite
ampliar o seu nivel de conhecimento, seleciona e processa a informacao, e neste processo muda

a capacidade de conferir sentido a experiéncia criando significados (FUJINO; HYODO, 2006).

Segundo o Dicionério Aurélio Ferreira (1993), conhecimento é o ato ou a atividade
de conhecer, realizado por meio da razao ou da experiéncia. Conhecimento impacta todas as
acoes da sociedade sendo responsdvel pela sobrevivéncia e desenvolvimento da raga humana.
O conhecimento € tanto causa quanto soluc¢ao para as mudancas do ser humano em um meio e
no desenvolvimento cientifico e tecnolégico. E transmitido por uma complexa rede aninhada,
relacionado com a geraciao de conhecimento humano. A andlise e solu¢des de como o conhe-
cimento € gerado e permeia uma cadeia de inovagdo ainda carece de pesquisa € investigagao,
principalmente no contexto de compreensao, geracao e difusdo de conhecimentos, e dos proces-
sos de transferéncia de conhecimento. O presente trabalho busca contribuir na compreensao do

fendmeno de propagacio e difusdo do conhecimento.

A palavra difusdo procede do verbo latino diffundere, que representa a disseminacao de
algo num ambiente ou num espaco. A difusd@o € um processo comum na natureza e ocorre quando
um determinado sistema tende ao seu estado de equilibrio em um meio com dispersao nao-
convectiva de uma concentra¢io de massa, energia, ou outra quantidade inicialmente concentrada
em parte do dominio fisico deste sistema. Esse processo pode ser entendido como o potencial
quimico de uma substancia igualando-se em todos os pontos do sistema com o passar do tempo,
ocorrendo em regides com potencial maior para regides com menor potencial. E possivel simular
o processo de difusdo e em particular o processo de propagacdo do conhecimento em um meio

cientifico por meio de generalizacdes da equagdo de difusao.

Criar e gerir conhecimento tem sido um dos grandes desafios dos tltimos tempos.
Entretanto, torna-se pertinente caracterizar o que se entende por conhecimento, expressao
amplamente utilizada, mas nem sempre sob o mesmo enfoque. Nesse contexto, os mais variados
pensadores tem dividido o conhecimento em quatro grandes grupos, os quais podemos citar

COmo:

e Conhecimento Empirico;

e Conhecimento Filoséfico;
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e Conhecimento Teolbgico;

e Conhecimento Cientifico.

O conhecimento Empirico é entendido como o conhecimento adquirido a partir de
observagdes, ou seja, o senso comum. O conhecimento Filos6fico € visto como o conhecimento
das interrogagdes, preocupa-se em questionar as relacdes dos individuos com o meio em que se
encontram inseridos. O conhecimento Teoldgico baseia-se na suposi¢cdo e aceitagdo de axiomas
da fé, procura-se provar a existéncia de Deus. Por sua vez, o conhecimento Cientifico é entendido
como o tipo de conhecimento que se embasa na investigacao e busca de respostas para problemas

reais.

Para Pereira (2006) a teoria da difusdo das inovacdes proporciona um quadro conceitual
de andlise do processo de transferéncia e difusdo do conhecimento cientifico e da inovagdo. Para
a autora o crescimento do conhecimento cientifico e da inovacdo na gestdao do conhecimento
estd amplamente relacionado com o processo de difusao, através do qual, os individuos e a
sociedade em seu conjunto, incorporam conceitos e técnicas inovadoras nos processos e praticas

estabelecidos.

No contexto de nosso trabalho estamos interessados no caso especifico de “Conhecimento
Cientifico”. Esse serd abordado por meio da anélise do processo de disseminag¢ao ou propagacgao
do mesmo em uma rede que aqui chamaremos de cadeia do conhecimento. Essa cadeia € vista
como um conjunto de pesquisadores organizados com o objetivo de construir e transferir novos

conhecimentos ou tecnologias acerca de temas especificos.

Segundo Nonaka e Takeuchi (1997) o estudo do conhecimento humano € tao antigo
quanto sua prépria historia. Os autores afirmam que esse estudo tem sido um dos temas centrais
da filosofia e epistemologia desde o periodo grego. Os autores ainda destacam pensadores como
Peter Drucker e Alvin Toffler como principais articuladores da importancia do conhecimento
como recurso e poder gerencial, enfatizando uma gama crescente de pesquisadores das diversas

areas buscando teorizar a administracdo do conhecimento.

Para muitos pensadores, como o filésofo Vygotski (1989) em seu artigo “Formacao
social da mente” o conhecimento ¢ resultante da interacdo social e cultural, em que o sujeito
é, sobretudo, social; logo, o conhecimento serd também um produto social. Essa relagcdo entre

homem e mundo se estabelece sendo mediada por sistemas simbdlicos entre o sujeito e 0 meio.

Ja para Piaget (1985), o “conhecimento ndo procede nem da experiéncia tnica dos
objetos nem de uma programacdo inata pré-formada no sujeito, mas de construcao sucessiva com
elaboragdes constantes de estruturas novas”. Numa perspectiva construtivista, essa abordagem

responde as questdes: “como se forma o conhecimento?” e “como evolui o conhecimento?”.

Nesse sentido, hd um crescimento alarmante na tentativa de se explicar o significado da

palavra conhecimento, sendo nas dltimas décadas considerado a unidade basica dos avangos
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sociais e tecnoldgicos. Nesse sentido, o conhecimento assume outra subdivisdo em dois grandes

grupos: Conhecimento Explicito e Conhecimento T4cito.

Os autores Nonaka e Takeuchi (1997) definem

e Conhecimento Explicito: tipo de conhecimento que pode ser articulado na linguagem

formal, tais como afirmacdes gramaticais e expressdes matematicas.

e Conhecimento Tacito: conhecimento de dificil articulacio na linguagem formal, baseado

em crengas pessoais, perspectivas e sistemas de valor.

Para os autores, esses dois tipos de conhecimentos sdo unidades estruturais basicas que
se complementam, com interagdes dindmicas entre si para produc¢ido do conhecimento em um
processo em forma de espiral. Nesse sentido, pressupde-se que € preciso codificar o conheci-
mento existente de modo a tornd-lo acessivel a quem precisa usufruir de novos conhecimentos.
Entretanto, tornar o conhecimento explicito em cddigo para que possa ser utilizado sem perder
suas propriedades tem sido umas das maiores dificuldades enfrentadas pelos mais variados

pesquisadores.

Podemos entender os processos de transferéncia e codificagao de conhecimento como
sendo a tarefa de relacionar os conhecimentos tacitos e explicitos de modo a converte-los entre
si. Entretanto, os autores Nonaka e Takeuchi (1997), quando desenvolvem a teoria de criagao
de conhecimento, afirmam que para a gestdo efetiva do conhecimento € necessdria a continua

conversao do conhecimento tacito em explicito, a qual € realizada por meio de quatro modos:

e Socializacdo — Consiste na troca de conhecimento, “frente a frente” entre os individuos.
Essa troca pode ocorrer por meio de conversas frequentes, observagdo, imitacdo, comparti-

lhamento de experiéncias entre outros.

e Externalizacdo — Consiste na externalizacdo do conhecimento do individuo, ou seja,
consiste no registro do conhecimento por meio de relatérios, modelos, textos, imagens,

entre outros.

e Combinagao — Consiste na combinacao dos conhecimentos explicitos do individuo com os

conhecimentos da sociedade na qual estdo inseridos.

e Internalizacdo — Consiste no aprendizado pessoal a partir de conhecimentos expostos.

No contexto atual, com o avango tecnolégico impondo mudancgas cada vez mais rapidas,
com a acelerac@o do processo de globalizacdo e os impactos econdmicos, politicos e sociais,
faz-se necessario a aquisi¢do de novas capacitacdes e conhecimentos de modo que os individuos
intensifiquem a capacidade de aprender e, consequentemente, transformarem tal aprendizado

em fator de aprimoramento frente a competitividade. Assim, com mudanc¢as muito rapidas e
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radicais, € de se esperar que apenas aqueles que estdo envolvidos na criacdo do conhecimento
dispdem de possibilidades reais de absorver e fazer uso desses novos recursos de uma era que se

diz globalizada.

Este avango desenfreado que viemos sofrendo ao longo de nossa histdria, as mudancas
tém nos deixado face a uma diversidade de fendmenos, levando o homem a superar obstdculos
com o intuito de ir além do desconhecido, construindo o seu conhecimento dentro de suas
proprias limitagdes. Nessa busca incessante de informacdes, ideias e abstragdes da realidade na
tentativa de analisar e interpretar-las em uma linguagem légica, somos conduzidos a aproximar
ou transformar problemas concretos do mundo real em modelos que os simulem de forma 6tima,

podendo resolvé-los e permitindo retirar, de suas solucdes, interpretacdes de forma clara.

Na linha de pensamento de Perotto e Vicari (2001) o conhecimento cientifico avanca
de tal forma que a modelagem do conhecimento ganha mais valor, na medida em que a ciéncia
€ vista como conhecimento estruturado, e técnicas de modelagem do conhecimento podem
ser instrumentos muito interessantes para a descricao do raciocinio ou das interagdes de um
cientista. Uma vez que um modelo estd devidamente formulado, numa linguagem formal, e que
essa linguagem € conhecida pela comunidade cientifica, tem-se uma ferramenta para o ensino e
aprendizagem. Esse processo de ensino a aprendizagem ¢ feito por transmissao ou transferéncias
do conhecimento adquirido para novos cientistas, sendo que esses novos cientistas precisam
compreender como se d4 o raciocinio dos velhos cientistas, que varidveis estdo envolvidas, que

respostas eles procuram, e interpretam o modelo proposto.

Nesse sentido, pretendemos apresentar uma solucao numérica com andlise de erros, por
meio de uma discretizagdo em diferencgas finitas, que reduz o problema continuo em um problema
discreto com um nimero finito de varidveis, podendo ser resolvido computacionalmente, para a
equacao diferencial de difusdo com acréscimo de novos termos gerando o modelo de difusao
de conhecimento: uma equacao diferencial de 4* ordem com termo de reteng¢do e com termo de
geracdo de conhecimento. O uso de métodos numéricos é hoje uma realidade para solucao de
problemas das mais variadas dreas das ciéncias. O avanco do uso de técnicas numéricas estd
atrelado a muitas vantagens, como: baixo custo, evolu¢do temporal do processo, resolucao de
problemas em geometrias complexas, resultados rapidos dentre outros. Entretanto, uma solu¢ao
numérica traz consigo algumas desvantagens, tais como: erros de truncamento e arrendonda-
mento, instabilidade, formalizacdo das condi¢des de contorno, e custo computacional. Entdo,
a atencdo neste trabalho € voltada a estudar o desempenho do MDF (Método de Diferencas
Finitas) na resolu¢do numérica do problema de difusdo de conhecimento, relacionando a teoria

construida com os resultados numéricos gerados por simulagdes.

A ideia bésica do método de diferencas finitas € substituir as derivadas presentes em
uma equacao diferencial por expressoes algébricas construidas a partir da série de Taylor. Para
obter uma solugdo via diferencas finitas de uma equacao diferencial, definida sobre um dominio

(2, é necessdrio discretizar o dominio, isto é, a solugdo numérica é obtida em pontos (z;, tj)
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do dominio considerando €2 unidimensional no espacgo, e a solu¢do evoluindo no tempo . A
escolha destes pontos ird definir o dominio discretizado, enquanto o conjunto dos pontos z;
ird definir a malha. Em particular, adotaremos uma malha retangular com espacamento h na
direcdo x, o passo de tempo At, pertinente a evolug¢do do problema, é determinado pela diferenca

At = t;41 — t;, para os j-ésimos instantes determinados.

No Capitulo 2 faremos um breve estudo sobre os alicerces de nossa teoria definindo uma
série de ferramentas da matemdtica para que possamos usd-las durante todo o trabalho. Nesse

mesmo capitulo enfatizamos algumas definicdes bésicas para constru¢cdo do MDF.

No contexto geral, o capitulo 3 trata do modelo matematico do problema, sua formulacio
em diferencas finitas especificamente para o método explicito e implicito de Crank-Nicolson
buscando suas solucdes numéricas e uma representacao matricial. No mesmo capitulo abrimos
uma secao para andlise de convergéncia e estabilidade para os métodos explicito e implicito

sendo aplicado o critério de Von Neumann para o método de Crank-Nicolson.

No capitulo 4 definimos alguns conceitos da andlise funcional, preocupados em avaliar
a magnitude do erro gerado no processo de constru¢do da solu¢do numérica, via método de
diferencas finitas (MDF), por uma avaliacdo andloga, usualmente aplicada ao método dos
elementos finitos (MEF), via Galerkin. Tal transposi¢do de avaliacdo via normas € possivel uma
vez que a formulagdo do MDF encontra correspondéncia na formulacdo via MEF por Galerkin,
resultando em sistema matricial andlogo. Buscaremos avaliar o erro de solu¢do numérica, por
meio da estimativa do erro empregando a norma |. ||, definida no espago L?, a menos do erro de
truncamento da aproximacao em diferencas finitas. A importante desigualdade de Poincaré e o

lema de Céa integram o capitulo, como ferrramenta para garantir a consisténcia do problema.

O capitulo 5 foi destinado a compdr as discussoes e resultados numéricos. Tais resultados
sdo extraidos por meio de simulacdes a partir de um cddigo desenvolvido na linguagem Matlab,
utilizando a condicdo de Dirichlet, aplicada ao modelo de transferéncia de conhecimento, para se
obter informagdes acerca do processo de transmissdo de conhecimento em uma cadeia cientifica,
e sobre a evolugdo dessa cadeia. Isso implica que estamos supondo uma cadeia controlada por
fatores internos, mantendo-se o indice de produtividade ou criatividade constantes em suas
fronteiras, o que significa estarmos tratando com uma cadeia fechada, em que o conhecimento
busca ser retido na prépria cadeia, sem interacdo com grupos de pesquisa externos a cadeia

considerada.

O capitulo 6 € composto das conclusdes e consideracdes de sugestdes para trabalhos

futuros.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo faremos um compéndio de alguns conceitos matemaéticos e da andlise
numérica que serdo utilizados no transcorrer deste trabalho. A teoria a seguir é extremamente
importante, pois estd por tras de resultados e teoremas que formarao o corpo do trabalho. Alguns

resultados aqui apresentados ndo serdo demonstrados por ndo serem o objetivo de nosso trabalho.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Virios problemas das diversas dreas da Ciéncia podem ser formulados em termos de
equacoes diferenciais parciais, como a determinacao da velocidade e pressdo de um fluido,

temperatura na previsao do tempo, problemas associados a difusdo dentre outras.

Uma equagdo a derivadas parciais ou equagdo diferencial parcial (EDP) € uma equagdo
envolvendo duas ou mais varidveis independentes x,y, z,t, - - - e derivadas parciais de uma

fun¢do (varidvel dependente) u = u(x,y, z,t, - - - ). Isso significa que uma EDP em n varidveis

independentes 1, - - - , x,, € uma equacao da forma:
ou ou  0*u 0*u oku
F(xy, - a1, e : e e -0 2.1
(1, T, 0x; ox,, 0112 0x10z,, Gxnk) @)
onde x = (x1, -+ ,x,) € €, 2 é um subconjunto aberto do R", F' é uma fun¢do dada e u = u(x)

¢ a funcdo a se determinar (IORIO, 2007).

A classificacdo de EDP’s, segundo a ordem e linearidade, é semelhante a classificagao de
EDOQO'’s. A ordem de uma EDP € dada pela derivada parcial de maior ordem da equacao. Uma
EDP serd linear se € de primeiro grau em u e em todas suas derivadas parciais, caso contrdrio é

dita ndo linear.

As EDP’s sdo ainda classificadas em trés grupos distintos: Equacdes Parabdlicas, Equa-
coes Elipticas e Equacdes Hiperbdlicas. Na drea de aplicacdes, as Equacdes Elipticas sio
utilizadas para modelar problemas de equilibrio, as Equacdes Parabdlicas problemas de difusao
e as Equagdes Hiperbolicas problemas de convec¢do (FRANCO, 2006). Essa classificagdao tem

sua importancia na andlise tedrica, na descri¢do de métodos numéricos e nas aplicacoes.

Através das equagdes diferenciais € possivel prever o comportamento futuro de problemas
fisicos importantes, com base na variacao de seus valores presentes. Assim as EDP’s aplicam-se
a problemas que envolvem e dependem de muitas varidveis, isto €, o modelo do problema fisico
envolve as derivadas de cada uma destas varidveis. Estes tipos de equacdes sdo em geral mais

complexas que as equagdes diferenciais ordindrias, porém, para ambas, raramente € possivel obter
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solugdes exatas. Desta forma, faz-se necessdrio, para obter uma solucao o uso de discretizagoes,

ou seja, uma representacao discreta (finita) do problema.

2.1.1 EDP’s Parabdlicas

A classificacdo de EDP’s pode ser vista como uma analogia a classifica¢do das conicas,
que por sua vez estd relacionada as curvas caracteristicas. Essas, sdo linhas que revelam e
propagam diversas informagdes ao longo do dominio 2. Quando essas curvas sdo pardbolas
temos uma equacao diferencial parabdlica. Um exemplo clédssico desse tipo de equacao, € a

equacdo de difusdo transiente

ou 0%u

Esta equacdo, em geral, € utilizada para representar uma difusdo de massa, condugdo
do calor, e em nosso caso especifico, a difusdo de conhecimento. As propriedades fisicas da

equacao 2.2 sdo determinadas pelo desenvolvimento da anélise de suas curvas caracteristicas,

que podem ser construidas através da equagao

a 0 0
dr dt 0 |=0 (2.3)
0 dzxz dt

adt? =0 = dt = +0 = t = constante.

Sendo que as velocidades de propagacdo de informagdes ao longo dessas curvas dadas

por

dx

Cza.

(2.4)

De modo que as informagdes se propagam a uma velocidade infinita ao longo das
linhas de tempo constante. Consequentemente, o fendmeno fisico a ser estudado no ponto (z,t),
dependerd de si em todos os pontos do dominio nos tempos anterior e atual. Isso significa que a
partir dos valores considerados inicialmente das grandezas que envolvem o problema no tempo
inicial ¢y, € possivel calcular pela solu¢do numérica da EDP, mesmo quando ndo se conhece
sua solucdo analitica, utilizando-se valores sucessivos em intervalos de tempo At até um tempo
final ¢; pré-determinado. Para que se tenha uma evolu¢@o temporal representativa do problema
estudado € necessario que se atribua condi¢des iniciais compativeis com o problema. Diante

disso, discutiremos abaixo alguns pontos relevantes sobre tais tépicos.
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2.1.2 Condicdes de Contorno e Iniciais

A principal diferenca entre EDO’s e EDP’s € a informacio necessaria, suplementar para a
unicidade de sua solu¢do. Em EDO’s lineares sua solucio aparece com constantes arbitrdrias, de
modo que possam ser determinadas impondo condicdes iniciais. Isso € feito fixando os valores
da solucido e de suas derivadas até certa ordem em um determinado ponto. No caso de intervalos
finitos, a unicidade da solu¢do poderd ser obtida impondo condi¢des nos extremos dos intervalos,

chamadas condicdes de contorno.

No caso de EDP’s o espago das varidveis independentes € multidimensional. Como
procuramos solugdes definidas em um aberto 2 C R"”, é natural substituir os extremos do
intervalo (caso n = 1) pelo bordo 0f2 da regido 2. Quando impomos condi¢des sobre o valor
da soluc¢do, e de suas derivadas, no bordo da regido temos um problema de valores de contorno.
Condicdes de contorno aparecem naturalmente na descri¢do de fendmenos fisicos estacionarios

(independente do tempo), na maioria das vezes encontramos condi¢des do tipo:

au(x) + B%(x) = f(z), x €N (2.5)

0 .
onde o e (3 s@o constantes dadas, f € uma funcdo dada em 0f) e 8—u(t) ¢ a derivada de u na
n
dire¢do normal a 0€2. No caso em que 3 = 0, a condi¢@o 2.5 € conhecida condi¢do de Dirichlet,

no caso em « = (), temos uma condi¢ao de Neumann (I()RIO, 2007).

Como no caso de EDP’s temos mais de uma varidvel dependente, por exemplo z e ¢,
€ natural fixar uma das varidveis, por exemplo ¢ = 0, e impor o valor da solucdo e de suas
derivadas parciais em relacdo a varidvel fixa como fungao das outras varidveis. Por exemplo

u(x,0) = f(z) e uy(x,0) = g(x), para f e g fungdes dadas.

Em problemas fisicos dependentes do tempo , como é o caso de fendmenos de difusdo e
fendmenos oscilatdrios, € muitas vezes conveniente separar a varidvel temporal ¢ das varidveis
espaciais x, y, z. O que ocorre muitas vezes € que os valores da solucio e de suas derivadas
em relac@o ao tempo até a ordem k& — 1 sdo descritos no instante ¢ = 0 como fun¢do de x, y, 2,
estabelecendo uma condig¢do inicial, a0 mesmo tempo que sao impostas condi¢des de contorno,
para todo ¢t > 0 em relacdo as varidveis espaciais. Esses problemas sdo chamados de problemas
mistos (IORIO, 2007).

Exemplo 2.1. Seja Q) C R3 um aberto limitado () é interior de um sélido Q). Denotando do

X = (2,9, 2) os pontos de R? e por A o laplaciano em R3. Entdo o problema

u = o*Au em Q x (0,400) (2.6)
u(X,t) = 0, X€00, t>0 (2.7)
u(X,0) = f(X), Xe€Q (2.8)
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¢ um problema misto em que a condi¢do u(X,t) = 0 para X € 0Q2 et > 0 é uma condi¢do
de contorno, enquanto que a condicdo u(X,0) = f(X) para X € Q é uma condigio inicial. A
funcdo f é dada, o é uma constante positiva e procuramos uma solugio u € C'(Q x [0, +00)) N
C?(Q2 x (0,400)), logo f tem que estar em C'(Q2) (IORIO, 2007).

2.1.3 A Equagdo do Calor

Aqui, daremos énfase a um problema relativo a distribui¢do de temperatura em uma
barra. Esse problema que € denominado problema de valor de contorno, € descrito por uma
equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem. Nosso enfoque que serd abordado na se¢éo
2.2.3, tem por objetivo determinar solu¢des de EDP’s substituindo suas derivadas parciais por
expressoes algébricas, obtidas por aproximacdes da série de Taylor. Por simplicidade iremos
abordar o problema na forma unidimensional e transiente. Para tanto, tomaremos como exemplo
a distribui¢do de temperatura em uma barra de metal de comprimento L, cujas extremidades sdo
mantidas a temperaturas conhecidas e termicamente isoladas ao longo do comprimento, como na

figura 2.1.

1 1

| J

"y
I
’

i

+

Figura 2.1 — Conducdo do calor numa barra de metal

Considerando um elemento diferencial dx no comprimento da barra de secdo A, e
tomando u para representar a temperatura em qualquer ponto da barra, sendo o calor transmitido
no sentido da esquerda para direita sobre a influéncia do gradiente de temperatura % Tomando-
se o0 balanco do fluxo de calor na entrada 2.9 e na saida 2.10 do elemento diferencial, com K

representando a condutividade térmica do material, temos:

—KA@, parax = 0, (2.9)
Ox
Oou 0 [Ou
—KA <% + 7 (%> dm) , parax = L. (2.10)

A diferenca entre a entrada e saida do fluxo de calor do elemento diferencial nos da a
taxa de calor absorvida pelo elemento e é equivalente a varia¢do de calor, u(z, t), no tempo. Tal
fendmeno podemos representar por:

ou ou 0 [Ou ou
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Onde as constantes ¢, p e t representam a capacidade térmica, a massa especifica e o

tempo, respectivamente. Simplificando a equagdo 2.11 obtemos:

0%u ou

— =cp—. 2.12
0r2 ~ Vot (12
A equacdo 2.12 € um modelo matemaético para regimes nao permanentes. Esse modelo
foi idealizado para fluxo de calor. Entretanto, pode ser utilizado para representar difusdo de
material, fluxo de fluidos em regime laminar, fluxo ou compartilhamento de conhecimento que €

o foco de nosso trabalho, dentre outros.

Como K ¢é constante a equacao 2.12 pode ser reescrita como:

2
&%%:%% (2.13)

K . . .
com o> = —, que é uma constante que representa a condutividade térmica do material sendo
c

um parametro tabelado que depende do material da barra. As condi¢des de contorno para esse

€aso sao:

U(O7 t) = Uy, U(L, t) = Us. (214)

Para u; e Uy, valores conhecidos prescritos. Como a distribui¢cao de temperatura ao longo da

barra depende da temperatura no instante inicial (¢, = 0), temos a seguinte condi¢do inicial:

u(z,0) = f(x), (2.15)

e uma condi¢@o de compatibilidade dada por:
u(0,0) = f(0) = 0 = f(L). (2.16)

A equacgdo 2.13 pode ser resolvida pelo método de separagdo de varidveis. Entretanto,
nosso objetivo que serd discutido na secdo 2.2.3 € aplicar a substitui¢ao de suas derivadas parciais

por diferencas finitas.

2.2 METODOS NUMERICOS

Na maioria das vezes, problemas que envolvem equacdes diferenciais mais complexas
necessitam de uma variedade de ferramentas para sua resolucao. Além das solugdes analiticas,
quando existirem, métodos de aproximacdo numérica podem ser empregados para estimar
solucdes de EDPs. Dentre os diversos métodos podemos citar o método de diferencgas finitas,

elementos finitos, elementos de contorno e volumes finitos.
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O aparecimento do Célculo e a criac@o dos logaritmos, no século XVII, vieram dar um
grande impulso ao desenvolvimento de procedimentos numéricos. Os novos modelos matema-
ticos propostos nao podiam ser resolvidos de forma explicita e assim tornava-se imperioso o
desenvolvimento de métodos numéricos para obter solu¢des aproximadas. O préprio Newton
criou vdarios métodos numéricos para a resolucdo de muitos problemas, métodos esses que
possuem, hoje, o seu nome. Tal como Newton!, muitos vultos da matematica dos séculos XVIII
e XIX trabalharam na construcdo de métodos numéricos. Dentre eles podemos destacar Leo-
nhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1875) (ARAUJO, 2012).

De um modo geral, um método numérico € entendido como um conjunto de regras
organizadas por uma sequéncia de operacdes elementares que conduzem a uma solugdo do
problema. Com a era da informatizagao, e a popularizagcao crescente dos computadores de alta
capacidade de processamento, diversas atividades, dos mais variados ramos das Ciéncias, t€ém
recorrido de forma cada vez mais intensa aos métodos e técnicas computacionais para resolu¢ao
de problemas reais, para os quais solu¢des exatas sdo quase que impossiveis, ou demandam

elevado tempo de execucao.

Para se utilizar as técnicas dos métodos numéricos em um problema fisico, em geral
faz-se necessdrio modelar a fisica do mesmo. Essa modelagem consiste em determinar quais
as grandezas fisicas atuantes sobre o problema, e como elas o afetam. Considerando as leis
de conservacao, de massa, energia € momento adequadas ao fendmeno, elabora-se 0 modelo
que serd expresso por equacdes ou um conjunto de equacgdes que relacionam suas grandezas
relevantes para um continuo espaco de tempo. Seguindo essa linha de pensamento Alves (2007)
define:

Um sistema de equagdes diferenciais constitui um modelo continuo, que possui infinitos graus de li-
berdade, uma vez que as varidveis se distribuem continuamente em todo o dominio do problema. Com
excecdo de alguns casos mais simples, em geral ndo € possivel encontrar solucdes analiticas para o
problema. Recorre-se, entdo, aos modelos discretos (ou numéricos), obtidos dos modelos continuos
através de hipéteses simplificadoras: As varidveis que constituem infinitos graus de liberdade, sdo ex-
pressos em termos de um niimero finito de graus de liberdade. Esses graus de liberdade sdo incégnitas
dos modelos discretos dos sistemas equivalentes e sdo determinados a partir da solu¢do de um sistema
de equacdes algébricas.

Para tratar o modelo computacionalmente, € necessdario expressar de forma adequada as
equacdes e a regido (dominio) em que elas sdo validas. Como ndo € possivel se obter solugdes
numéricas sobre uma regido continua devido aos seus infinitos pontos, inicialmente o dominio é
discretizado®. Sobre o dominio discretizado é que as solu¢des serdo obtidas. A esse conjunto
discretizado denomina-se de malha de pontos e/ou elementos®. (FORTUNA, 2000)

O processo de modelagem de um problema real pode ser esquematizado por meio de um

!0 método desenvolvido por ele intitulado Método de Newton é considerado por muitos autores o melhor
método para encontrar aproximagdes de raizes (ou zeros) de uma determinada fungao real.

’Dividir ou particionar o dominio em partes/pontos com menor complexidade, que em seu conjunto representam
o dominio continuo.

3Representacio do espago fisico utilizado na solu¢do numérica.
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ﬂuxograma CoOmo segue:

Problema real

—
Modelo Método Modelo Al
s Analise d
@ Matematico Numeérico Computacional RZ:thng

e

Levantamento

dos dados
—

Figura 2.2 — Fluxograma do processo de modelagem matemaética

Aplicados ao modelo de difusdo de conhecimento, equacio 3.2, um modelo matematico
transiente unidimensional, com uso de uma discretizacdo uniforme, isto é, de uma malha de nds
igualmente espagados, sdo obtidas solucdes aproximadas. Estas embutem erros de truncamento e
de aproximacdo devido as interpolagcdes polinomiais de aproximacao, os quais sao admitidos,
porém exigem uma andlise de sua magnitude para estimar a qualidade da solucdo numérica.
Quanto a essa solucdo, necessdria a compreensao de problemas complexos, € necessario estimar
erros numéricos, isto €, aqueles que surgem da implementacao do conjunto de métodos numéricos
escolhidos para solucdo do problema, e que, se ndo reduzidos ou controlados, podem levar a

solugdes espurias (indesejadas e ndo reais).

Para o presente trabalho foi adotado um estimador ou limitante para a expansao (e
propagacdo) destes erros, na forma de uma norma L?, com o objetivo de analisar a convergén-
cia da solu¢do numérica para a exata (ainda que desconhecida), no estudo da propagacao de

conhecimento no decorrer do tempo.

2.2.1 Erros absolutos e relativos

A solucdo numérica de um problema € feita pela substitui¢do de um problema complexo
por um mais simples que possua a mesma solu¢ao que o original, ou uma solu¢do que tenha
relacdo com a do problema original. Diante disso, as solu¢des numéricas sdo aproximagdes
da solugdo original, de modo que deve-se levar em consideragdo precisdes devido ao fato de
incertezas nos dados iniciais, bem como pertuba¢des no processo de resolu¢do. Para melhorar a
precisao da solu¢do numérica devemos analisar essas pertubagdes buscando mecanismos que

nos permitam determinar limites superiores para os erros obtidos no processo final de calculo.

Definicao 2.2. (Erro) Seja x € R" um vetor (cujas componentes podem ser desconhecidas) e
T € R™ um vetor cujas componentes sdo aproximagoées para as componentes correspondentes

de x. Chama-se erro de T (como aproximagdo a x), e representa-se por e(T), a quantidade

e(T) =z —T. (2.17)

Na maioria das vezes o erro € utilizado como uma norma. Sendo uma norma definida

COmo segue:
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Definicao 2.3. (Norma) Seja V' um espago vetorial (real ou complexo). A aplicagdo ||-|| : V —
R* U {0} que verifica

1. VeeV, |jz|]| =0 2 =0,
2. Vx eV, AeR(ouC), ||Az|| = |Al||z]],

3. Ve, y e Voo o +yll < flzfl + [yl

é designado por norma.

Existem varias fungdes que verificam as trés propriedades de normas vetoriais, entre
elas pode-se citar a norma um (ou da soma), a norma euclidiana e a norma do mdximo que sao

definidas por:

n

o llzlli =) i,

i=1

n
o llzllo = [> lzl*
i=1

o lfzllo = max [

) )

Dado um vetor z € R" , ||z|l1 > [|z|l2 > ||#||c. Também é possivel provar que
lz|l1 < Vnllzllz, [|z]]2 < Vnllxllses 12|l < V/1l|7]|s- Entdo, para um dado n, as diferentes
normas diferem numa constante multiplicativa e, como tal, sdo equivalentes, isto €, se uma delas
se torna pequena, todas as outras serdo proporcionalmente pequenas (ARAUJO, 2012). Dizemos

que o par (V, -) forma um espaco vetorial normado.

Definicao 2.4. (Erro absoluto) Seja x € R" um vetor (cujas componentes podem ser des-
conhecidas) e T € R" um vetor cujas componentes sdo aproximagobes para as componentes

correspondentes de x. Chama-se erro absoluto de T (associado a x) a quantidade ||e(T)||.

Definicdo 2.5. Dada uma sequéncia de elementos {v,}>>, C V, diremos que essa é uma

sequéncia de Cauchy se Ve > 0, existe kg € N, tal que Yn,m > kg

|vm — vn|| < e

Dizemos que uma sequéncia {v, }2°, C V tem limite v € V' com rela¢do a norma ||-|| se

lim ||v, —v| =0.
n—o0
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Definicao 2.6. (Erro relativo) Seja x € R" um vetor (cujas componentes podem ser desco-
nhecidas) e T € R"™ um vetor cujas componentes sdo aproximagdes para as componentes

correspondentes de x. Chama-se erro relativo T, e representa-se por r(T) a quantidade

r(z) = L@l lle@)I| (2.18)

JEZi

Como nessa defini¢do o valor de x ndo € conhecido € comum considerar a aproximagao

lle@)||
r(T) = (2.19)
1zl
observando que [[e(Z)|| — |[Z|| = [l —Z|| = |[Z|| < [[«][ + |[Z|] — |[Z||. Assim, [|z[|
lle(Z)|| — ||Z||- Logo, podemos considerar o seguinte majorante para o erro relativo:
_ lle(@)]]
r(T) < —— — (2.20)
[11Z[] = Tle@)II]

O erro relativo geralmente nos da uma melhor precisdo que o erro absoluto, visto que leva em
consideracdo o tamanho do valor que estd sendo aproximado. O erro que é produzido quando
uma calculadora ou um computador € usado para realizar calculos com nimeros reais € chamado
erro de arredondamento (BURDEN et al., 2011).

Definicao 2.7. Seja * € R uma aproximacdo para x € R. Diz-se que T tem k casas decimais

corretas se, e somente se ||e(Z)|| < 0,5 x 107%,

Definicao 2.8. Seja * € R uma aproximacdo para x € R. Diz-se que T tem k algarismos

significativos corretos se, e somente se r(T) <5 x 107",

Os erros de truncamento ou de discretizagdo sdo, por defini¢do, os erros que surgem
quando se passa de um processo infinito para um processo finito ou quando se substitui um
processo continuo por um discreto. Diante disso, enunciamos o conhecido Teorema do Valor
Médio, estabelecido por Joseph Louis Lagrange (1736-1813) *.

Teorema 2.9. (Valor Médio de Lagrange) Seja [ uma funcdo continua em [a, b| e diferencidvel
no aberto (a,b) entdo existe pelo menos um ¢ € (a,b) tal que

fb) = fla)

— 2.21)

f'le) =
Este teorema justifica a pratica de substituir o cdlculo da derivada de uma funcio f
definida em um intervalo [a, b] pela diferenca dividida

f() = f(a)

flab) = ==— (2.22)

4Matemitico italiano que aos dezesseis anos tornou-se professor de matemdtica na Escola Real de Artilharia de
Turim. Desde o comego foi um analista, nunca um gedmetra, o que pode ser observado em Méchanique Analytique
(Mecanica Analitica), sua obra prima, projetada aos 19 anos, mas sé publicada em Paris em 1788 aos cinquenta e
dois anos.
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isso significa que dado um h = b — a > 0, suficientemente pequeno a derivada de uma fungao f

pode ser aproximada, figura 2.3, por

f(z) m ————. (2.23)

-

Ala, fla))

|
|
|
|
— |
| |
| |
| |
| |

B(b, f(b))

0 a 5 b X 0| a Cy Cs b X

Figura 2.3 — Teorema do Valor Médio de Lagrange

Onde o erro cometido nessa aproximag¢ao € um erro de truncamento dado por:
f(b) = f(a) + hf'(a) + O(h). (2.24)

Esse tipo de erro é comum na chamada aproximacao de Taylor que definiremos a seguir.

2.2.2 O Polinémio de Taylor

Seja f uma fung¢do definida no intervalo [a, b]. Para todo = € [a, b] e dado € > 0, como
se determinar uma fungdo g também definida em [a, b] tal que | f(z) — g(x)| < e. Para garantir a

existéncia dessa fun¢ao iremos enunciar o teorema de Wilhelm Theodor Weierstrass.

Teorema 2.10. (Weierstrass) Seja [ uma fungdo continua definida no intervalo |a,b|. Entdo
para cada € > 0 existe o polindémio p definido em [a, b] tal que
max |f(x) — p(x)] <e. (2.25)
z€la,b]
Este resultado garante que dada uma func¢ao continua f podemos determinar um polind-
mio p que estd tdo préximo de f quanto se queira, ou seja, uma aproximagado para f. Ja que
existe esse polindmio, o método de construc¢ao de tal polindmio é enunciado no teorema que

segue.

Teorema 2.11. (Taylor) Seja f uma funcdo que admite derivadas continuas até a ordem n em

a, b), isto é, f € C™([a,b]). Se existe "+ em (a,b), entdo para todo x,xq € [a,b] temos

f(z) = Py(;x0) + Ry(x; xo), (2.26)
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onde
noock
P,(x;x0) = / ('x()) (z — x0)", (2.27)
— k!
e
(n+1)
R, (z;x0) = ]ZnTl(;)(x — gl;o)njtl7 € € (x,xo). (2.28)

A equacdo 2.26 é chamada férmula de Taylor sendo P, (x; x) o polindmio de Taylor em
torno do ponto zy e R, (; xg) o resto de ordem n ou de grau n + 1. No caso em que zo = 0 a

equagdo 2.26 é chamada férmula de Maclaurin.

Escolhendo valores de x, z tais que

lim Ry (z;20) =0, (2.29)

n—oo
para n suficientemente grande a fun¢do podera ser aproximada pelo polindmio de Taylor. A esco-
lha para os valores de z, xy deve ser feita de modo que pertengam ao intervalo de convergéncia

da série

otk
3 / ]SCO) (z — zo)*, (2.30)
k=0 ’

chamada de série de Taylor (ARAUJO, 2012).

No contexto de nosso trabalho estaremos interessados em determinar o menor valor 7 tal

que

max) |Ry, (x5 20)] <, (2.31)

¢e(z,zo

sendo 7 uma tolerancia previamente fixada. De modo que obtemos a aproximagao

f(x) = Py(x; x0), (2.32)

em que o erro ndo excede 7. Sendo ainda o valor de R, (z; x¢) um erro absoluto

R, (z;x0) = | f(x) — Pu(x;z0)], (2.33)

gerado por truncamento.
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2.2.3 Diferencas Finitas

Para se resolver uma EDP em uma regido R, implica em se obter os valores da varidvel
dependente em cada ponto de R. Sua solu¢cdo numérica € obtida por operacdes aritméticas, sendo
essas operacdes fruto de expressoes algébricas da discretizacdo da EDP. Essa discretizacdo gera
uma malha de pontos especificos de R. As expressoes algébricas representativas sobre a malha
sdo aproximagdes que denominamos Equacdes de Diferencas Finitas (EDF). A EDF ¢ escrita

para cada ponto da malha, que quando resolvidas nos conduz a solu¢do aproximada do problema.

O método numérico das diferencas finitas € usado como uma abordagem alternativa para
obter a aproximacao da solu¢do de uma equacgdo diferencial parcial. A ideia basica desse método
¢ transformar a resolucdo de uma equacao diferencial em um sistema de equagdes algébricas,
substituindo as derivadas por diferencas (MELO, 2011).

O método numérico das diferencas finitas € facilmente executado em computadores.
Ele consiste na discretizacdo do dominio e na substituicao das derivadas presentes na equacao
diferencial por aproximacdes utilizando apenas os valores numéricos da func¢ao. A ferramenta

basica no célculo das aproximagdes das derivadas é a férmula de Taylor (FRANCO, 2006).

Uma aproximagdo em diferenca finitas pode ser vista de modo andlogo ao processo de se
determinar a derivada de uma funcao continua. Recordamos que a definicao de derivada de uma

funcdo f € feita por meio do limite de um quociente tal que

df . fleth) - fz)
R @3

tomando-se dois valores para f separados por uma distancia h, a expressao 2.34 desprezado o
limite representa uma aproximacao algébrica para a primeira derivada de f. As aproximacdes
de diferencas substituem o operador diferencial continuo % por uma aproximacdo discreta,
calculada a partir dos valores de f em um nimero finito de pontos. Essas aproximagdes podem
ser obtidas de diversas formas, as mais comuns sdo as expansao em série de Taylor e interpolagdo
polinomial. A seguir apresentaremos o método da expansao em série de Taylor para se obter

expressOes para as primeiras e segundas derivadas de uma fungio f.

Supondo que f seja continua em um intervalo [a, b] e que possua todas as derivadas con-
tinuas até a ordem n , da equacdo 2.30, teorema 2.11, Vz € [a, b] vemos que o desenvolvimento

de uma funcdo f em série de Taylor pode ser escrita como:

2 3 n
Floth) = F(@)+ F@ht @)+ ) ot fO N, €€ (nath), (239)
h? h3 h"

fx=h) = f(x)=f'(@)h+ [ (x) = = f"(2) =

. F DO E € (ah). (236)
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Se h € pequeno, podemos ignorar os termos de ordem superiores, pois esses valores sdo
despreziveis em relac@o a seus antecessores. Em particular, quando ignoramos todos os termos
que envolvem h? ou poténcias superiores de h, as equacdes 2.35 e 2.36, nos ddo as seguintes

aproximagdes para a derivada primeira f'(z):

f(x) ~ flot h; — /(@) , (2.37)
f(z) ~ f(w) - i(x - h>, (2.38)

Se subtraimos a equagdo 2.35 da 2.36 obtemos a aproximacao:

f'(2) ~ f(“h)z_hf(x_h). (2.39)

De modo analogo, se ignoramos os termos que envolvem h3 ou poténcias superiores de

h, entdo, somando a equagdo 2.35 e 2.36, obtemos uma aproximagao da derivada segunda f”(z):

oy = SN2 S 0.40)

Os membros a direita das equacdes 2.37, 2.38 , 2.39 e 2.40 sdo chamados quocientes de

diferencgas. As expressoes

o flz+h)—f(x),

o f(x) = flx—h),

o flx+h)—flz—h),

o flz+h)—=2f(z)+ f(z—h),

sdo chamadas diferencas finitas. Especificamente, f(z+h)— f(x) é chamada diferenca avangada,
f(z) — f(x—h) é uma diferenga retrégradae f(z+h)— f(z—h)e f(x+h)—2f(x)+ f(x—h)
sao ambas chamadas diferencgas centrais (ZILL; CULLEN, 2001).

Como exemplo, aplicaremos os métodos de diferengas finitas na resolugdo da equacao
2.12. Para tanto, tomaremos como base uma malha de discretiza¢do para a barra representada na

figura 2.1, como segue:

Na figura 2.4 dividimos os intervalos [0, L] e intervalo [0, 7] em m e n partes iguais,
respectivamente, com m e n. € Z . Assim, obtemos uma regido retangular com linhas verticais
e horizontais através de pontos com coordenadas (z;,t;) de modo que: x; = ih e t; = jk, para
1=0,1,--- ,mej=0,1,--- ,n,sendo h = % ek = % onde k representa o tamanho de passo

no tempo e h o tamanho de passo no comprimento da barra. As linhas x = z; e t = t; s@o
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ilj [ij [|i*Lj

0,0 m |_F
Figura 2.4 — Malha de discretizag¢do da barra
chamadas linhas da grade e suas intersec¢des sdo os pontos malhas da grade. Para cada ponto

malha do interior da grade usaremos a série de Taylor na varidvel = sobre x; para gerar a férmula

de diferenca central:

0?*u (i1, ty) = 2u(w, ty) +u(wioa,ty)  h* 0w

_81‘2 (ZEi,tj> = h2 12 81’4 (Ei,tj)7 (241)
onde ¢; € (r;_1,x;11). E a série de Taylor em ¢ sobre ¢; para obter a formula de diferenca
J
avancada:
ou u(wg, ti) —u(zit;)  ko%u
—(x;,t;) = ) SRCRANE . i), 2.42
at ('T7 ]) k 2 8t2 (33 77]) ( )

onde 7; € (t;,111)

Entdo para a equacgdo diferencial 2.12 implica que para todo ponto interior da grade

zi,tj)comt=1,2,--- m—1ej=1,2,--- ,n teremos:
J
ou 0%
a(l’i,t]‘) - 062@(1‘1',%') = 0. (243)

Logo o método de diferengas finitas aplicado na equacao 2.43 nos leva a:

Wijp1 — Wij o Wip1j — 2Wij + Wiy
—— — 5
k h
onde w; ; é uma aproximagao para u(z;, t;). Nesse caso temos cometido um erro de truncamento

=0, (2.44)

local que € dado por:

k 0%u ,h? 9t
Tij = 5@(%7%) -« E@(Qﬁj)- (2.45)
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Isolando o termo de w; ;1 na equagdo 2.44 obtemos:

wijr1 = (1 =2 )wi; + Mwit1,; + wio15), (2.46)
2
paracada: = 1,2,--- - m—1lej = 1,2,--- ,ncom \ = T Com essas notagdes, a

equacdo 2.46 pode ser aplicada em todos nds internos da malha, como apresentada na figura 2.4.

Aplicando a condigéo inicial u(z,0) = f(x) para0 < z < L, implica que w;o = f(z;) para

1=20,1,--- ,m, o que pode ser utilizado na equagdo 2.46 para se determinar todos valores da
forma w; ; paracada ¢ = 1,2,--- ,m — 1. As condi¢des adicionais u(0,¢) = 0 e u(L,t) =0
implicam que wy; = w,,; = 0, dessa forma todas os elementos do tipo w;; podem ser

determinados. De modo andlogo, com todas as aproximagdes w; ; conhecidas, todos o elementos
Wi 2, W3, ,W;, podem ser determinados. Assim, o problema se resume a resolver um sistema
com m — 1 equagdes e m — 1 varidveis o que pode ser associado a uma matriz (m — 1) x (m—1)

sob a forma tridiagonal, como segue:

(1—2)) by 0 ceenns
A (1—=2X\) A -eeen-
C= 0 : (2.47)

0 e 0 A (1-2)\)

E interessante observar que dependendo dos valores de h e k a equagio 2.46 serd afetada.
Por exemplo, se escolhermos \ = % o primeiro termo do lado direito se anula, o que implica o

célculo de w; ;4 ser determinado pela média aritmética dos valores w; 1, w;—1 ;.

Por outro lado se fizermos

wo = (f(x1), f(x2), s f(@m-1))’ (2.48)
e
wj = (wl,jaw2,j> e 7wm—1,j)t (2.49)
paracadaj = 1,2,--- ,n, entdo a solu¢do aproximada é dada por w; = Cw;_; paracada j =
1,2,---,n de modo que cada w; pode ser determinado a partir de w;_; por uma multiplica¢do

de matriz. Este método é conhecido como método de diferencas progressivas ou avancadas. Se a
solug@o da equacao diferencial tiver quatro derivadas parciais continuas em x e duas ¢, entdo a

equagio 2.45 implica que o método € de ordem O(k) + O(h?).

Para a solu¢do aproximada da equacgdo 2.12 por meio do método de diferencas finitas
progressivas, equacado 2.46, adotaremos um algoritmo retirado da literatura (BURDEN et al.,

2011), que serd util para implementacdo de um programa em Matlab (apéndice A) para se
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determinar a solu¢do numérica da equagdo 2.12. Para fixar as idéias aqui expostas, vamos tomar

o seguinte exemplo

Exemplo 2.12. Considere uma placa de aco com 2cm de espessura com largura e comprimento

indefinidos, como na figura 2.5.

=0 T=0C

I.,IJ:}Z

x=2 T=0C

Figura 2.5 — Placa retangular mantida temperatura nas extremidades 0°C

O problema consiste em verificar a distribui¢do de temperatura ao longo da barra. Como o
comprimento e largura da barra sdo indefinidos para considerarmos o problema 1D, desprezamos
o fluxo térmico na dire¢do y e z de modo que podemos utilizar a equagdo 2.13. Assim, tomando
os dados fisicos para o ago: K = 0,13cal/s.cm.°C,c = 0,11cal/g.°C e p = 7,8g/cm?,
considerando a distribuicdo inicial de temperatura em fun¢do da distancia da extremidade da
placa dada por vy = 100z para0 < = < 1l e up = 100(2 — z) para 1 < = < 2, e que nas

fronteiras as temperaturas assumam os valores u(0,t) = 0 = u(2,t).

Para extraimos alguns resultados vamos subdividir a espessura da placa em intervalos
h=0,25e h = 0,5, de modo a obtermos 8 e 4 subintervalos, respectivamente, com 10 passos
de tempo em cada caso. Adotando um critério de convergéncia com o parametro A = %, temos

que o intervalo de tempo serd dado por

h2

202

o’k

1
== k= 2.50
2 5= (2.50)

Os resultados numéricos podem ser vistos nas tabelas 2.1 e 2.2. Para critério de compara-

¢d0, o problema possui solucio analitica dada por:

- 1 @2n+Dm(x = 1) 57382011y
u(z,t) =800 A T 5 e 08738 N ) (2.51)
n=0

A tabela 2.1 nos mostra que os valores das temperaturas sao simétricos com relagio ao
ponto médio, isso indica que a temperatura € distribuida no interior da placa de forma simétrica
com relacdo ao seu eixo médio. Tal distribui¢do permanece simétrica para o caso h = 0,5, o
que pode ser visualizado na tabela 2.2. No entanto, uma visdo mais comparativa e detalhada da

convergéncia da solugdo pode ser vista nas figuras 2.6 e 2.7.
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Tabela 2.1 — Resultado da equagdo do calor para h=0,25

t(s) x=0 | x=0,25 x=0,5 x=0,75 x=1,0 x=1,25 x=1,5 x=1,75 =2,0
0,0000 0 25,0000 | 50,0000 | 75,0000 | 100,0000 | 75,0000 | 50,0000 | 25,0000 0
0,2062 0 25,0000 | 50,0000 | 75,0000 | 75,0000 | 75,0000 | 50,0000 | 25,0000 0
0,4125 0 25,0000 | 50,0000 | 62,5000 | 75,0000 | 62,5000 | 50,0000 | 25,0000 0
0,6187 0 25,0000 | 43,7500 | 62,5000 | 62,5000 | 62,5000 | 43,7500 | 25,0000 0
0,8250 0 21,8750 | 43,7500 | 53,1250 | 62,5000 | 53,1250 | 43,7500 | 21,8750 0
1,0312 0 21,8750 | 37,5000 | 53,1250 | 53,1250 | 53,1250 | 37,5000 | 21,8750 0
1,2375 0 18,7500 | 37,5000 | 45,3125 | 53,1250 | 45,3125 | 37,5000 | 18,7500 0
1,4437 0 18,7500 | 32,0312 | 45,3125 | 45,3125 | 45,3125 | 32,0312 | 18,7500 0
1,6500 0 16,0156 | 32,0312 | 38,6718 | 45,3125 | 38,6718 | 32,0312 | 16,0156 0
1,8562 0 16,0156 | 27,3437 | 38,6718 | 38,6718 | 38,6718 | 27,3437 | 16,0156 0

Tabela 2.2 — Resultado da equagdo do calor para h=0,5

tis) | x=0 | x=0,5 x=1,0 1,5 2,0
0,000 0 50,000 | 100,000 | 50,000 | O
0,825 0 50,000 | 50,000 | 50,000 | O
1,650 0 25,000 | 50,000 | 25,000 | O
2,475 0 25,000 | 25,000 | 25,000 | O
3,300 0 12,500 | 25,000 | 12,500 | O
4,125 0 12,500 | 12,500 | 12,500 | O
4,950 0 6,250 12,500 | 6,250 0
5,775 0 6,250 6,250 6,250 0
6,600 0 3,125 6,250 3,125 0
7,425 0 3,125 3,125 3,125 0

As tabelas 2.3 e 2.4 nos mostram os valores do erro de aproximacao da solu¢do a cada

instante de tempo para h = 0,5 e h = 0, 25, respectivamente.

Tabela 2.3 — Erro cometido no processo de aproximagao para h=0,5

t(s) x=0 x=0,5 x=1,0 1,5 2,0
0,000 | -2,73e-16 | -1,43e-05 0,020 | -1,43e-05 | -2,73e-16
0,825 | -3,54e-15 8,290 -10,110 8,290 -3,54e-15
1,650 | -2,6e-15 -5,910 6,220 -5,910 -2,67e-15
2,475 | -1,96e-15 2,270 -7,140 2,280 -1,97e-15
3,300 | -1,44e-15 -4,190 1,390 -4,190 -1,44e-15
4,125 | -1,06e-15 0,240 -4,840 0,240 -1,07e-15
4,950 | -7,80e-16 -2,760 -0,240 -2,760 -7,80e-16
5,775 | -5,73e-16 -0,370 -3,110 -0,370 -5,73e-16
6,600 | -4,21e-16 -1,740 -0,630 -1,740 -4,21e-16
7,425 | -3,09e-16 -0,450 -1,930 -0,450 -3,09¢-16
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Tabela 2.4 — Erro cometido no processo de aproximagao para h=0,25
t(s) x=0 x=0,25 x=0,5 x=0,75 x=1,0 x=1,25 x=1,5 x=1,75 x=2,0
0,0000 | -2,73e-16 | -7,74e-06 | -1,43e-05 | -1,86e-05 | 0,0200 | -1,86e-05 | -1,43e-05 | -7,74e-06 | -2,73e-16
0,2062 | -3,89%-15 0,0100 0,4200 4,1600 -5,0500 4,1600 0,4200 0,0100 -3,89%¢-15
0,4125 | -3,86e-15 0,4300 2,5100 -2,5200 3,2100 -2,5200 2,5100 0,4300 -3,86e-15
0,6187 | -3,73e-15 1,4100 -0,9300 2,6500 -2,9500 2,6500 -0,9300 1,4100 -3,73e-15
0,8250 | -3,54e-15 | -0,3900 2,0400 -2,1000 2,3900 -2,1000 2,0400 -0,3900 | -3,54e-15
1,0312 | -3,32e-15 1,0400 -1,2800 2,0800 -2,2800 2,0800 -1,2800 1,0400 -3,32e-15
1,2375 | -3,09e-15 | -0,6500 1,5100 -1,8900 1,9500 -1,8900 1,5100 -0,6500 | -3,09e-15
1,4437 | -2,88e-15 0,7300 -1,3300 1,6300 -2,0100 1,6300 -1,3300 0,7300 -2,88e-15
1,6500 | -2,67e-15 -0,6900 1,1200 -1,7600 1,5300 -1,7600 1,1200 -0,6900 | -2,67e-15
1,8562 | -2,48e-15 0,5300 -1,2800 1,2500 -1,8400 1,2500 -1,2800 0,5300 -2,48e-15

A figura 2.6 apresenta uma comparacao entre as curvas de temperatura em funcao do
tempo para quatro posi¢des diferentes (x = 1,0cm, x = 0, 75¢cm, z = 0,5cm, x = 0,25¢m)
no interior da placa, pela solucdo numérica e analitica. Pode-se observar que nos pontos de
maior temperatura, houve uma pertubacdo da solucao numérica com relagdo a solugdo analitica,
por outro lado nos pontos onde a distribui¢ao de temperatura € menor, a solu¢ao numérica se
aproxima melhor da solu¢do analitica.

—+— Solugdo numérica
Solugdo analitica

Temperatura °C

e
e

a 0.5

D

1
1.5 2
Posigdo x cm

25
Figura 2.6 — Distribuicdo de temperatura em uma placa para um passo h=0.25.

A figura 2.7 de forma similar a figura 2.6, apresenta uma comparacado entre as curvas de
temperatura em fun¢do do tempo, entretanto para duas posi¢cdes distintas no interior da placa.
Observa-se que no ponto médio das temperaturas e nos pontos imediatamente abaixo, a solu¢do

numérica diverge da analitica tendendo a convergir a medida que o passo de tempo aumenta.

Para uma comparacao da solu¢do em funcao da posic¢ao (espaco), podemos visualizar
as figuras 2.8 e 2.9. Comparando os resultados nas figuras 2.6 e 2.8, observamos pequenas
oscilagdes dos resultados numéricos com relagdo aos resultados analiticos. Por outro lado,

comparando as figuras 2.7 e 2.9 observamos que as oscilagdes apresentaram uma maior variagao.



Capitulo 2. PRELIMINARES 24

—#— Solugédo numérica
80 - Solugéo analitica

a0+

40

Temperatura °C

30

20

&
¥

ra b
[
=

o g

Posigdo x cm

Figura 2.7 — Distribuicdo de temperatura em uma placa para um passo h=0.5.

Isso significa que quanto menor for o valor de h (h — 0) para uma malha mais fina melhor sera

a solu¢do numérica, diminuindo o erro de convergéncia.

100

—4— Solugdo numérica
Solugéo analitica

B0

f0F

S0+

or

Ternperatura °C

A0

D 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 nZ 04 0B 08 1 12 1.4 16 1.8

Paosgigdio x cm

-

Figura 2.8 — Variagdo da temperatura em fun¢do da posicao para h=0,25.
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Figura 2.9 — Variacdo da temperatura em funcao da posic¢ao para h=0,5.

Neste capitulo, discutimos o embasamento tedrico que norteardo o desenvolvimento de
nosso trabalho. No capitulo que segue iremos apresentar o modelo matematico que adotado uma
correlacdo com o modelo fisico de difusdo de calor que nos permitird compreender o processo

de transmissdo de conhecimento em um grupo de pesquisadores aqui denominada cadeia do
conhecimento.
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3 O MODELO MATEMATICO: UMA REPRESENTACAO
UNIDIMENSIONAL E TRANSIENTE

O modelo que serd aqui apresentado serd aquele proposto pelos autores (BEVILACQUA
et al., 2009), o qual considera os processos de transferéncia e geracao de novos conhecimentos.
Assim, serd possivel simular o processo de transferéncia/transmissdo de conhecimento em uma

cadeia cientifica.

Compartilhando das ideias de Bulnes (2006) a cadeia de conhecimento pode ser conside-
rada como um conjunto finito visto que podemos nos limitar a um tipo especifico de conheci-
mento, isto €, um subconjunto restrito do meio social com um tipo especifico de conhecimento.
Nesse sentido, a cadeia de conhecimento é composta por diversas subcadeias de conhecimento
que vao desde o processo inicial de produgao cientifica até a producao industrial passando pelas

ciéncias aplicadas, pelo desenvolvimento das tecnologias e pelo processo de fabricacgao.

Na atual sociedade, a transferéncia ou compartilhamento de conhecimento tem se mos-
trado a base dos pilares para o processo de desenvolvimento social e tecnoldgico. Podemos pensar
a transferéncia de conhecimento em um bloco (grupo) de pesquisadores, como a disseminacao
de uma doenca em determinado ambiente infectando todos os individuos do grupo, em nosso
caso, o compartilhamento de cada elemento do grupo com seus vizinhos/arestas do bloco até que

todos os elementos detenham desse conhecimento.

Desde o surgimento da ciéncia moderna no século X V' I o progresso e desenvolvimento
das sociedades tem crescido de forma acentuada. A historia da ciéncia tem nos mostrado o papel
catalisador que esta tem vindo a desempenhar na construgdo, transmissdo e validacdo de novos
conhecimentos. A ciéncia tem permitido potenciar e ampliar a capacidade humana na percepc¢ao
e compreensao de novos recursos que sustentam e erguem o seu desenvolvimento. Nesse sentido,

Pereira (2006) compartilha suas ideias:

Com a entrada na era da informagdo e do conhecimento e as consequentes mudangas na sociedade (e.g,
globalizagdo, sociedade em rede, aumento da complexidade e intensidade dos estimulos a mudanca
dos sistemas sociais, econdmicos e ambientais), tornou-se necessdrio refletir o papel da ciéncia sob
uma perspectiva mais sistémica. Neste contexto, a complexidade dos sistemas de produ¢@o de conhe-
cimento cientifico e inovacéo, bem como o seu nivel de entrosamento na sociedade em geral sugere
uma gestao integrada e estratégica da ci€ncia. Atualmente "fazer ciéncia" consiste ndo sé em produzir
novo conhecimento, mas simultaneamente difundir, disseminar e usar o conhecimento e inovagao.

A disseminacdo, difusdo e transferéncia de conhecimento cientifico e outros tépicos
relacionados, tais como a divulgagdo dos resultados cientificos em artigos, papers, disserta-
coes, teses e patentes, dentre outros, constituem componentes estruturantes da atual politica
de desenvolvimento cientifico. Para Bulnes (2006) o meio social do ponto de vista do estudo
do conhecimento admite uma certa homogeneidade, de modo que o processo de transferéncia

de conhecimento seja sequencial, de forma que cada subcadeia ou célula de conhecimento,
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comunica-se exclusivamente com as c€lulas vizinhas e estas, com as células imediatamente
adjacentes. Essa comunicagdo entre células de conhecimento pode ser esquematizada em um

bloco (conjunto de conhecimento) como mostra a figura 3.1

TN NN RN

X1 X2 ) . ) ) ; Xq

Figura 3.1 — Comunicagdo das Células de Conhecimento

Pensando um grupo de detentores do saber como uma célula do conhecimento, fazendo
uma comparagdo com a condugdo de temperatura em que uma quantidade da mesma € transferida
de determinada regido de um meio com maior quantidade para outra de menor quantidade, o
conhecimento em determinadas células com certo nivel de conhecimento se transmitird para cé-
lulas com menor nivel de conhecimento, sendo proporcional ao desnivel entre células adjacentes.
Podemos pensar matematicamente o fluxo proporcional ao gradiente de conhecimento, tomando

como razao de proporcionalidade a permeabilidade do meio social a difusdo do conhecimento.

3.1 FORMULACAO DO MODELO MATEMATICO

A correlagdo entre o modelo de transferéncia de calor e de transferéncia de conhecimento
¢ estabelecida identificando-se o significado dos parametros na equagao do calor, em face as
defini¢des dos processos de transferéncia de calor e difusdao do conhecimento, representando
a permeabilidade do meio social na transmissdo de conhecimento através dos segmentos que
compdem a cadeia de conhecimento (BULNES, 2006). Aqui, faremos algumas modificacoes,
acrescentando alguns termos, no modelo de transferéncia de calor gerando um modelo matema-
tico para simular a dinamica de transferéncia, difusdo, geracdo e propagacdo de conhecimento.

Feita essas complementagdes obtemos um modelo bidimensional e transiente, como segue:

0
c,,a—? — MK V204 A1 = N KoV + ru = 0 (3.1)
Com o objetivo de facilitar a analise, nos limitaremos a forma unidimensional(1D) e

transiente do modelo, entdo a equacao 3.1 pode ser reescrita como:

ou 0%u M
Cpa —)\Klﬁ—i-/\(l—)\)KQ@—i‘Tu—o (32)

onde a fungdo u(z,t) representa a energia de produgdo de conhecimento ou a densidade de
conhecimento em cada ponto z em um dado instante ¢. Esta funcdo é também a medicao da

variacdo de conhecimento no tempo em cada uma das células da cadeia, onde:
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A representa a taxa de transferéncia de conhecimento entre pesquisadores (grupos) de uma

cadeia de pesquisa;
e 1 = oc( representa a taxa de geracdo de conhecimento, isto é, criatividade;

e (, este parametro reflete a criatividade inerente aos grupos de individuos na cadeia. Ele

traduz a quantidade de conhecimento produzido;

e o este parametro estd relacionado aos investimentos e incentivos para maximizar a saida

de conhecimento de cada segmento da cadeia produtiva;

e ¢, representa a impedancia cognitiva. Quanto menor for ¢, maior serd a capacidade de

uma célula absorver conhecimento;

e [{; representa o coeficientes de permeabilidade cognitiva, seus valores controlam o fluxo

de conhecimento na cadeia;

e [, representa o coeficiente de reten¢do cognitiva, ou retro aprendizado. Assim como £y
seus valores controlam o fluxo de conhecimento na cadeia, a medida que seus valores
crescem, crescem também o nivel de conhecimento em toda a cadeia, isto €, o aprendizado

de um pesquisador com outro a partir do conhecimento transferido pelo primeiro;

e 1 representa a coordenada espacial enquanto ¢ a coordenada temporal (BEVILACQUA et
al., 2009).

A obten¢@o de uma solucdo especifica u(x, t) que satisfaga a equac@o 3.2 pressupde o conheci-

mento de algumas condicdes, a saber:

e Da condicdo inicial no instante ¢ = 0:

uw(z,0) = ug, Y €[0,L]. (3.3)

e Das condi¢des de contorno na fronteira da cadeia. Neste trabalho vamos considerar essas

condig¢des de dois tipos:

1. Condicdo de contorno do tipo Dirichlet:

u(0,t) = wup(t), YVt €[0,T]

(3.4)
uw(L,T) = wug(t).
2. Condig¢do de contorno de Newman:
du w0 = t
83;‘ =0 f( ) (35)

Qul = g(t), Vte[0,T).
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Onde f(t) e g(t) representam os fluxos de conhecimento nas extremidades da cadeia.

A condicdo de contorno do tipo Dirichlet significa que as fronteiras da cadeia de conhecimento sdo
controladas por fatores externos, de modo a manter o indice de produtividade constante nas extremi-
dades da cadeia.

Se essa extremidade € por exemplo, representada por um setor de pesquisa, pode-se imaginar que a
quantidade de informagdes contidas nas publica¢des mantém a produgao cientifica em um certo nivel
uo. Se considerarmos a outro extremidade como representativa de um setor de producdo, entdo u;
pode ser vista como uma exigéncia de manuteng@o da producdo final em um nivel constante. (BUL-
NES, 2006).

3.2 FORMULACAO EM DIFERENCAS FINITAS

Considerando problema 3.2 nas varidveis independentes x e ¢ definidas nos intervalos
[0, L] e [0, T'], respectivamente, sendo suas solu¢des pertencentes ao plano cartesiano xt de modo
que formem um conjunto de pontos (ih, jAt) para0 < i < n, e 0 < j < n,. Entdo o objetivo é
buscar em cada nivel de tempo j um vetor u; = (uo, - - -, Un, ;) que contenha a densidade de
conhecimento em todos os pontos (bloco) da cadeia, este método é chamado de método explicito.

Uma representagdo discreta para o dominio do problema € visualizado na figura 3.2.

ti

j=nt » % » »
o & & 4 *
At
£ & g 1) & L
* L 3 L ]
j=U... L & o i m—
i=0 —h— i=ng X

Figura 3.2 — Regido retangular de pontos no plano xt

Em diferencas finitas centradas de segunda e quarta ordens na varidvel espacial x e
diferencas progressiva para a varidvel temporal ¢, e embasado nas expressdes para derivadas

obtido na se¢do 2.2.3 obtemos as seguintes aproximagoes:

Qu _ Uij1 — Uiy

= K 0(A), (3.6)
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2
0“u B Ui—1,5 — 2Ui,j + Uiy1,5

0x? h?

+O(h?), (3.7)

841,6 Ui42, 5 —4U'+1j+6U'j —4U‘_1j+U'_2j
_ 2, i+1, i, 1—1, 1—2, 19) h4 3.8
Oxt h* + O, (3:8)

onde O(At), O(h?*), O(h*) representam a ordem do erro obtidos mediante a aproximagio da

série de Taylor.

Substituindo as aproximagdes 3.6, 3.7, 3.8 em seus termos da equagao 3.2 obtemos:

Ui jr1 — Ui Ui—1j — 2U; 5 + Uiy

— - A\K

PTAL ! Mh?
+ A1 = N K,

— A+ 6ui; —Aui +uigy

h4

+ rui,j = 0,
3.9)

isolando o termo da variagdo temporal obtemos:

Uil =Ygy e Wil T 2uij + Uit
P
At h?
Uiroj — g1 j + 6w ; —Auigj +uimg
— Ml =MNK; i — TUjj,
(3.10)

resolvendo a expressdo acima para o termo ; j1 temos:

ui,j+1 = (1 — 20 — 6ﬁ — (S)UZ'J + (Oé —+ 45)(ui,17j + ui+17j) — ﬁ(ui,gJ -+ ui+2,j), (311)

AN, AtA(1 — V) K,
;0=
cph

Para resolu¢io numérica da equacdo 3.11, determina-se o valor futuro u; ;41 a partir dos

, _ At
parai =2,...,(ny,—2),j =0,1,2,...,n. Sendo o = 1 O =r—.
cph Cp
valores conhecidos no tempo ¢;. Isso significa que para sua solug¢@o precisamos dos valores a
priori ndo somente das condi¢des de contorno em x, como também das condi¢des iniciais em
t =tp.

O segundo termo da equacdo 3.11 s6 depende dos valores de u conhecidos no tempo j.
A partir dela podemos calcular os valores de u; ;. Adotando o caso mais simples para condig¢do
de Dirichlet, quando j = 0 os valores u; o = u(z;, to) sdo dados pela condi¢do inicial. Avaliando
todos blocos z; internos na cadeia no tempo j encontramos a solu¢do em todos os pontos da

malha.

A discretizacdo 3.11 juntamente com as condicdes iniciais e de contorno do tipo Dirichlet

nos fornece:
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uw(z,0) = uyp,

x € (0,L),
u(0,t) = wu(L,t) =0,

te (0,7)

Introduzindo uma notacao vetorial para u, obtemos:

Uj=0 = (Uo(xl), UO(.’,UQ), . 7u0<xnp,2))T7 (312)

u; = (Ugj, usj, - - - 7unp_2,j>T' (3.13)

Entdo, para cada instante de tempo j e pelas condi¢des iniciais e de contorno, o valor de

u pode ser escrito na forma matricial:

wis = Aug, §=0,1,... n, (3.14)

de modo que w4 € obtido a partir de u; mediante uma simples multiplicacdo por matrizes.

Sendo a matriz A de ordem (n, — 2) x (n, — 2) representada por:

p —p
woop -5
A | P (3.15)
W g
-6 w p  w
- w p

parap = (1 — 2a — 68 — 0) e w = (a + 40) que foram introduzidos para ndo sobrecarregar a

escrita da matriz.

Assim, introduzindo os vetores , u; = (u(zg,t;), u(z1,t;), ..., u(@,,—o,t;))", 75 =
(Tojs Tijs "+ Tny—25)" €€ = (€0j,€1,-..,€n,—2;)" para representarem , respectivamente,
a solucdo exata quando esta existir, o erro de truncamento local e o erro global (FRANCO,
2006) de aproximacao. Podemos reescrever a equagdo 3.14 para estimativa de erro na andlise de

convergéncia como sendo:

Ujy1 = Auj + Tj (316)

Subtraindo a equagdo 3.14 de 3.16, obtemos a equagdo vetorial para descrever o erro

global:
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€ €
Ujpr —ujy, = Aej —uj,
——

€j+1

= Ale; —uj)+7

——
&
para Ae§ = uf . Logo,
€j+1 = Aej + Tj. (317)
Aplicando essa equagio, recursivamente, para os valores de j, (j — 1),. .., 0, obtemos:

ejr1 = ATeg+ A+ A '+ + A1+ 75
= AjT() —I-Aj_lTl + .- —I—ATj_l —|—Tj

Tomando por constru¢do ey = 0. Pode-se observar que o erro global é gerado pelo
acumulo dos erros de trucamento e de aproximag¢ao numérica, erros locais, de cada passo de
tempo, propagados pela evolucdo da constru¢ao da solu¢ao aproximada, e pelas poténcias da
matriz A. Essa matriz tem um papel fundamental na propagacgao destes erros e é chamada de
matriz de amplificacdo. O erro cresce se algum autovalor de A tem mddulo maior que 1. Se todos

tem médulo menor que 1, temos o erro decrescendo e, portanto, estabilidade (FRANCO, 2006).

3.2.1 Meétodo implicito: O método de Crank-Nicolson

Diferente do método explicito, buscamos em cada nivel de tempo j + 1 um vetor
Ujp1 = (Uojt1s- - - Un, j+1) que contenha a densidade de conhecimento em todos os pontos
(bloco) da cadeia. Tanto o método explicito quanto o método implicito nos fornecem um erro
de truncamento da ordem de O(At) + O(h?), entretanto, o método de Crank-Nicolson reduz
a dependéncia do incremento do tempo de O(At) para O(At)?, tomando a aproximagdo das

derivadas no ponto médio do incremento de tempo da seguinte forma:

e em relacdo ao tempo — diferengas finitas centradas

u U1 T Uy
% Ar + O(At),

e em relacdo ao espagco — a média entre as aproximagdes nos tempos j e j + 1

@ _ 1 Uim1; — 2Uij + Ui n Ui—1 jp1 — 2Uj 41 + Uig1 j41 i O(hQ),
922 92 h? h?
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4
Ou | Uiray — Ay + 0w — duay Ui
Ot 2 h4
Ul Wi g1 — A jar  Oug o — A Wim2 9
T3 X +0(h?)

De modo que procedendo com as operacdes como no caso explicito obtemos a seguinte

expressao:
(I+2a+6B)uijr1 — (@ +4B8)(wimjpr + Uirrje1) + B(img i1 + Uiyaji1)
= (1 — 200 — 65 — U)Ui,j + (Oé + 46) (ui,l,j + ui+17j)

- ﬁ(uifQ,jJrl + ui+2,j+1)7

ara AKGAL I6; ML= A KaAt e rat e pode ser reescrita como
a= = oc=—qu i ;
P 2c,Az?’ 2c,Ax* Cp auep
Puijr — N(Uic1gpr + Ui ) + B(Wic2ji1 + Uiraji1)
witgj + N(ti-1,j + Uit1;) — Btz + Uitaj), (3.18)
sendo
p=1+2a+68),n=(a+48), w=(1—-2a - 65 —0). (3.19)

A discretizacdo 3.18 juntamente com as condi¢des iniciais e de contorno do tipo Dirichlet
nos fornece, para cada instante de tempo j + 1 o valor de u, que pode ser escrito na forma de um

sistema matricial:

B’LLj_H :CU,j, ij,l,...,nt. (320)

onde as matrizes B e C' sdo representadas abaixo:

p -n B w o n —p
-n p -n B n w n —B
B_ B —n p —-n B e -8 n w n —p 32D
g e g
B —n p - -8 n w7
g -n p -8 n w

o sistema 3.20 pode ser resolvido por uma inversao de matrizes, de modo que teremos que
resolver a equacdo:
uj1 = B7'Cu;. (3.22)

Logo, paraj =0,1,...,n, teremos:
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u; = B 'Cu
Uy = B_10u1 = (B_IC)2U/0
Uz = Bilc’U,Q = (Bilc)BUQ

Up, = (B71C)™ug

Assim como no método explicito teremos estabilidade do método se |y| < 1, para todo

autovalor vy da matriz B~1C.

3.3 ESTABILIDADE E CONSISTENCIA DO MDF

Aplicado o MDF ao nosso problema faz-se necessdrio verificar se o método é "con-
sistente", para isso verifica-se de fato a equacdo 3.11 representa o fendmeno descrito pela
equacio 3.2. Sendo o método consistente, aplicaremos Teorema da Equivaléncia de Lax' para
se determinar quais as condi¢des em que a solucdo numérica se aproxima da solucao exata, ou
seja, sua estabilidade. O teorema de Lax nos garante a convergéncia a partir da estabilidade e
consisténcia das equacdes de diferencas finitas. Muitas destas equagdes de Diferengas Finitas sdo
classificadas como condicionalmente estdveis, ou seja, precisam satisfazer algumas condi¢des
para garantir a estabilidade, entdo € necessario adequar os parametros para espacamento da

malha e/ou incremento na varidvel de tempo para que ndo se produza solu¢des incoerentes.

Os critérios de estabilidade nos ajuda a evitar a propagagdo de erros durante os cdlculos.

Os métodos numéricos sdo classificados como:

e Condicionalmente estdveis: precisam satisfazer uma condi¢do de estabilidade para que as

solucdes numéricas sejam estiveis;

e Incondicionalmente estdveis: ndo precisam de condi¢des para que as solu¢des numéricas

sejam estaveis;

e Incondicionalmente instaveis: Nao existe critérios que torne as solu¢des numéricas estaveis.

Uma vez que o método seja consistente e estdvel podemos entdo aplicd-lo. Neste mo-
mento precisamos definir o tamanho do passo da variavel independente, Ax = h. Quanto menor
for h, mais célculo precisaremos fazer, ou seja, o tempo computacional serd maior. Por outro lado
quanto maior h, a principio, menor serd a precisiao da solu¢cdo. Entdo devemos usar o menor h

que nos d4 uma precisao dentro dos limites desejados e da capacidade computacional disponivel.

Denotaremos por U = U(x,t) como sendo a solugdo exata para o problema 3.2 com

condigdo de Dirichlet e por u = u; ; = u(iAz, jAt) sua solu¢do aproximada dada pelo esquema

'"Um método numérico consistente para uma equacio diferencial cujo PVI é bem posto é convergente se e
somente se € estavel.
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de diferencas finitas 3.11, sendo a solugdo exata definida em todo o dominio [0, L] x [0, T,
enquanto que a solug¢do aproximada s6 existe nos pontos da malha {zo, ..., x,, } X {to,...,ts,}.
Portanto, para uma andlise da convergéncia faz-se necessario uma comparagdo da solugao
aproximada com a exata apenas nos pontos da malha. Para efetuar tal comparagdo denotemos

U;j = U(xz;,t;), ou seja os valores da solugdo exata em cada ponto da malha.

Quando afirmamos que uma solu¢do aproximada € uma boa aproximacgao da solucdo

exata significa dizer que

U —ull, <e

onde € € uma tolerancia especificada e a norma utilizada € a norma do sup (ou do méaximo)

definida como

2]l = max{]zi;| : 0 <7 <np, 0 <5 <y}

Nesse sentido, quando afirmamos que um esquema de diferencas finitas € convergente
estamos assumido que u; ; converge para U(z;, t;) quando (iAx, jAt) — (z,t), a medida que
os valores de At e Ax se aproximam de zero. Dai, levando-se em conta aproximacao em série

de Taylor temos as seguinte expressoes

OVij _ Uijr1 — Uiy
T Al + O(At), (3.23)

82Ui,j _ Ui*l,j — QUZ'J + Ui+1’j
0x? h?

+ O(h?), (3.24)

0'U;;  Uspay — AUy +6Us; — AUy + Uy
ij _ Yit2, i+, iy i1y T Viz2, h? 3.25
Ozt Iz O, (325)

onde os erros cometidos pelo truncamento da série de Taylor sdo

_ U At
‘= o 2

__ouE)
QT T 12

L oU(E) n?
=035 360

0s quais €1, €5 € €3 representam o erro de trucamento na aproximagdo de diferengas finitas para
primeira derivada temporal, segunda e quarta derivada espacial, respectivamente. Estes valores

tem como principal objetivo medir o quanto a equacao diferencial calculada nos pontos da malha
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deixa de satisfazer a equacao de diferencas finitas. Nesse sentido temos um erro de truncamento

local dado por

NFU 01 o
2 Ot? 12 Ozt 360 0x6

Se designarmos U como a solug¢do do problema substituimos as expressdes acima em

(3.26)

3.2 e obtemos

. Uijr1 —Uij \K Uic1j —2U;i 5 + Ui
PAL ! h2
AL = VK, Uiyoj — 4Uip1; +6U; j — AUy j + Ui (3.27)

h4
+ rU;; + O(At) + O(h?) = 0,

multiplicando ambos os membros da equagdo 3.28 por At obtemos

Ui_l’j - 2U’L,j —‘l_ Ui+1’j

12
Uiyaj —4Uip1; +6U;; —4U; 1 + Ui o (3.28)

h4

CP<U/L'7]'+1_U/L"]') — At)\Kl

+ A1 — N K,
+ rAtU; j + O(A#?) + O(h*At) = 0,

resolvendo a expressdo acima para o termo Uj ;. 1, temos:

(3.29)
B(Uizzj + Uiszy) + S O(AL) + O(R?At),
AtNK, AtA(1 — N) K, At
sendo o = 0= L0 =1r—.
cph cph? Cp
Denotamos por z; ; = U, ; — u; ; € subtraindo a expressdo 3.29 de 3.11 obtemos:
Zi,j—l—l = (]_ — 200 — 65 — (S)ZZ‘J' + (OZ + 46) (Zi—l,j + Zi-ﬁ-Lj) (330)

= Blriczy + zivag) + S O(AL) + ZO(R*At).
Mostraremos que o método € convergente sempre que
(1—-2a—65—9) >0,
isto €, .

1
3 —6 < —.
o+ 54—2 <3

Utilizando a desigualdade de Poincaré 4.3, podemos reescrever a equacdo 3.30 como segue

zigrr = |(1=0)|zij +alziciy — 225 + ziv1;) + B(4(zi1j + zig15) — 621
(ZZ‘_QJ' + Zi+2,j)) + C(At2 + hQAt).



Capitulo 3. O MODELO MATEMATICO: Uma representacdo unidimensional e transiente 37

Logo,
Zije1 < [1 =6l |3l + C(AE* + h?At)

onde C € uma constante positiva. Como ¢ € arbitrario temos que
2541]l . < 1= 6]zl + C(AL? + h*At). (3.31)

Aplicando esta desigualdade repetidas vezes obtemos

lzjlle < 11 =0l lI%ll, + C(AL* + h2At)

< 1=61(1 = 6] ||lzj-1ll, + C(AL? + h*At)) + C(AL* + h*At)

J
1 =381 |20l + C(AE + R2AD(Y_ |1~ 0]')

1=0

IN

Como pela condi¢@o inicial do problema ||z|| . = 0 temos que

Izj41]l, < CAL(AL + h?) Z 11— 4", (3.32)

J
mas a série (Z |1 — 4]") é convergente, logo
i=0

lzjs1ll, — 0 (3.33)

quando h, At — 0.

Portanto, concluimos que o método explicito de diferencas finitas € consistente. Logo,
verifica-se pelas condi¢des do teorema de equivaléncia de Lax sendo ainda que o erro global é
de 2% ordem garante a estabilidade do método, logo é convergente, ou melhor, condicionalmente

convergente.

3.3.1 Ciritério de Von Neumann

Na sec¢ao 3.3 foi estudado o nivel de confiabilidade do método de Diferencas Finitas em
sua forma explicita, o qual chegamos a conclusdo que tal método € condicionalmente estdvel, ou
seja, para se obter bons resultados € necessario que o mesmo satisfaca a condi¢@o de estabilidade
3.32.
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Em analogia ao critério explicito, iremos verificar a estabilidade para o método de Crank-
Nicolson. Para tanto, tomaremos como suporte um critério muito utilizado para verificagdao de
estabilidade em métodos implicitos, denominado critério de Von Neumann. Este critério € um
procedimento no qual a solu¢@o da equagdo de diferencas finitas é expandida em série de Fourier,
tais que os valores iniciais sejam expressos nos pontos da malha ao longo de ¢ = 0, tomando
como alicerce o principio da superposicao, isto €, o erro global € visto como a soma de erros

mais simples, em nosso caso, erros de truncamento local.

O ponto forte de se utilizar séries de Fourier é que as mesmas podem ser expressas
em termos de senos, cossenos a exponenciais complexa, o que facilita os cdlculos. Assim,
suponhamos que o erro global (£;) em cada ponto da malha ao longo da primeira linha ¢ = 0

possa Ser eXpresso como:

N :
Jmx
E; = Zaj COS(T), (3.34)
7=0
ou
al jmx
E; = ;0 bjsin(=——), (3.35)

que podem ser substituidos convenientemente por :

N
Ej=) At (3.36)
j=0

sendo i = +/—1, A; é a amplitude no nivel de tempo j e L é o comprimento do intervalo em z
no qual a fun¢do € definida. Todavia, para que ndo haja confusdo com a notag@o usual u; ; iremos

substitui-la por u, , = u(ph, ¢k). Assim, podemos escrever:

N N
Ej=Y 4T =Y AT =Y Aot (3.37)
: ~

comwj:%eNh:L.

Posto isto, os valores iniciais nos pontos da malha ao longo de ¢ = 0 sdo definidos como

N
Upo = u(ph,0) =Y Aje" p=01,--- N. (3.38)
=0
A equacio 3.38 constitui um sistema de N+1 equagdes e N+1 incégnitas Ay, Ay, -+, An

cuja matriz dos coeficientes é ndo singular’. Desta forma, é possivel investigar a propagagio

2Uma matriz é ndo singular se é inversivel. Estas matrizes tem uma caracteristica de possuirem seu determinante
diferente de zero.
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de amplitudes do tipo e™¥i?", Para que seja possivel investigar a propagacio desses valores, a

medida que o tempo (¢) aumenta, tomemos:

Upg = VTt — oWPhonak — eiwph(e“k)q. (3.39)

Definindo ¢ = e#*, a equacdo 3.39 fica:

Up,qg = eV, (3.40)

em que ¢ € denominado fator de amplificagdo, ¢ = ]]\7—7; para N o nimero de espacamento / da

malha computacional.

Substituindo 3.40 na equacdo de Crank-Nicolson 3.18, obtemos:

pewphgqﬂ _ n(eiw(p—l)hgqﬂ+ei¢(p+1)h5q+l)_i_ﬂ(eiw(p—?)hgqﬂ+€i¢(p+2)h£q+1)
_ weiwphé“q_i_n(eiw(p*l)hgq+eiw(p+l)h£q>
_ 5(ei¢(1°*2)h£q+€i¢(p+2)h§q) (3.41)

Colocando o termo &7 em evidéncia, a equacdo 3.41 pode ser reescrita como

I [5 (peiwph _ new(pfl)h _ neiw(pﬂ)h + 561‘1#(1072)/1 + Beiw(zﬂr?)h”
— g (weiwph + nem(pq)h 4 nez‘w(pﬂ)h _ Bew(p—mh _ Beiw(erZ)h) : (3.42)

donde

5 [eid)ph (p . ,'7(6—1'1,/1}1 + eiwh) + 6(6_2iwh + €2iwh))}
— ei¢ph (w + n(e—i'gbh + eiz/;h) o ﬁ(e—%wh + eZiwh)) ’ (343)

que implica,

£(p o n(efi@bh + eiwh) 4 5(6721‘1/1}1 4 621‘1/1}1)) — w_i_n(efiwh_'_eiwh)_5(672i¢h+€2i¢h>' (3.44)

Considerando a identidade
e—ivh | gith

cos(1ph) = 5 ) (3.45)
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a equacdo 3.44 pode ser reescrita como:

¢ (p — 2ncos(vh) + 26 cos(21h)) = w + 2n cos(ph) — 206 cos(2¢h). (3.46)

Por outro lado, levando-se em conta a relacdo trigonométrica

cos?bh — sin’b

cos(2b) = 5 : (3.47)

temos
£ (p — 2ncos(1h) + 2B(cos?(1ph) — sinz(wh))) = w21 cos(h) — 2 (cos? (h) —sin?(h))
(3.48)

Logo,
Ep — (€4 1)2ncos(vh) + (€ + 1)(28(cos?(1ph) — sin?(h))) = w. (3.49)

0 que implica

Ep — E2ncos(vh) — 2ncos(Yh) + (€ +1)(28 — 4Bsin*(Yh)) = w. (3.50)

Finalmente,

£(p — 2ncos(vh) + 28 — 4Bsin*(Yh)) = w + 2ncos(vh) + 48sin*(Yh) —28.  (3.51)

Considerando-se que cos(yh) = 1 — 2sin?(

%) a equagdo 3.51 fica:

E(p—2n(1—2 SiHQ(%)) + 28 —4Bsin®(h)) = w+2n(1 — QSinz(%)) +43sin®(h) — 23

(3.52)
substituindo os valores correspondentes de 3.19 , obtemos
_ 1—0—dasin’(%) — 165 sin(*5") + 48 sin’(¢h) (3.53)
1+ dasin?(2) + 168sin2(2) — 43sin(ph)
logo,
¢ 1 — 4nsin®(%) + 48 sin?(yh) (3.54)

T1-o + 4n siHQ(%) — 4B sin’(Yh)

Portanto, concluimos que o método 3.18 € incondicionalmente estdvel. Certo disto, agora
podemos utilizar o mesmo para desenvolver um cédigo em Matlab para se obter resultados
numéricos que se aproximam da solu¢do real do problema. Estes resultados sdo apresentados no

capitulo 5.
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4 ANALISE DO ERRO DE APROXIMACAO NUMERICA
POR ANALOGIA COM O CRITERIO DE ANALISE
PARA O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Na andlise de erros do problema de difusdao anémala (com termo de 4* ordem) do
problema de propagacdo de conhecimento, aqui abordado, empregamos uma anélise de erros
numéricos em analogia com aquele do MEF, conforme indicado anteriormente, na introducgao e
no capitulo 2. Assim, considerou-se apresentar neste capitulo os aspectos da matemaética que
serdo importantes na andlise de erros adotado em analogia ao do Método dos Elementos Finitos
(MEF).

Definicdo 4.1. (Espaco L?) Seja f : Q — R uma fungdo quadrado integrdvel. Definimos uma

norma para f e representamos por ||-||, como sendo

1/2
1fllo = (/Qf@)zdx) : (4.1)

Sendo o espago L*(Q2) o fecho do espago C'(£2) com relagdo a L2. O espago L*(1)

considerando o produto interno
Ou Ov
= | ——= 4.2
(vl /Q Ox Oz’ (4.2)
é um espaco de Hilbert'.

Defini¢do 4.2. (Espaco H' e H}) Seja H* a norma para [ : Q — R definida por

111 = ([ 7 + 1950 Py " @3)

Definimos os espacos H'(2) e H}(Y), respectivamente, como sendo o complemento dos espagos

C>®(Q) e C§°(Q)? com relagdo a norma ||.||,.

Se desprezarmos o termo f(z)? na equagdo 4.3, obtemos a expressio

1/2
7l = ( / |Vf<x>|2da:) (44

que chamaremos seminorma H'.

Esses espacos, bem como suas propriedades, ndo sdo objetivos de nossos estudos, mas
sdo ferramentas que iremos usar ao longo do trabalho. Por isso, ndo iremos demonstrar os

resultados enunciados acerca de tais espacos.

'Um espago de Hilbert é um espaco vetorial, normado completo.
205°(Q) = {v € C®(Q) : v|on = 0}.
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Lema 4.3. (Desigualdade de Poincaré) Seja H} o complemento do espago C§°. Entdo existe

uma constante c tal que
lv]ly < clv|, Vv e CF. 4.5)

Como consequéncia, a seminorma |-|, ou H' e a norma ||.||, sdo equivalentes.

A desigualdade de Poincaré continua valida para funcdes que se anulam em apenas

uma parte da fronteira 92, da mesma forma para fungdes de H'(2) que possuem média nula
<‘ﬁ1| Jq vdz = O).

Uma demonstracao para a desigualdade 4.3 pode ser vista em Quarteroni (2010).

Lema 4.4. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja u e v elementos de L*(SY). Entdo

[{w, )| < ullg [[o]], - (4.6)

Uma demonstracdo para a desigualdade 4.6 pode ser vista em Siili (2012).

4.1 LEMA DE CEA

O lema de Céa nos diz que o erro de aproximacdo do MEF, na norma H'!, depende do
quio bem a solugdo u pode ser aproximada no espago V', ou seja, depende da escolha do espago
Vi, sendo V() = {v € V4(Q) : v|q = 0}, onde V}, é um espago de dimensio finita®.

Lema 4.5. Seja uj, uma aproximacdo para v em V. Existe uma constante ¢ > 0 tal que

lu— unll, < cinf llu— |, Yo e V" (4.7)

A demonstracdo desse resultado pode ser vista em (GALVIS; VERSIEUX, 2011), por

exemplo.

4.2 ESTIMATIVA DE ERRO

A eficiéncia do processo de aproximagdo de uma solu¢do numérica para uma equagao
diferencial é mensurada em func¢do do erro efetuado no processo de aproximacao para a solugao.
Imaginando que u € V' seja a solugdo exata e u;, € V}, a solugdo aproximada, o erro no processo
de construc@o dessa aproximagdo pode ser visto como ||u — uy|| em que ||| € uma norma
induzida pelo produto interno que atribui ao espago vetorial V' as caracteristicas de um espaco
de Hilbert.

3Um espaco de funcde V tem dimensio finita se existe n € N, e um conjunto de fungdes ¢; : Q@ — R, com
i €{1,---,n},tal que qualquer ¢ € V pode ser escrita como combinagdo linear das fungdes ¢;.
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Considerando o problema 3.2 com condicdes de Dirichlet homogéneas e considerando o
produto interno 4.2 definido para L? com uma fun¢iio v em H{, em seguida usando a férmula de

integracdo por partes teremos:

L ou L Ou v L &3y ov L
c —vdx—l—)\K ——dx A1 = NK. ——dx—i—?“/ uvdr =0, (4.8)
Pl ot Y], 0z oz ( )20838 0

agora o problema variacional se resume em se determinar « tal que u(z,0) = ug(x),z € (0, L)
eparat € (0,7] setenhau(-,t) € H}(0,L), 34(-,¢) € L*(0, L)

2 L
/ D e+ (u,v) +q<%,v> s [Cude =00 e 0.L) @9
0

onde p = AK1,q = M1 — )\ K.

Fazendo a mudanga de varidvel v = u(z,t) e %(O, t)=0= g—(L t) temos
¢ L
e /0 %u(t)d cp;jt lu(®)l (4.10)
o . , )
p [ (%) doz o ol @.11)

L ( 93u(t) Ou
qJ (amgt) ait)>dx = qfo <8z2 ) dz

> a5 %, (4.12)
4
> g [lu®)lls;
[ ]
L L
r/ w(t)ult)dz = r/ u(t)dz = rL u()2, @.13)
0 0
de modo que deduzimos a seguinte equacao desigualdade
Lol + (2 + 24 2 g <o o
— ||u u .
dt 0 Cp 2¢, Cp o=
fazendo |[u(t)|l = pek = pL + %ﬁp + 2L temos que
¢ < —ky
¢ < _k
LA (4.15)
np < —kt
@ S 67k‘t’
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que € equivalente a
d 9
= (lu@llge™) < (4.16)
Dai concluimos que
u(t)]y < e ™. 4.17)

Na equacdo acima escolhendo os parametros de modo que &£ > 0, podemos garantir que
parat € (0,77, o problema variacional 4.9 tem solugdo u(t) € H{ (0, L) tal que 24(¢t) € L*(0, L)

e tal solucao € Unica.

4.2.1 Aproximacao de Ritz - Galerkin

Como discutido anteriormente, queremos uma aproximagao para u considerando o
subespago V;, C H} (0, L) de dimensio finita caracterizado pelo parAmetro i. Denotemos por wuy,

a solucdo aproximada, tal que, para cadat € (0,7], u, € Vj, e

/—vdx—l— (up, vp) + Oun, Oy —|—r/Luvd:v—0 Yo, €'V, (4.18)
ar D \Un,vn q@xé)x Ohh—; h© Vh, .

un(0) = uo p,

sendo uy,(0) uma aproximagdo para ug no espago V5. Onde a solugio uy,, definida por 4.18, serd

chamada de aproximagdo de Ritz - Galerkin para a solugdo 4.9.

Faremos um estudo do erro na solugo de Ritz - Galerkin relativamente a norma L?(0, L).

Sejat € (0, 7). Definimos o problema auxiliar

_ Lﬂh Ouy, Ovy,
P (Tn, vp) = —¢p —updr — ¢ 9 Or

L
> — 7‘/ upvpdr, Yv, € Vj, 4.19)
o Ot 0

sendo uy,(t) sua solugdo aproximada, e

Rh(t) = uh(t) — ﬂh(t), T'h(t) = ﬂh(t) — 'Lb(t)

Assim, o erro uy(t) — u(t) pode ser decomposto como

uh(t) — u(t) = Uh(t> - ﬂh(t) + ﬂh(t) - U(t) = Rh(t> + T’h(t>. (420)
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Notemos que

LoR OR), 0 L
e hnda + p (Rp,vp) + q< h Uh> + 7“/ Ryvpdx =

o Ot 0
4.21)
L oy, duy, Ov L
—cp i ﬁvhdx — p (up, vp) — < 8; (‘9:1:> / upvpde,
aplicando 4.18 na expressdo 4.21 obtemos
L L
OR;, ORy, Ovuy,
——upd R Ryvpdx =
Cp T vpdx + p h’vh>+q<8x aJC>—|—7’/O nURdT
L -
ouy,  Ouy, _ Ouy,  Oup, Ouy,
—_— - d — — 4.22
Cp/O (3t 8t>vhx+p<h uh’vh>+q<8x dr’ Ox M (+22)
L
7"/ (up, — ap) vpdz,
0
de modo que podemos reescrever a expressao acima como segue
OR;, 0 L
/ —vhdx + pL (Rp,vn) +q il + 7"/ Ryvpdr =
Or Oz 0
(4.23)
L L
orp orp, 0
Cp i a—ZUhdx + p (rp, vp) + q< 87; 81;1> + T/o rpvpde,
tomando v, = R}, (t) e usando o resultado 4.10 temos
OR},
o [ B0 Rue = IR0l 3 1RO @.24)
usando, ainda, os resultados 4.11, 4.12 e 4.13, obtemos
4
e | Bu(®)llo g | Ba(®lg + 25 IBR@)15 + a5 IR @G + rL 1 Ba ()15 =
(4.25)
a’l“h 8Rh L
— Rpd Ryd
/ BN "Ry, $+p<7’h,Rh>+Q<ax B >+T/O rplvnd,
ou ainda podemos reescrever a equacao precedente como sendo
& 1BA Oy 3 1ROl + (P + a5 +rL) I Ra(DI] =
(4.26)

87’h
C.

or, OR L
p 5 —— Rpdx + p (ry, Ry) + Q< T h> + T‘/ rpRydz,
0 0

or ' Ox
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portanto, utilizando as desigualdades de Poincaré 4.3 e de Holder*, podemos estabelecer a

seguinte desigualdade diferencial

e | Ba(®)llg & IB1(E)llo + C 1Ra(t)llg < ¢ |52 @) o IR @)llo + C lra(®)llo | Ra(E)lo
(4.27)

sendo C = (p%Q + qu + rL). De modo que podemos reescrevé-la como

FNBa Ol + S MR Olo < (|G O+ S Nra®)llo (4.28)

que € equivalente a

d Cy t
& (i, - [ (e

portanto concluimos que

o, Lo lor,
ecr || Ry (t —/ (eﬂp — (s
120l - | 24 (s)

€ ndo crescente. Em particular

IRu(B), < e 5 ( / t (

aplicando a decomposigao para o erro uy(t) — u(t), dada pela equagdo 4.20 obtemos

funt®) = w0l < el ([ (o5

Tomando como complemento o lema de Céa, definimos as seguintes estimativas:

8rh
5 ()

C <
S ) i) <0 @)

P

C c,
+ C—ecp Hrh(s)]|0> ds, (4.30)

0 P

a’f’h
5 )

C cg
+EE Il ) s+ IR, ) . @3

0 P

8rh

o) + St me, ) s+ Imo, )

P
(4.32)

J(0) — )y < Cob (el @33
8ﬂh ou 2 ou
|G- e < |G @34

Agora, conjugando a desigualdade 4.32 com as estimativas precedentes obtemos

ou

a(t) . ds

_cy [t ey
lun(t) — u(®)ly < Cob?|lully + Coh?e™ 5" /
0

(4.35)
_oy [PC < _c
bt [ fulyds + e 5 o ol
0 “p

*Sejam u, v € L*(2). Entdo (u,v) 1) < [[ull 2 1] L2 (0)-
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o que implica

_cy [P oy (]|0u
lun(t) = u(d)ll, < Cob? (||u||o+e s [ e ('
0

C
= = d
5| o full, )as)

(4.36)

_C
+ e @ |lug — uonll,

sendo Cjy uma constante positiva independente de h e de u. De modo que concluimos a estabili-

dade da aproximacdo Ritz - Galerkin relativamente a aproximag¢ao ug. Dai temos que

[lun(t)llg = 0, — oo. 4.37)

Esse comportamento da norma indica que a evolucgdo temporal do erro cometido tende

a nulidade, validando a convergéncia da solu¢do numérica para a exata, desconhecida a priori,
verificando a aplica¢do do Teorema de Lax - Milgram a este problema.

o> definida por

Tendo a convergéncia estabelecida com relagéo a norma ||-|

1
np—1 2

lunlly = | D hun(x:)® | . wy € Vi, (4.38)
1=1

no capitulo 5 buscaremos estimativas para o erro, tomando por hipétese a convergéncia do
método, utilizaremos como solu¢do analitica uma solu¢do numérica determinada utilizando uma

malha com um ndmero pré-determinado de pontos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

O objetivo deste capitulo € apresentar os resultados numéricos obtidos por meio do
modelo computacional desenvolvido. Para tanto utilizaremos a condi¢do de Dirichlet, aplicada
ao modelo de transferéncia de conhecimento, para se obter informagdes a cerca do processo de
transmissdo de conhecimento em uma cadeia cientifica. Isso implica que estamos supondo uma
cadeia controlada por fatores externos, mantendo-se o indice de produtividade ou criatividade

constantes em suas fronteiras.

Para lograr as informacdes sobre o processo de transmissdo/transferéncia de conhe-
cimento em uma cadeia, faz-se necessario algumas suposi¢oes e andlise dos parametros que
caracterizam o modelo 3.2. Esta andlise, qualitativa, nos permite visualizar o nivel de conheci-
mento presente em uma “cadeia” quando por exemplo existe uma redugdo da permeabilidade
cognitiva ocasionando perda no fluxo de conhecimento na cadeia. Por outro lado, para andlise de
erros da solu¢do numérica ndo haverd comparacao com a solugdo analitica, pois € desconhecida a
priori. Desta forma serdo feitas comparacdes entre os graficos do método utilizado admitindo-se
as mesmas condicdes de contorno, buscando identificar as regides do dominio que apresentam

maior erro.

A obtencdo dos resultados numéricos € feita por um codigo desenvolvido na linguagem
Matlab. Embasado na teoria construida pelo método Crank-Nicolson 3.18, visto na secdo 3.2.
A escolha do método, além de sua facil implementacao, estd amparada no fato do mesmo ser
incondicionalmente estdvel, isto €, ndo necessita satisfazer condicdes especificas para que a
solucdo numérica convirja para solucdo. Esta afirmacao foi provada a secdo 3.3 com a equacao
3.33 , onde discutimos os critérios de convergéncia e estabilidade para os métodos explicito
e implicito adotando a norma do maximo em seguida aplicando o critério de Von Neumann

equacao 3.54.

5.1 RESULTADOS NUMERICOS

O processo de transmissao de conhecimento entre elementos de uma cadeia pode ser

simulado por meio da equacdo 5.1, que aqui denominamos caso geral

ou 0%u o*u

— = \G— - N1 - NKy— — 5.1
or = Mg AL Mg G-D
quando supomos que o processo de transferéncia seja & uma taxa unitdria (A = 1) a equagio

precedente assume a forma

oty (5.2)



Capitulo 5. RESULTADOS E DISCUSSOES 49

A equacdo 5.2 € vista como um processo de difusao pura, o qual chamaremos de caso
simples. Atribuindo algumas hipéteses para seus parametros € possivel simular o processo de
transmissao de conhecimento tanto para o caso de transferéncia unitdria, quanto para o caso geral,
que veremos nos exemplos que seguem. Os resultados numéricos obtidos para aproximagao da
solugcdo do problema serdo apresentados nas tabelas 5.1 a 5.20, sendo as colunas com valores
para Snap0 e u(z;,t;) representando a condigdo inicial e solu¢do computacional no instante de
tempo At = 0, 1 ciclos de evolugao, respectivamente. Para o instante de tempo foi considerado
um tempo computacional final igual a 0, 1, o mesmo foi dividido em 10 passos de tempo iguais a
0,01. As duas ultimas colunas representam o erro de truncamento local e global, respectivamente.

O erro global, aqui, € visto como acimulo de erros de trucamento locais.

Exemplo 5.1. Os resultados foram obtidos supondo uma cadeia com altos incentivos e vasta
criatividade, porém com uma baixa densidade de conhecimento no inicio do processo dada pela
condigdo inicial uy = 2 — sin(7x), o que nos leva a uma alta taxa de geragdo de conhecimento,
que agregado com o pardmetro c, e controlado pelo parametro K, observamos um aumento da
densidade de conhecimento sendo distribuida proximo aos extremos da cadeia durante todo o
processo. No resultado apresentado na figura 5.1 estdo sendo atribuidos o = 0, 025000, p =

1,050000 e w = 0,450000 obtendo um tempo computacional 7,219237 ciclos de evolugao.

Solugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1
24 T T T T T

—#—condigdo inicial
—#—solugdo computacional

rd
3]
T
1

o]
Iy

_;
o

_x
™

Densidade de conhecimento

.
.

k1=0.0005
=0.4
cp=0.01

—y
[
T

1 1 1 | | = 1 1 1 1
] 0.1 0.2 03 0.4 0Aa N5 07 na no 1
Bloco ou célula

Figura 5.1 — Alta geracdo com relacdo a permeabilidade cognitiva.

Para a figura 5.2, geometricamente obtemos um resultado semelhante ao caso anterior,
entretanto, temos um tempo computacional de 7, 570587 ciclos de evolugdo, assim, observamos

que com uma taxa de geracdo de conhecimento nula a densidade de conhecimento distribui-se
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de forma mais lenta. Para a figura (c) temos o = 3472,222222, p = —7043,444444, w =
6945, 444444 e um tempo computacional de 7,880411 ciclos de evolugdo. Para a figura (d)
para um tempo computacional de 7,993981 ciclos de evolug¢do observamos uma leve perda de
conhecimento de forma uniforme ao londo de toda a cadeia, isso deve-se ao fato de estarmos

supondo ¢, (impedancia cognitiva) unitério.

Solugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1
247
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Figura 5.2 — Taxa de geracdo de novos conhecimentos nula.

Nas figuras 5.1, 5.2 e 5.3 estamos considerando ¢, = 0, 01, enquanto para a figura 5.4
¢, = 1. As duas primeiras simulagdes nos mostram que mantendo constante os valores de
permeabilidade cognitiva e variando a taxa de geragcao impostas por criatividade ou incentivos
obtemos quase resultados idénticos a menos de uma redu¢do na densidade de conhecimento nos
extremos da cadeia. Por outro lado, atrelando altos valores de criatividade com altos valores
de permeabilidade percebemos uma elevacao da densidade de conhecimento distribuida ao
longo de toda a cadeia o que pode ser visto na figura 5.3. Entretanto, reduzindo bruscamente a
criatividade ou incentivos de modo que a taxa de geracdo se anule e supondo uma diminui¢do na
velocidade de aprendizado representada por ¢, = 1 percebemos uma leve perda de quantidade

de conhecimento ao longo de toda a cadeia vista na figura 5.4.
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Solugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1
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Figura 5.3 — Alta permeabilidade cognitiva e alta geracao.

Solugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1

ES

&
T

*

" & 4
i i i3

*

19F

—#— condigao inicial

187 —#— solugdo computacional

1.7

151

141

Densidade de conhecimento

12¢ K1 =100
r=10

cp=1

111

1 1 1 | | & 1 1 ]
a 0.1 0z 03 04 05 08 07 og 0% 1

Bloco ou célula

Figura 5.4 — Alta permeabilidade, impedancia cognitiva unitaria e geragcao nula.

A andlise geométrica advinda das figuras 5.1 e 5.2 nos mostram o acréscimo de conheci-
mento ao longo de toda a cadeia, entretanto, percebemos que para o primeiro grafico obtemos
acréscimos em valores maiores com relagdo ao segundo grafico, porém, mesmo que pequenos, o

primeiro grafico € visto como acréscimo em sua densidade de conhecimento em determinados
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pontos do dominio, por outro lado, assim como no primeiro grafico, o segundo grafico destaca
uma perda de conhecimento em alguns blocos do dominio, isso deve-se ao fato de estarmos
supondo uma cadeia em que inexiste criatividade ou incentivos a geracao de novos conhecimento

como podemos ver os valores numéricos nas tabelas 5.1 e 5.2.

Tabela 5.1 — Tabela de resultados para /; = 0.0005,r = 0.5.

z; Snap0 u(x;, t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,0000

0,1 | 1,69098300562505 | 2,17301984705474 0,0000 0,0003e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,99035793410349 0,0000 0,0040e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 2,00053733908250 0,0000 0,0475e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,99996996241153 0,4441e-015 0,7889¢-015
0,5 1 2,00000333750983 0,0000 0,0944¢-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,99996996241153 0,4441e-015 0,7889¢-015
0,7 | 1,19098300562505 | 2,00053733908250 0,0000 0,0475e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,99035793410349 0,0000 0,0040e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 2,17301984705474 0,0000 0,0003e-015
1,0 2 2 0,0000 0,0000

Os valores para o erro global representados nas tabelas 5.1 e 5.2, aparentemente nos dao

a impressao de crescimento, entretanto, os mesmo estao sendo ilustrados para cada ponto do

dominio visto a partir da fronteira para seus pontos internos.

Tabela 5.2 — Tabela de resultados para /; = 0.0005,r = 0.

X5 Snap0 u(x;, t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,0020e-014
0,1 | 1,69098300562505 | 2,10567038943792 0,0000 0,0155e-014
0,2 | 1,41221474770753 | 1,99721727184355 0,0000 0,0955e-014
0,3 | 1,19098300562505 | 2,00007328050699 0,4441e-015 0,4672e-014
0,4 | 1,04894348370485 | 1,99999806889094 0,6661e-015 0,6177e-014
0,5 1 2,00000010163732 0,0000 0,2160e-014
0,6 | 1,04894348370485 | 1,99999806889094 0.4441e-015 0,4519e-014
0,7 | 1,19098300562505 | 2,00007328050699 0,4441e-015 0,4561e-014
0,8 | 1,41221474770753 | 1,99721727184356 0,0000 0,2421e-014
0,9 | 1,69098300562505 | 2,10567038943792 0,8882e-015 0,7240e-014
1,0 2 2 0,0416e-015 0,1820e-014

Pensando como esta situacdo € vista com relacdo a ganhos ou perdas em densidade
de conhecimento na cadeia, percebemos que a célula central assume valores maximos aos
das células das fronteiras, percebemos ainda, que quanto mais préoximas das fronteiras estao
as células, maiores sdo os valores de sua densidade. Isso € uma consequéncia de estarmos
considerando uma permeabilidade cognitiva muito pequena, ocasionando uma perda no fluxo
de conhecimento no interior da cadeia. Essa situacdo € intensificada quando além de uma baixa
permeabilidade, impomos uma taxa de geragdo de novos conhecimentos nula (r = 0), tabela 5.2,
isso implica uma perda significativa em quantidade de conhecimento em células internas, que

hipoteticamente, poderiamos chegar ao desaparecimento da cadeia quando evoluimos no tempo.

As tabelas 5.3 e 5.4 foram obtidas com determinadas manipulagdes em todos os para-

metros, ainda assim, continuam apresentando erros pontuais, entretanto, em ambos 0s casos ¢é
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perceptivel uma simetria tanto para os valores de truncamento local, quanto para o erro global os

quais apresentaram uma forma crescente com valores na tabela 5.3 que ja era esperado devido

seus autovalores apresentarem modulo maiores que 1.

Tabela 5.3 — Tabela de resultados para K; = 100, = 100.

T; Snap0 u(x;, t;) Errode discretizacdo | Erro global
0,0 2 2 0,0278e-015 0,0741e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 2,03663605100540 0,0000 0,1429¢-015
0,2 | 1,41221474770753 | 2,03436443522138 0,0000 0,2014e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 2,03277323525474 0,8882e-015 0,2450e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 2,03183094534615 0,0000 0,2701e-015
0,5 1 2,03151890815541 0,0000 0,2763e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 2,03183094534615 0,0000 0,2638e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 2,03277323525474 0,0000 0,2343e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 2,03436443522138 0,0000 0,1898e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 2,03663605100540 0,0000 0,1335e-015
1,0 2 2 0,0278e-015 0,0689¢-015
Tabela 5.4 — Tabela de resultados para K| = 100, = 0c, = 1.
Z; Snap0 w(z;, ;) Errode discretizagio | Erro global
0,0 2 2 0,0555e-015 0,0367e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,91573855915473 0,0000 0,1192e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,90902655008890 0,4441e-015 0,1255e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 1,90413401002130 0,2220e-015 0,1081e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,90115878975326 0,0000 0,1289¢-015
0,5 1 1,90016039369016 0,0000 0,1040e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,90115878975326 0,0000 0,1025e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 1,90413401002130 0,2220e-015 0,0703e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,90902655008890 0,0000 0,1001e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,91573855915473 0,2220e-015 0,0595e-015
1,0 2 2 0,0000 0,0442¢-015

Exemplo 5.2. Para este exemplo estamos aplicando uma variag¢do na capacidade de aprendizado

dos individuos da cadeia, na figura 5.5 é considerado c, muito pequeno, enquanto na figura

5.6 ¢, é considerado grande com um tempo computacional de 8.271305 e 8.206285 ciclos de

evolugdo, respectivamente.

Em ambos os gréificos percebemos que os parametros de geracdo e permeabilidade
cognitiva estdo fortemente interligados para o avango da quantidade de conhecimento, entretanto,

0 qudo rapido as células adquirem novas informagdes € controlado pelo pardmetro c,,.

Esta andlise nos permite concluir que a cadeia de conhecimento nido consegue crescer
ou evoluir de forma ilimitada. Isso deve-se aos parametros de transferéncia e capacidade de
aprendizado dos individuos. Uma possivel mudanga nesse cendrio seria criar estratégias para
acelerar a taxa de transferéncia de conhecimento, isso € claro, se na cadeia o parametro de

criatividade € alto.
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Figura 5.5 — Baixa impedancia cognitiva.
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Figura 5.6 — Alta impedancia cognitiva.

Para os dados obtidos nas tabelas 5.5 e 5.6 foi escolhido supor que haja alta permeabi-
lidade e alta geracdo, assim verificar a distribui¢do de conhecimento quando manipulamos a
velocidade de aprendizado imposta pelo pardmetro c,. Da andlise geométrica percebemos que

para ¢, = 10 obtemos uma quantidade de conhecimento maior com 0s mesmos parametros
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de permeabilidade e geracdo, entretanto, pelos dados numéricos podemos visualizar melhor

essa informacdo verificando que de fato seus valores sdo maiores, porém, é percebido que a

velocidade no aprendizado varia de célula para célula.

Tabela 5.5 — Tabela de resultados para Ky = 100, = 100 ¢, = 0, 0001.

x4 Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0555e-015 0,2307e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 2,03740432556808 0,4441e-015 0,4450e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 2,03506432007756 0,8882e-015 0,6276e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 2,03342553085996 0,0000 0,7660e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 2,03245518540849 0,4441e-015 0,8520e-015
0,5 1 2,03213387875482 0,0000 0,8805e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 2,03245518540849 0,4441e-015 0,8502e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 2,03342553085996 0,8882e-015 0,7630e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 2,03506432007756 0,0000 0,6238e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 2,03740432556808 0,0000 0,4412e-015
1,0 2 2 0,0000 0,2284e-015
Tabela 5.6 — Tabela de resultados para K; = 100 = r ¢, = 10.
x4 Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,1402e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,95875770406295 0,2220e-015 0,4066e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 2,08446874146754 0,8882e-015 0,8042e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 2,19497540540797 0,4441e-015 0,6845e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 2,27038649637496 0,4441e-015 0,6643e-015
0,5 1 2,29712801799446 0,4441e-015 0,6090e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 2,27038649637496 0,0000 0,3464e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 2,19497540540797 0,0000 0,2567e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 2,08446874146754 0,0000 0,1923e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,95875770406295 0,0000 0,1285e-015
1,0 2 2 0,0000 0,0642e-015

Nos exemplos anteriores estivamos considerando uma densidade de conhecimento baixa
dada pela condi¢@o inicial ug = 2 — sin(7x). Nos préximos exemplos iremos supor uma

densidade inicialmente alta dada pela condig¢do inicial ug = 2 + sin(7z).

Exemplo 5.3. Consideremos que a cadeia possua inicialmente uma quantidade de conhecimento
dada pela condigdo inicial uy = 2 + sin(wz), sendo controlada por condigcdes de contorno

constantes. Isso significa que ndo existe troca de conhecimento com o meio externo.

Observamos na figura 5.7 um indice de produtividade alto dado pela condicdo inicial uy =
2 + sin(7x), entretanto, é percebido que a evolugdo ou varia¢do da densidade de conhecimento a
medida que avancamos no tempo € decrescente com relacio a condi¢do inicial. Para este exemplo
estd sendo considerado uma alta permeabilidade (/; = 100) e baixa impedancia (¢, = 0,01) o
que teoricamente deveria nos garantir um processo mais acelerado do aprendizado dos individuos
da cadeia. Entretanto, ndo foi percebido acréscimo na quantidade de conhecimento devido ao
fato de estarmos supondo uma cadeia com células internas com criatividade ou incentivos nulos,

isto €, inexiste geragdo de novos conhecimentos entre as células da cadeia. Na tabela 5.7 pode
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ser visto os resultados para a aproximacao de u ilustrando os valores numéricos para os erros de

truncamento local e global.

Densidade de conhecimento

Os dados apresentados na tabela 5.7 nos mostram variagdo no sentido de decrescimento
da quantidade inicial de conhecimento. Este exemplo nos ajuda a verificar que mesmo com
altos valores de permeabilidade, ou seja, o fluxo de conhecimento na cadeia € intenso, mas sem
criatividade ndo ha geracao de novos conhecimentos em consequéncia a cadeia ndo consegue
evoluir, isso pode ser verificado pelos valores correspondentes as densidades em cada bloco na
tabela 5.7, onde percebemos que apenas nas fronteiras temos valores iguais ao processo inicial

sendo os demais valores inferiores, caracterizando uma perda em densidade de conhecimento o
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Figura 5.7 — Alta densidade de conhecimento inicial.

que pode ocasionar o desaparecimento da cadeia.

Tabela 5.7 — Tabela de resultados para Ky = 100, = 0¢, = 0,01.

x; Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0004e-015 0,0314e-016
0,1 | 2,30901699437495 | 1,99920015454494 0,2220e-015 0,0379e-016
0,2 | 2,58778525229247 | 1,99920015454494 0,0000 0,1029e-016
0,3 | 2,80901699437495 | 1,99920015454494 0,2220e-015 0,0654e-016
0,4 | 2,95105651629515 | 1,99920015454494 0,2220e-015 0,0740e-016
0,5 3 1,99920015454494 0,2220e-015 0,0775e-016
0,6 | 2,95105651629515 | 1,99920015454494 0,4441e-015 0,0758e-016
0,7 | 2,80901699437495 | 1,99920015454494 0,0000 0,1270e-016
0,8 | 2,58778525229247 | 1,99920015454494 0,2220e-015 0,0516e-016
0,9 | 2,30901699437495 | 1,99920015454494 0,0000 0,0685e-016
1,0 2 2 0,0000 0,0342e-016
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Por outro lado, quando supomos uma cadeia em que haja alta criatividade ou incentivo
percebemos que ainda existe uma variacdo no sentido de perda em nivel de conhecimento ao
longo de toda a cadeia, o que pode ser visto na figura abaixo com seus resultados numéricos na
tabela 5.8.
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Figura 5.8 — Alta densidade de conhecimento inicial com alta geracao de novos conhecimentos.

Tabela 5.8 — Tabela de resultados para K| = 100, = 100¢, = 0, 1.

x; Snap0 (i, t;) Errode discretizagio | Erro de global
0,0 2 2 0,0278e-015 0,0741e-015
0,1 | 2,30901699437495 | 2,03663605100540 0,0000 0,1429e-015
0,2 | 2,58778525229247 | 2,03436443522138 0,0000 0,2014e-015
0,3 | 2,80901699437495 | 2,03277323525475 0,8882e-015 0,2450e-015
0,4 | 2,95105651629515 | 2,03183094534615 0,0000 0,2701e-015
0,5 3 2,03151890815541 0,0000 0,2763e-015
0,6 | 2,95105651629515 | 2,03183094534615 0,0000 0,2638e-015
0,7 | 2,80901699437495 | 2,03277323525474 0,0000 0,2343e-015
0,8 | 2,58778525229247 | 2,03436443522138 0,0000 0,1898e-015
0,9 | 2,30901699437495 | 2,03663605100540 0,0000 0,1335e-015
1,0 2 2 0,0278e-015 0,0689¢-015

Percebemos, pelos valores ilustrados na tabela 5.8, que apesar de se efetuar uma variacao
no termo de geracdo de novos conhecimento deixando claro uma variag@o de drea com relacdo a
condi¢do inicial, como visto na figura correspondente acima, ainda caracteriza uma perda na

quantidade de conhecimento, porém de forma mais lenta que no caso anterior.

Exemplo 5.4. Neste exemplo iremos verificar o comportamento da cadeia quando se é aumen-
tado os valores de sua impedadncia cognitiva. Para verificar este comportamento também iremos

efetuar variacoes nos termos de permeabilidade e geracdo de novos conhecimentos.
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Para este exemplo o comportamento da solucdo numérica apresenta uma caracteristica
interessante quando aumentamos a impedancia, percebemos uma diminui¢do na velocidade do
aprendizado dos individuos o que nos mostra um decréscimo no nivel de conhecimento nas
células internas a cadeia o que pode ser visto nas figura abaixo. Nesse sentido, a medida que
aumentamos os valores de ¢, mais lenta € a capacidade de aprender das células. Se aumentamos
a impedancia e diminuimos os valores da permeabilidade e criatividade na cadeia é notdrio que a
cadeia ndo consegue evoluir tendendo a permanecer com o nivel de conhecimento inicial, ou seja,
inexiste a a geracdo de novos conhecimentos em consequéncia a cadeia tende ao desaparecimento

quando ¢ — oo.
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Figura 5.9 — ¢, = 1,7 = 100, K, = 100.
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Densidade de conhecimento
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Figura 5.11 — ¢, = 35,7 = 10, K; = 10.
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Este exemplo nos mostram de forma nitida o papel da impedancia cognitiva no de-
senvolvimento da cadeia. Nas figuras 5.9 e 5.10 em que foram adotados em ambos os casos
¢, = 1, percebemos que a variagdo da quantidade de conhecimento com relagdo a densidade
inicial é muito grande, caracterizando uma perda de densidade do conhecimento na cadeia. Isso
acontecerd mesmo se imposi¢des com valores altos de permeabilidade cognitiva e geracao de
novos conhecimentos, entretanto, quando assumimos valores mais proximos da impedancia
unitéria (considerada ndao muito grande), percebemos uma perda de conhecimento de forma mais
lenta. Posto isto, e mantendo constante e iguais a 10 os valores de e K7, aumentando de brusca
os valores de ¢, (35 e 45), figuras 5.11 e 5.12 percebemos ganhos e perdas de forma oscilatéria a

densidade inicial.
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Nas figuras 5.13 e 5.14, é percebido para o primeiro caso que a quantidade de conhe-
cimento permanece inalterada nas células proximas as fronteiras, posteriormente assumindo
valores constantes iguais aos valores de fronteira nas demais células. Para o segundo caso obte-
mos uma leve diferenga proximo as fronteiras e mantendo-se constantes nas células mais internas.
Este exemplo nos comprova nossa afirmagao quando definimos o problema 3.2, assim ficou
comprovado que quanto maior os valores de ¢, menor serd a capacidade de aprendizado dos
individuos da cadeia, mesmo que a cadeia detenha de vasta criatividade e alta permeabilidade

cognitiva a mesma nao consegue evoluir.

Nos exemplos que seguem iremos manter os parametros adotados nos casos anteriores,
entretanto, acrescentando um coeficiente de retencdo cognitiva que caracteriza a equacao do
conhecimento em sua forma geral 5.1 o que pressupde uma taxa de transferéncia ndo unitdria.
Posto isto, o0 objetivo € verificar a variacdo da densidade de conhecimento na cadeia com relagdo
ao seu nivel inicial e posteriormente fazer comparacdes com os resultados obtidos no caso de

difusdo pura.

Exemplo 5.5. Na figura 5.15 estamos supondo os parametros K1 = Ky = 0,0005 e r = 100,
para a figura 5.16 é imposta uma reten¢do cognitiva mil vezes maior (Ks = 0,5) que sua
permeabilidade em toda a cadeia, tomando a taxa de geragcdo de conhecimento igual ao

parametro de permeabilidade.

Os resultados que seguem foram obtidos para o problema em sua forma geral, conside-
rando uma baixa densidade de conhecimento inicial dada pela condig¢o inicial ug = 2 — sin(7z).
Sobre os mesmos € feita uma andlise do processo de evolucio ou involucdo da cadeia quando se

varia os parametros de permeabilidade e reten¢do cognitiva.
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Figura 5.15 — Baixa permeabilidade e baixa reteng¢do cognitiva com alta geracao.
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Figura 5.16 — Retenc¢do cognitiva mil vezes maior que a permeabilidade cognitiva.

Percebe-se no primeiro grafico um ganho de densidade de conhecimento nas células
mais proximas das fronteiras, isso justifica-se pelo fato de estarmos considerando uma baixa
permeabilidade cognitiva o que significa uma baixa troca informacao entre as células. Por outro
lado, quando aumentamos os valores de reten¢do, e diminuimos a taxa de geracdo de modo a se
igualar ao parametro de permeabilidade, percebemos uma perda em densidade de conhecimento
em todas as células da cadeia, isso significa que se ndo existe incentivos ou criatividade além disso
sendo o fluxo de informacdes no interior da cadeia seja muito baixo teremos o desaparecimento

da cadeia ou grupo de pesquisa quando avangarmos no tempo.
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Figura 5.17 — Reten¢do cognitiva igual a taxa de geral e mil vezes menor que a permeabilidade.
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Por outro lado, quando aumentamos o pardmetro de permeabilidade (K; = 0,5), ou seja,

Salugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1

4.45-

ha L
[l w [l

Densidade de conhecimento

b

—F—condigdo inicial

—#— solugdo computacional

cp 0.

K1=048
K2 =0.0005
r=0.5

05 04 05 0O

Bloco ou célula

Figura 5.18 — (

6 07 08 09 1

dl)

€ aumentado o fluxo ou troca de conhecimento entre as células, em mil vezes o termo de retencao,

e permanecendo com uma baixa taxa geracao percebemos um ganho significativo na densidade
de conhecimento, principalmente nas células mais internas o que podemos visualizar na figura
5.17. Permanecendo com os mesmos parametros de retencdo e permeabilidade cognitiva, se
¢ aumentado os incentivos ou surgem pesquisadores mais criativos percebemos uma variagao
muito alta com relagdo a ganho de densidade de conhecimento ao longo de toda a cadeia, isso

deve-se ao fato de estarmos considerando os valores de permeabilidade muito maiores do que

o de retencao, visto que sao seus valores que controlam o fluxo de conhecimento na cadeia.

Em consequéncia um distanciamento positivo com relacdo a condicao inicial o que pode ser

visualizado na figura 5.18. Seus valores numéricos podem ser vistos nas tabelas 5.9 a 5.12.

Tabela 5.9 — Tabela de resultados para o caso geral com K; = 0.0005 = K5, = 100 ¢, = 0.01.

Z; Snap0 w(x;, t;) Errode discretizacdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,9201e-06
0,1 | 1,69098300562505 | 4,10066852325779 0,0000 2,4406e-06
0,2 | 1,41221474770753 | 1,51281371489143 0,0222e-014 4,2427e-06
0,3 | 1,19098300562505 | 1,98136255917593 0,1554e-014 6,0052e-06
0,4 | 1,04894348370485 | 2,00189416623728 0.0888e-014 7,4159e-06
0,5 1 2,00024158508461 0,0000 8,2012e-06
0,6 | 1,04894348370485 | 2,00189416623727 0,1332e-014 8,1678e-06
0,7 | 1,19098300562505 | 1,98136255917592 0,1554e-014 7,2546e-06
0,8 | 1,41221474770753 | 1,51281371489144 0,0666e-014 5,5778e-06
0,9 | 1,69098300562505 | 4,10066852325779 0,0000 3,4541e-06
1,0 2 2 0,0444e-014 1,3840e-06

A tabela 5.9 nos mostrou que os valores da solu¢do computacional estdo distantes dos

valores para condicao inicial, todavia, a células mais proximas das fronteiras apresentam valores

maiores o que ji era esperado pela andlise geométrica vista no grafico 5.15.
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Tabela 5.10 — Tabela de resultados para o caso geral com K; = 0.0005 = r, Ky = 0.5, ¢,

0.01.
x; Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,0507e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,98619031126635 0,6661e-015 0,0692e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,98096852089163 0,0000 0,1869e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 1,97710655824225 0,4441e-015 0,1341e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,97473484753678 0,2220e-015 0,2681e-015
0,5 1 1,97393501794101 0,4441e-015 0,1579e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,97473484753678 0,0000 0,1522e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 1,97710655824226 0,4441e-015 0,2352e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,98096852089163 0,0000 0,1022e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,98619031126635 0,2220e-015 0,0636e-015
1,0 2 2 0,0000 0,0448e-015

A tabela 5.10 nos mostra os valores de quantidade de conhecimento préoximos ao valor
constante considerado nas fronteiras em todas as células. Isso é devido ao fato de estarmos
considerando uma troca de informacdes entre as células, dada pela sua permeabilidade, muito
baixa juntamente com uma baixa criatividade. Esta andlise numérica, assim como a geométrica

vista no grafico 5.16, indica o desaparecimento da cadeia ao avangarmos no tempo.

Os resultados numéricos visualizados na tabela 5.11 nos indicam um ganho significativo
em quantidade de conhecimento com relacdo as condic¢des iniciais, porém esse acréscimo é
percebido de forma mais lenta ficando, ainda, células proximas das fronteiras ou com pouca
interacdo com valores pequenos em quantidade de conhecimento. Por outro lado, na tabela 5.12
seus resultados provém de uma cadeia em que seus elementos apresentam alta criatividade ou
incentivos o que acarreta em uma geracao de novos conhecimentos que € distribuida ao longo de
toda a cadeia, visto que estamos considerando uma alta permeabilidade com relagdo a retencao

cognitiva.

Tabela 5.11 — Tabela de resultados para o caso geral com Ky = 0.0005 = r, K1 = 0.5, ¢, =

0.01.
x; Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,1137e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,99123594639439 0,2220e-015 0,2879e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 2,11765165890199 0,0000 0,3369e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 2,22636513866810 0,4441e-015 0,5819e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 2,29936021600921 0,4441e-015 0,6671e-015
0,5 1 2,32504619525246 0,4441e-015 0,6875e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 2,29936021600921 0,4441e-015 0,6693e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 2,22636513866810 0,4441e-015 0,5856e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 2,11765165890199 0,0000 0,3443e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,99123594639439 0,2220e-015 0,3158e-015
1,0 2 2 0,2220e-015 0,2138e-015
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Tabela 5.12 — Tabela de resultados para o caso geral com Ky = 0.0005, K; = 0.5 = rc, = 0.01.

X5 Snap0 u(x;, t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,2665e-014 0,0260e-013
0,1 | 1,69098300562505 | 2,96764252817755 0,4885e-014 0,0502¢-013
0,2 | 1,41221474770753 | 3,50265803583431 0,6661e-014 0,0704e-013
0,3 | 1,19098300562505 | 3,91924742166854 0,8438e-014 0,0867e-013
0,4 | 1,04894348370485 | 4,18327732510544 0,8882e-014 0,0956e-013
0,5 1 4,27368520338560 0,9770e-014 0,1009e-013
0,6 | 1,04894348370485 | 4,18327732510544 0,9770e-014 0,0975e-013
0,7 | 1,19098300562505 | 3,91924742166854 0,7105e-014 0,0823e-013
0,8 | 1,41221474770753 | 3,50265803583431 0,6661e-014 0,0695e-013
0,9 | 1,69098300562505 | 2,96764252817755 0,5329e-014 0,0517e-013
1,0 2 2 0,2665e-014 0,0265e-013

Nas figuras 5.19 e 5.20, estamos considerando os parametros K; = 0,0005, Ky = 0,5

e K1 = 0,5, Ky = 0,5, respectivamente, ambos com uma taxa de geracdo nula (r

0).

Percebemos pelas imagens que a diferencga de variagcdo de drea entre as mesmas foram quase

imperceptiveis. Essa diferenca pode ser visualizada por meio dos valores numéricos proximos

de uma constantes na tabela 5.14.

Nas figuras 5.21 e 5.22, estamos considerando os parametros K; = 100, Ky = 25 e

K, =25, Ky = 100, respectivamente, ambos com uma impedéncia cognitiva unitaria (c,
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Figura 5.19 — Baixa permeabilidade e geracdo nula.
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Figura 5.20 — Permeabilidade igual a retengdo cognitiva e geragdo nula.
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Tabela 5.13 — Tabela de resultados para o caso geral com K; = 0.0005, Ky = 0.5,7 =0, ¢, =
0.01.
x; Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,0199¢e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,98618630588226 0,2220e-015 0,0295e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,98096279902236 0,0000 0,0864e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 1,97709950297373 0,0000 0,1235e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,97472694784616 0,0000 0,1614e-015
0,5 1 1,97392682923233 0,2220e-015 0,1083e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,97472694784616 0,4441e-015 0,1132e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 1,97709950297373 0,2220e-015 0,1020e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,98096279902236 0,2220e-015 0,0778e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,98618630588226 0,0000 0,0828e-015
1,0 2 2 0,0139e-015 0,0184e-015
Tabela 5.14 — Tabela de resultados para o caso geral com K| = 0.5 = Ky, 7 =0, ¢, = 0.01.
X5 Snap0 u(x;, t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0139e-015 0,0228e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,98672615208598 0,4441e-015 0,0447e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,98185875385125 0,4441e-015 0,0617e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 1,97830469174427 0,0000 0,1188e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,97613998917922 0,0000 0,1169e-015
0,5 1 1,97541291103985 0,0000 0,1087e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,97613998917922 0,0000 0,0985e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 1,97830469174427 0,2220e-015 0,0487e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,98185875385125 0,0000 0,0670e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,98672615208598 0,2220e-015 0,0245e-015
1,0 2 2 0.0139e-015 0,0101e-015

Para os resultados da tabela 5.13, foram adotados parametros de permeabilidade e
retencdo cognitiva pequenas e distintos com taxa de geragdao de novos conhecimentos igual a

zero. E perceptivel uma variacao significativa ao longo de toda a cadeia com relag@o a condi¢do
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inicial, entretanto a cadeia nao consegue evoluir. Para a tabela 5.14, igualamos os parametro
de retencao cognitiva ao de permeabilidade, em consequéncia percebemos que o ganho em

densidade de conhecimento foram menores que os anteriores em células proximas das fronteiras.

Solugio Mumerica para passo de termpo time t=0.1

——condigdo inicial
—#— solugdo computacional

Densidade de conhecimento

1 1 1 1 1 s 1 1 1 1 ]
0 01 02 03 0.4 0s 0B 07 g 09 1
Bloco ou célula

Figura 5.21 — Alta permeabilidade, alta retencdo, alta geragao e impedancia unitéria.

Solugio Mumerica para passo de termpo time t=0.1
4
—#— condig&o inicial
—#— solugdo computacional

Densidade de conhecirmento

1 1 1 1 1 s 1 1 1 1 ]
1] 0.1 0.2 03 04 0s 0B 07 o8 09 1
Bloco ou célula

Figura 5.22 — Alta permeabilidade, alta retencio, taxa de geragdo nula e impedancia unitaria.

Para as tabelas 5.15 e 5.16 optamos por elevar os parametros de reten¢do e permeabilidade
cognitiva supondo uma impedancia cognitiva unitdria (¢, = 1). Na tabela 5.15 a permeabilidade
cognitiva ¢ mantida 4 vezes maior que o termo de retencdo. Na tabela 5.16 invertemos os
parametros de permeabilidade e retencdo obtendo densidade conhecimento um pouco maior que
no caso anterior. Em ambos os casos percebemos um ganho em densidade de conhecimento com

relagc@o a condi¢do inicial, porém a cadeia ndo consegue evoluir.
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Tabela 5.15 — Tabela de resultados para o caso geral com K; = 100, Ky = 25,7 = 25, ¢, = 1.

X5 Snap0 u(x;, t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0278e-015 0,0215e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,97872718140241 0,0000 0,1033e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,97130869027816 0,2220e-015 0,1033e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 1,96600062563328 0,2220e-015 0,1440e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,96280891050403 0,0000 0,3126e-015
0,5 1 1,96174354190288 0,6661e-015 0,2054e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,96280891050403 0,4441e-015 0,2048e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 1,96600062563328 0,0000 0,3135e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,97130869027816 0.6661e-015 0,1414e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,97872718140241 0,0000 0,1503e-015
1,0 2 2 0,0278e-015 0,0338e-015

Tabela 5.16 — Tabela de resultados para o caso geral com K; = 25, K, = 100,r =0, ¢, = 1.

x; Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0069¢-015 0,0168e-015
0,1 | 1,69098300562505 | 1,99334946283602 0,0000 0,0639e-015
0,2 | 1,41221474770753 | 1,99094832529944 0,0000 0,1106e-015
0,3 | 1,19098300562505 | 1,98920801579598 0,2220e-015 0,0817e-015
0,4 | 1,04894348370485 | 1,98815338776014 0,4441e-015 0,0973e-015
0,5 1 1,98780006878150 0,4441e-015 0,1010e-015
0,6 | 1,04894348370485 | 1,98815338776014 0,0000 0,1755e-015
0,7 | 1,19098300562505 | 1,98920801579598 0,0000 0,1462e-015
0,8 | 1,41221474770753 | 1,99094832529944 0,2220e-015 0,0576e-015
0,9 | 1,69098300562505 | 1,99334946283602 0,2220e-015 0,0350e-015
1,0 2 2 0,0069¢-015 0,0189¢-015

Exemplo 5.6. Neste exemplo iremos considerar inicialmente uma alta quantidade de conheci-
mento, dada pela condi¢do inicial uy = 2+ sin(nx), adotando os parametros 10 vezes menor do
que os parametros do exemplo 5.3, e com as mesmas condigcdes iniciais e de contorno, entretanto,

para o caso geral com o termo de 4° ordem (\ # 1).

Nas figuras 5.23 e 5.24, estamos considerando uma taxa de transferéncia A = 0, 25 com
K, = Ky = 10 e r = 0 para o segundo caso temos K| = K5 = 10 = r. Os dados nas tabelas

5.17 e 5.18 ilustram os resultados numéricos para este exemplo.

As tabelas 5.17 e 5.18 destacam a influéncia dos parametros de retencao e permeabilidade
cognitiva para o desenvolvimento da cadeia. Para a tabela 5.17 estamos supondo que nao haja
criatividade ou incentivos a geracdo de novos conhecimentos, percebemos pelos dados numéricos
e andlise geométrica que supondo inicialmente uma alta quantidade de conhecimento na cadeia
com permeabilidade e retencao intermedidrios e iguais mas sem geracao, esta quantidade de
conhecimento inicialmente tende a diminuir de forma significativa convergindo para a densi-
dade nas fronteiras. Por outro lado, igualando-se a taxa de geracdo aos termos de reten¢do e
permeabilidade, tabela 5.18, percebemos uma perda ainda maior em sua densidade conhecimento
inicial, obtendo valores menores que os de suas fronteiras. Diante disso, percebemos que para
que uma cadeia evolua nao € suficiente que tenhamos altos indices de reten¢ao, permeabilidade

e geracdo de novos conhecimentos, mas sim devemos buscar mecanismos que influenciam o
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desenvolvimento da cadeia atrelados a estes parametros.

Solugdo Mumerica para passo de ternpo time t=0.1

—#—condigdo inicial
—#— solugdo computacional

Densidade de conhecimento

18 1 1 | 1 | 1 1 | 1 |
1] a1 02z 03 04 05 0B 07 06 09 1

Bloco ou célula

Figura 5.23 — Permeabilidade e retencao cognitiva iguais com geracao nula.

Solugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1

—+— condigdo inicial
—#— solugdo computacional
28 K1=10
kK2 =10
r=10

cp =01

28

24

22

Densidade de conhecimento

18 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 a1 0.z 03 04 os 08 07 og 09 1

Bloco ou célula

Figura 5.24 — Permeabilidade e retencdo cognitiva iguais ao parametro de geracao.
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Tabela 5.17 — Tabela de resultados para caso geral, permeabilidade e retengdo cognitiva iguais
com geracao nula.

x; Snap0 w(2;,t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,0299¢-015
0,1 | 2,30901699437495 | 1,99353197619427 0,2220e-015 0,0396e-015
0,2 | 2,58778525229247 | 1,99124869287204 0,2220e-015 0,0640e-015
0,3 | 2,80901699437495 | 1,98960983829445 0,4441e-015 0,0835e-015
0,4 | 2,95105651629515 | 1,98862302283239 0,0000 0,1791e-015
0,5 3 1,98829346787247 0,0000 0,1862e-015
0,6 | 2,95105651629515 | 1,98862302283239 0,4441e-015 0,0945e-015
0,7 | 2,80901699437495 | 1,98960983829445 0,2220e-015 0,0809e-015
0,8 | 2,58778525229247 | 1,99124869287204 0,2220e-015 0,0598e-015
0,9 | 2,30901699437495 | 1,99353197619427 0,0000 0,0671e-015
1,0 2 2 0,0139e-015 0,0137e-015

Tabela 5.18 — Tabela de resultados para o caso geral, permeabilidade e retengdo cognitiva iguais
ao parametro de geragao.

T; Snap0 u(x;, t;) Errode discretizacdo | Erro global
0,0 2 2 0,0000 0,0255e-015
0,1 | 2,30901699437495 | 1,99686624414104 0,2220e-015 0,0342e-015
0,2 | 2,58778525229247 | 1,99580132256787 0,0000 0,1138e-015
0,3 | 2,80901699437495 | 1,99505064687169 0,2220e-015 0,0816e-015
0,4 | 2,95105651629515 | 1,99460420804322 0,2220e-015 0,0997¢-015
0,5 3 1,99445605356474 0,6661e-015 0,1093e-015
0,6 | 2,95105651629515 | 1,99460420804322 0,2220e-015 0,1074e-015
0,7 | 2,80901699437495 | 1,99505064687169 0,6661e-015 0,0947e-015
0,8 | 2,58778525229247 | 1,99580132256787 0,4441e-015 0,0720e-015
0,9 | 2,30901699437495 | 1,99686624414104 0,2220e-015 0,0439¢-015
1,0 2 2 0,0035e-015 0,0282¢-015

Exemplo 5.7. Neste exemplo vamos supor uma cadeia com um alto indice de conhecimento no
estdgio inicial dado por vy = 2-+sin(mz). Aqui, estdo sendo considerados os termos de retengao,
permeabilidade e geracdo de novos conhecimentos iguais a 0,5, 100 e 0,5, respectivamente,
adotando uma capacidade de aprendizado c, = 1. Em seguida faremos uma comparagdo com
o casos simples para as mesmas configuragoes, isto é,K; = 100 e r = 0, 5, e neste caso ndo

temos o pardmetro de retengdo.

As figuras 5.25 e 5.26, nos mostram os graficos para a evolugdo/involugdo da cadeia
quando atribuimos os mesmos parametros de permeabilidade e geracao para o caso geral e
simples, considerando uma alta densidade de conhecimento inicial. Para o caso geral, figura 5.25,
¢ atribuido o termo de reten¢do cognitiva que optamos por tomar seu valor igual ao da taxa de
geracdo, percebemos houve um aumento gigantesco em densidade de conhecimento com relagdo
a condic¢do inicial. Essa caracteristica da cadeia deve-se ao fato de estarmos considerando um
alto fluxo de informacdes entre as células, é controlada pelo termo de retencao cognitiva. Por
outro lado, para o caso simples, figura 5.26, percebemos uma perda significativa em quantidade

de conhecimento com relacdo a densidade inicial.
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Salugdo Mumerica para passo de tempo time t=0.1

8r —+— condigéo inicial
—#— solugdo computacional
7L K1 =100
K2=05
o r=05
£ cp=1
Efr
(&)
a
—
=
a
i 5 r
=
a
=
L3
=
2 4r
an
=
3k
2 1 1 1 1 1 1

—

1 1 1
0 01 02 03 04 0s 0B 07 pog 09
Bloco ou célula

Figura 5.25 — Caso geral com alta permeabilidade, baixa reten¢do cognitiva e baixa geracao de
novos conhecimentos.

Solugio Mumerica para passo de termpo time t=0.1

ar —+— condigéo inicial
—+—solugdo computacional
K1 =100
281
r=04
cp=0.1

26

24

22

Densidade de conhecirmento

2

1 1 1
1] 0.1 0z 03 04 s 08 07 08 09 1

18 1 1 1

Bloco ou célula

Figura 5.26 — Caso simples com alta permeabilidade cognitiva e baixa geracao de novos conhe-
cimentos.
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A tabela 5.19 apresenta os valores numéricos do exemplo acima para o problema em
sua forma geral. Percebemos os maiores valores em densidade de conhecimento nas células
mais proximas do centro, isso € devido ao fato das mesmas receberem maiores informacdes das
células vizinhas. A tabela 5.20 representa os valores numéricos para o caso simples, deixando

nitida a perda de densidade de conhecimento com relagdo a condicao inicial.

Tabela 5.19 — Tabela de resultados para o caso geral com alta permeabilidade, baixa retencdo

cognitiva e baixa geracao de novos conhecimentos.

Z; Snap0 w(z;, ;) Errode discretizagio | Erro global
0,0 2 2 0,1332e-014 0,1401e-014
0,1 | 2,30901699437495 | 4,62463450590602 0,2665e-014 0,3051e-014
0,2 | 2,58778525229247 | 5,96311910346818 0,4441e-014 0,4726e-014
0,3 | 2,80901699437495 | 7,01363267086694 0,6217e-014 0,6176e-014
0,4 | 2,95105651629515 | 7,68043332634259 0,7105e-014 0,7092e-014
0,5 3 7,90877185127632 0,7994e-014 0,7347e-014
0,6 | 2,95105651629515 | 7,68043332634259 0,5329e-014 0,6749e-014
0,7 | 2,80901699437495 | 7,01363267086694 0,7105e-014 0,6205e-014
0,8 | 2,58778525229247 | 5,96311910346818 0,4441e-014 0,4795e-014
0,9 | 2,30901699437495 | 4,62463450590602 0,2665e-014 0,3135e-014
1,0 2 2 0,1776e-014 0,1516e-014

Tabela 5.20 — Caso simples com alta permeabilidade cognitiva e baixa geracao de novos conhe-

cimentos.
Z; Snap0 w(z;, t;) Errode discretizagdo | Erro global
0,0 2 2 0,0555e-015 0,0684e-015
0,1 | 2,30901699437495 | 1,91603168273385 0,4441e-015 0,1428e-015
0,2 | 2,58778525229247 | 1,90938110134012 0,2220e-015 0,1500e-015
0,3 | 2,80901699437495 | 1,90453383602972 0,2220e-015 0,1470e-015
0.4 | 2,95105651629515 | 1,90158634738232 0,2220e-015 0,1337e-015
0,5 3 1,90059729042202 0,2220e-015 0,1070e-015
0,6 | 2,95105651629515 | 1,90158634738232 0,0000 0,1176e-015
0,7 | 2,80901699437495 | 1,90453383602972 0,0000 0,0717e-015
0,8 | 2,58778525229247 | 1,90938110134012 0,0000 0,0425e-015
0,9 | 2,30901699437495 | 1,91603168273385 0,0000 0,0235e-015
1,0 2 2 0,0000 0,0104e-015

Para o modelo de transmissdo do conhecimento proposto em nosso trabalho, observamos
nos resultados anteriores que mesmo com criatividade ou incentivos baixos, que por sua vez
resulta em uma taxa de geracao de novos conhecimentos pequena, o acréscimo ou decréscimo
do nivel intelectual em uma determinada cadeia é garantindo até certo nivel de evolucao ou
involugdo. Percebe-se ainda que os valores de ¢, ndo influenciam na solu¢do do problema,
seus valores apenas controlam a velocidade de aprendizado de uma cadeia. Tais resultados nos
mostram que mesmo quando o aumento a taxa de transferéncia a cadeia ndo evolui, isso se deve
ao fato de valores pequenos de criatividade ou incentivos, o que consequente nos dao valores

pequenos de geracdo de conhecimento.
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5.1.1 Anadlise de erros

A obtenc¢do de uma solucao numérica para determinado problema fisico exige a aplicacao
de diferentes técnicas numéricas € computacionais que nem sempre nos conduzem a resultados
satisfatorios. Isso € percebido mesmo quando se € utilizado métodos adequados e o tratamento de
dados ¢ feito de maneira correta, o que nos leva a concluir que estamos cometendo um erro que é
proveniente do processo de resolucido que geralmente estdo associados aos erros de truncamento,
de arredondamento ou representacdo de resultados de operagdes aritméticas do computador.
Esses erros podem ser medidos ou mensurados pela diferenca entre o valor exato e seu valor

aproximado.

Todavia, uma particularidade de nosso problema é que ndao conhecemos a solugdo
analitica do mesmo e, portanto, ndo € possivel calcular o erro absoluto a cada interacdo. Entdo, o
que faremos € avaliar uma limitacdo maxima para o erro de modo que possamos avaliar se 0s
erros no processo de interacao nao sdo amplificados conforme a resolu¢do do problema. Para se
fazer esta avaliac@o € necessdrio introduzir uma norma especifica, entdo, tomando como base a

norma definida em 4.1 definimos a norma L? na malha de v como sendo

1/2

N—-1
full, = (2>l | . (5.3)
=0

Portanto, uma limitacdo para o erro estd relacionada com a ordem de precisdo da solucdo, que

pode ser calculada da solucdo obtida numericamente a partir da definicao 5.8.

Definicao 5.8. Seja u(z,t) a solucdo do problema em diferengas finitas. O erro emt = jAt é
calculado por
1/2

N-1
Erro(t) = |lu(:,t) — uth =1h Z lu(z;, t) —u(i, 7)? : (5.4)
i=0

Nas tabelas 5.1 a 5.19, encontram-se os valores numéricos para solu¢do numérica do
método de Diferencas Finitas, cujos elementos sdo constituidos pelos valores numéricos ob-
tidos pela resolug¢do do problema apresentado no caso em que o coeficiente transferéncia de
conhecimento seja igual a 1 ou menor que 1. Para avaliarmos a amplificacio de erros recorremos
a constru¢do do método no capitulo 3 que nos levou a conclusdo que o erro global € gerado
pelo actimulo dos erros de trucamento e de aproximac@o numérica, erros locais, de cada passo
de tempo, propagados pela evolucao da constru¢do da solugdo aproximada, e pelas poténcias
da matriz de amplificacdo 3.15 obtendo um erro crescente se algum de seus autovalores tem
modulo maior que 1. Se todos tem mdédulo menor que 1, temos o erro decrescente e, portanto,
estabilidade. Para andlise de estabilidade foram utilizadas construcdes de técnicas baseadas na
norma do maximo. No capitulo 4 fizemos um estudo sobre andlise de erros definindo normas
e resultados que nos conduziram a resultados satisfatérios, os mesmo tiveram como alicerce o

lema de Céa 4.5 nos conduzindo ao resultado 4.37.



Capitulo 5. RESULTADOS E DISCUSSOES 74

A andlise de erros por meio dos autovalores da matriz de amplificacdo serd feita mediante
uma comparacao dos resultados numéricos obtidos para os casos em que temos uma difusio

pura A = 1 ou para o caso geral com A\ < 1.

No exemplo 5.1 obtemos resultados para o caso de difusdo pura atribuindo variacdes
nos parametros de geracdo de conhecimento, permeabilidade e impedancia cognitiva sendo
visualizados nos respectivos graficos para o primeiro exemplo do problema em sua forma
simples, com seus respectivos valores numéricos nas tabelas 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4. Seus autovalores

estdo representados pelos vetores colunas v; com entradas nos quadros 5.21.

Tabela 5.21 — Tabela de autovalores para a matriz de amplificagdo para o primeiro exemplo.

U1 (%) V3 V4
0.4974 | 0.9966 | -1.2868 | -0.5462
0.4900 | 0.9867 | -1.0731 | -0.8611
0.4784 | 0.9711 | -1.0334 | -0.9340
0.4634 | 0.9512 | -1.0196 | -0.9608
0.4464 | 0.9285 | -1.0132 | -0.9734
0.4286 | 0.9048 | -1.0098 | -0.9802
0.4112 | 0.8816 | -1.0078 | -0.9842
0.3658 | 0.8210 | -1.0065 | -0.9868
0.3720 | 0.8293 | -1.0057 | -0.9884
0.3820 | 0.8427 | -1.0050 | -0.9899
0.3953 | 0.8605 | -1.0053 | -0.9893

Percebemos que para o vetor v os médulos dos autovalores sao maiores que 1, os quais
foram obtidos quando atribuimos os pardmetros /; = 100, r = 100 e ¢, = 0,01, indicando
uma amplificagdo de erros no processo de resolu¢do do problema. Por outro lado, com uma
mudanga nos parametros tais que K; = 0,0005, r = 0,5, K; =0,0005, r =0ec, =0,01e
K, =100, r = 0 e c, = 1 obtemos os vetores vy, vy € v4 com seus valores em modulo menores

que 1 nos indicando que a magnitude do erro estd decrescendo.

As tabelas 5.22 e 5.24 representam os valores numéricos para a limitacio dos erros come-
tidos em cada interacao no processo de resolu¢do do nosso problema. Estes valores foram obtidos
a partir dos exemplos 5.1 e 5.5, que correspondem a sua forma simples e geral, respectivamente.
Para o célculo dos mesmos foi utilizada a norma 5.4. A segunda coluna da tabela 5.22 representa
a norma dos erros cometido em cada interacao para os parametros K1 = 0,0005, r = 0,5 e
¢, = 0,01. Para a terceira coluna K; = 0,0005, » = 0 e ¢, = 0,01. Para a quarta coluna
K, = 100, r = 100 e ¢, = 0,01, e para a quinta coluna os pardmetros K; = 100, r = O e

cp = 1.
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Tabela 5.22 — Norma do erro para o primeiro exemplo do caso simples

Nimero de interacido

NORMA DO ERRO

NORMA DO ERRO

NORMA DO ERRO

NORMA DO ERRO

1

0,308733127293551

0,298488573943339

0,307815109996674

0,245503020293956

9,42872877077896e-17

1,50629946142280e-16

8,88178419700125¢e-17

1,33226762955019¢-16

1,08814600574062¢-16

1,19614938685988e-16

1,17494960919044e-16

1,25730000332182¢-16

7,69185074553426e-17

1,11109004781441e-16

1,40460764451511e-16

1,06633439369000e-16

9,15513359704448e-17

9,16354437842059%¢-17

6,28650001660909¢-17

1,15511223068214e-16

6,66133814775094e-17

8,88720355451143e-17

4,44089209850063e-17

1,04295984227098e-16

4,96506830649455e-17

1,04185129296683e-16

4,44955726205437e-17

9,17194744701661e-17

7,02166693715340e-17

8,88286833300737e-17

8,88178419700125¢e-17

1,01753620972552e-16

O| 0| Q[ N[ W | W

6,28036983473510e-17

9,93401481529004e-17

8,88178419700125¢e-17

8,30814836211045e-17

—
(=]

6,28036983473510e-17

1,35128612080253e-16

8,89045358334726e-17

5,90091631821035¢e-17

A figura abaixo ilustra os gréaficos para a norma do erro correspondente aos valores

da segunda e quinta coluna da tabela 5.22, respectivamente, onde percebemos seus valores

decrescendo a cada interagdo, além disso temos a garantia que os erros obtidos pela solucao

numérica de fato decrescem a cada interacdo por meio dos autovalores da matriz de amplificagdo

representandos na segunda e quarta coluna do quadro 5.21.

038
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—+— NORMA DO ERROC

ERROD

MUMER( DE IMTERAGOES

02r

015r
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b 7 &} 9 1a

NUMERC DE INTERAGOES

Figura 5.27 — Norma do erro para o caso simples

De modo andlogo para o caso geral e tomando A = 0,25 e mantendo os parametros

fazendo K, = K; obtemos os resultados ilustrados na figura representativa para o exemplo

5.5 do problema em sua forma geral, com seus respectivos valores numéricos nas tabelas 5.9

a 5.12. Os autovalores das matrizes de amplificagdo estdo representados no quadro 5.23. Este,

nos mostra que teremos os erros crescendo quando aproximamos a solu¢@o do problema em sua

forma geral apenas para o primeiro caso, primeira coluna, visto que seus autovalores apresentam

modulo maiores que 1. Para os demais exemplos temos a garantia de erro decrescendo durante o

processo de resolu¢do numérica do problema.
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Tabela 5.23 — Tabela de autovalores para a matriz de amplificacdo para o primeiro exemplo em
sua forma geral.

U1 (%) V3 V4
-98.1516 | -0.7842 | 0.3904 | 0.0431
-93.1792 | -0.9680 | -0.2718 | -0.4537
-80.7106 | -0.9912 | -0.5917 | -0.6937
-62.9153 | -0.9965 | -0.7447 | -0.8085
-45.8942 | -0.9983 | -0.8252 | -0.8689
-33.1432 | -0.9990 | -0.8713 | -0.9034
-24.6572 | -0.9994 | -0.8993 | -0.9244
-19.2649 | -0.9995 | -0.9170 | -0.9377
-15.9114 | -0.9996 | -0.9283 | -0.9462
-12.8315 | -0.9997 | -0.9391 | -0.9543
-13.9016 | -0.9997 | -0.9353 | -0.9514

A tabela 5.24 ilustra os resultados numéricos para o exemplo 5.5. Na primeira coluna

verificamos a oscilacdo nos valores da norma do erro, o que j4 era esperado visto que para este

primeiro caso a solu¢do numérica tende a apresentar erros crescentes devido aos autovalores

da matriz amplificacdo apresentarem modulo maiores que 1. Por outro lado, as demais colunas

apresentam valores aceitdveis indo para zero e garantindo que o erro cometido no processo

de aproximacgdo da solu¢cdo do problema € decrescente, devido os autovalores da matriz de

amplificacdo apresentarem mdodulo menores que 1.

Tabela 5.24 — Norma do erro para o primeiro exemplo do caso geral

Nimero de interacio

NORMA DO ERRO

NORMA DO ERRO

NORMA DO ERRO

NORMA DO ERRO

1

0,694751627967039

0,272032623792919

0,144689730070549

0,543220820306474

2,99554549237514e-16

7,69310257250089%¢-17

3,42553732502837e-16

1,63546064054290e-15

1,52226111724852e-16

9,15618536723544e-17

2,81743018702974e-16

1,20253093385712e-15

2,63663359746101e-16

8,00593208497344e-17

1,19574679205636e-16

1,82846687799911e-15

2,27528013451375e-16

5,87638697694963¢-17

1,19574679205636e-16

1,68651611358668e-15

3,51784812785524e-16

7,02440924029922e-17

2,34989921838088e-16

7,15038792091987e-16

1,93573998765325e-16

9,42055475210265e-17

2,16422309957864e-16

2,17513063494196e-15

4,44643974850684e-16

8,60087025619581e-17

1,27554914331763e-16

1,96167329167760e-15

O 0| Q[ || K| W

2,64596684292084e-16

1,06488851588098e-16

1,74838096756154e-16

2,56939286613946e-15

—
(=)

2,84355838317334e-16

1,06488851588098e-16

1,06488851588098e-16

2,33812020075564e-15

Os graficos representados na figura abaixo, nos mostram a variacdo para a norma do

erro quando impomos a equagao discretizada de difusdo de conhecimento os parametros Ko =
0,0005 =7, K1 =0,5e K; =0,5 =r, Ky = 0,0005, respectivamente. Em ambos os casos

percebemos a norma do erro indo para zero, entretanto, com melhores resultados para a primeira

figura.
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Figura 5.28 — Norma do erro para o caso geral terceira e quarta coluna da tabela 5.24

A tabela 5.25 representa os valores numéricos para a norma do erro no processo de

aproximacao da solucdo do problema em sua forma geral, equacado 5.1, e simples, equacdo 5.2.

Em ambos os casos consideramos uma alta densidade de conhecimento inicial, alta permeabi-

lidade cognitiva (K; = 100) e uma pequena taxa de gera¢do de conhecimento (r = 0,5). Na

mesma tabela incluimos uma segunda e quarta coluna para ilustrar os autovalores da matriz de

amplificacdo para os dois casos.

Tabela 5.25 — Norma do erro para o caso simples e geral com os respectivos autovalores.

Nimero de interagdo | NORMA DO ERRO X\ =1 | autovalores | NORMA DO ERRO X = 0.25 | autovalores
1 0,245582896438848 -0.5474 1,39623373422263 0.0168
2 6,68442777728834e-17 -0.8614 2,76559207298970e-15 -0.6031
3 1,20728777924415¢e-16 -0.9341 2,21031993015646e-15 -0.8125
4 1,04148151432413e-16 -0.9609 2,40506186771423e-15 -0.8966
5 1,08920743926147e-16 -0.9734 2,11362672056344e-15 -0.9362
6 1,02357505330418e-16 -0.9802 2,97506627767849¢-15 -0.9569
7 1,04148151432413e-16 -0.9843 3,55839902272479-15 -0.9687
8 7,02166693715340e-17 -0.9868 3,54952035245765¢e-15 -0.9756
9 1,13220977340074e-16 -0.9884 2,80251608159645¢e-15 -0.9799
10 6,30485480024343¢-17 -0.9899 1,70440027090950e-15 -0.9837

Para este exemplo temos a garantia de erros decrescente no processo de resolu¢dao numé-

rica do problema em ambos os casos, isso, devido aos autovalores das matrizes de amplificagdao

apresentarem modulo menor que 1. Pela andlise geométrica percebemos que a norma do erro vai

a zero de forma muito rdpida, como pode ser visualizada no grafico abaixo.



Capitulo 5. RESULTADOS E DISCUSSOES 78

025 . . . . : : : : 1.4 . : : :
1.2 B
02F -
1k i
015 F R
08r B
(=) (=)
o o
i i
ol | 0Er .
04F 4
0.0s R
02r B
1 2 3 4 5 B B T g g 10 1 2 3 4 5 B ; T g 9 10
MNUMERD DE INTERAGQES NUMEROD DE INTERAGOES

Figura 5.29 — Norma do erro para o caso geral e simples, tabela 5.25

Os resultados numéricos obtidos acima foram modelados pelo método implicito de
Crank-Nicolson os quais pela andlise grafica dos erros, bem como os resultados numéricos tanto
para as normas dos erros cometido no processo de resolu¢do, quanto para a evolucao dos erros de
trucamento local e global, mostra-se confidvel para os resultados esperados. A escolha do método
foi devida ao fato de garantia de estabilidade, vista na secdo 3.3, e sua facil implementacdo o

qual fizemos uso da linguagem Matlab.
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6 CONCLUSAO

Quando se trata de conhecimento, deve-se analisar como € feita sua retencao, trans-
feréncia e difusdao e como € possivel armazenar esse conhecimento de forma que possa ser
reaproveitado posteriormente, gerando novos conhecimentos a partir dos tais. Visto que os
objetivos inicialmente consistiam em uma andlise numérica do problema de propagacdo de
conhecimento definido pelo modelo 3.2, de modo que fosse possivel extrair informacdes a cerca
da convergéncia por meio de métodos especificos, podemos afirmar, por meio dos resultados

numéricos e técnicas desenvolvidas nos capitulos 3 e 4, alcangamos nosso objetivo.

E notério que estamos diante de uma sociedade que a difusio do conhecimento tornou-se
imprescindivel para o desenvolvimento sécio econdmico dos paises. Nesse sentido, a busca
de técnica ou metodologias que possam explicar esse processo de transmissdo de saberes
de modo que, aqui, buscamos analisar um modelo matematico unidimensional e transiente
consistente na conversao de avangos tecnolégico em células de conhecimento ja desenvolvido
por outros autores. Primeiramente buscamos os construtores necessdrios para a reten¢do, difusao
e propagacao do conhecimento, tendo como premissa uma visao construtivista, ou seja, foram
levantados os principais estudiosos sobre o tema, tais como Bulnes (2006), Bevilacqua et al.
(2009) e Bevilacqua et al. (2010).

Embasado nas literaturas sobre o tema buscamos uma solu¢dao numérica para problema.
Para tanto, foi necessdrio um estudo exaustivo dos principios e teoria matemética dos métodos
numéricos. Buscamos uma visdo geral dos métodos de diferencas finitas explicito e implicito de

modo a nos auxiliar na escolha do melhor método.

Na sec¢do 3.2 buscamos uma formulacdo em diferencas finitas centradas de segunda e
quarta ordens na varidvel espacial x e diferencas progressiva para a varidvel temporal ¢ nos
levando a equacdo de diferengas 3.11. A solugdo desta equacgdo € feita por meio do sistema
linear 3.14 que foi implementado e simulado na linguagem Matlab, apresentando seus resultados
numéricos no capitulo 5. A estabilidade e consisténcia do método foi estudada na secao 3.3

obtendo resultados satisfatérios quando foi aplicado o teorema de equivaléncia de Lax.

Feita toda esta andlise de convergéncia e estabilidade para o método de diferencas finitas
fomos conduzidos ao capitulo 4 para definimos uma norma e utilizar o método de Ritz acoplado
ao de Galerkin com o objetivo de analisarmos o quao bem a solu¢do aproximada converge da
solucdo real. Para este estudo foi necessario utilizar uma série de resultados da anélise funcional,
os quais nos permitiram medir por intermédio da norma ||.||,, em face da desigualdade de

Poincaré e o lema de Céa, uma estimativa para a solucao do nosso problema.

Dificuldades foram encontradas no desenvolvimento deste trabalho devido ao problema

ser obtido por um acréscimo de novos parametros a equacdo de difusdo, gerando uma nova
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equacao até entdo pouco estudada. Tais dificuldades foram explicitadas durante o processo da
solucao numérica por meio de andlise de erros, visto que ndo detinhamos da solucdo analitica.
Entretanto, com relacdo a estabilidade e convergéncia do método, segundo as referéncias tedricas

disponiveis sobre estes, alcancando as expectativas determinadas pelas mesmas.

Pensando em trabalhos futuros, podemos visualizar alternativas que poderiam seguir
desse trabalho. Uma alternativa € testar o método em sua implementacao com o modelo no
caso bidimensional com uma formulacdo em Elementos Finitos e com relacdo a espacos de
aproximacdo com ordens diferentes. Visto que nosso trabalho carece de estudo mais aprofundado
sobre as mais variadas técnicas de aproximagao em espacos de dimensao finita, e uma comparagao
dos resultados numéricos obtidos por uma outra ferramenta diferente do Matlab, a exemplo o

FreeFem++ com a seguinte abordagem:

e Um modelo em elementos finitos;

Um modelo 2D;

K, Ky, 1 e ¢, como varidveis (aleatdrias) randOomicas;

Comparar erros nas implementacdes Matlab e FreeFem++;

Estimativa dos parametros;

e Comparagdo com resultados reais;

Comparagdo do custo computacional via MDF (Matlab) x MEF (FreeFem++).

Portanto, seria de grande importincia uma continuagdo desse trabalho que se aprimorem
os resultados tedricos sobre este método, buscando, por exemplo, teoremas de andlise de erros

em diferentes normas.

Com a vivencia dos pontos positivos que nos engrandecem, € 0s negativos que nos
fortalecem, esperamos que nosso trabalho de alguma forma seja ttil, sobretudo, para aqueles

que desejam ou precisam assimilar seus conhecimentos sobre o assunto.
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APENDICE A - CODIGO EM MATLAB PARA
DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM FUNCAO DO
TEMPO E DA POSICAO DENTRO DE UMA PLACA

Calculo da equacao de difusao de calor: Placa de espessura 2cm: geometria 1.D
Condicoes iniciais: 7'(z,0) = 100z, z < 1
T(xz,0)=100(2 —z),z > 1
Condicoes de contorno: 7'(0,¢) = 0,7(2,t) = 0 clear;
Propriedades fisicas do aco
kE=013;C=0.11;p=178;
a?=k/(p*C); Difusividade termica

h = input('Incrementoh ='); ~ Passo de x

nx = round(2/h);nz = nx +1;  Numero de passos de x

dt = h?/(2 x a?); Calculo do passo de tempo (criterio de convergéncia)
nt = 11; Numero de passos de tempo

Condicoes iniciais
fori=1:nx

x(i) = (i — 1) % h;

if x(i) <1

T(i,1) =100 * z(7);
elseifx(i) < 2;

T(i,1) = 100 * (2 — (i));
end end

Condicoes de contorno
fork=1:nt T(1,k)=0; T(nz,k)=0; end
Calculo da EDP

t(1)=0; fork=1:nt—1 t(k+1)
fori=2:nz—1 T(,k+1)=1/2x%

end end

= t(k) + dt;
(T(i—1,k)+T(i+1,k));

Transposicao da matriz T e do vetor t

T=T:t=t

Solucao analitica

fork=1:nt fori=1:nx

Te(i, k) =0; formn=0:1000

Te(i, k) =Te(i, k) + ...

1/(pi® % (2% n+1).2) xcos((2xn+ 1) * pi* (x(i) — 1)/2) * ...
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exp(—0.3738 % (2xn + 1).2 x t(k));

end end end

Transposicao da matriz Te
Te =800 x*Te;
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clear all, clc, clf

tic

dt = 0.01;

dx = 0.1;

Tf=0.1;

N=floor (Tf/dt) ; %arredonda para o inteiro mais proximo

o

% Propriedades fisicas do problema

lambda; cp; kl; k2; r;
alpha=(dt*lambda*kl)/ (2*cp*dx"2) ;

beta= (dt*lambda* (1-lambda) *k2) / (2*cp*dx"4) ;
delta=(r*dt) /cp;

nx = round(2/dx);

rho=(1+2*alphat6*beta);
w=1-2*alpha-6*beta-delta;

eta=alphat+4*beta;

c=1/cp;

% Condicdes iniciais

$for x = 0:1
uld = @(x) 2+sin(pi*x);
send

o

% Condicdes de contorno de Dirichlet
left = @ (x) 2; % condigdo de contorno esquerdo
right = @(x) 2; % condigdo de contorno direito

% relacdo da malha

°

tvals=0:dt:Tf; $Tamanho do espaco de tempo
xvals=0:dx:1; $Tamanho do espaco
J=length (xvals) ; % Tamanho do xvals

u=zeros (J,N+1) ;
u(:,1)=ul(xvals);
u=zeros (J,N+1) ;
u(:,1l)=left (xvals);
u=zeros (J,N+1) ;
u(:,1l)=right (xvals);

m=N+1;
A(l,1) rho;
A(l,2) = -eta ;

A(i,i-1) = -eta ;
for i=2:m-1
A(i,i+1l) = -eta ;



for i=2:m-2
A(i,1+2) = beta;
end

for i=3:m
A(i,1i-2) = beta;

B(i,i+1l) = eta;
end

for i=2:m-2
B(i,i+2) = -beta;
end

D = inv (A); $Calculo da inversa da matriz A
[L,U] = 1u(C); %Decoposigdo da matriz C em LU

%% Tempo de interacédo
Tf1=10;
snap0=u0 (xvals) ;

n=0;
nframe=floor (N/Tf1l) ; %arredonda para o inteiro mais proximo
N=nframe*Tfl;

for k=1:Tfl;
for m = l:nframe;
n=n+1; % contador para iteracdao
z=C*u(:,n);
z([1,3])=0;
y = L\z;
u(:,n+l) = U\y;
end

snapl = [left(n*dt);u(2:J-1,n);right(n*dt)]; $Solucdo computacional
lg=sprintf (' time t=%g \n',n*dt);
pause (0.5)
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;1)-u(:,n))

= abs (u(
0

taul

:N+1

for j

n))

4

=0;

eglobal

(N+1

0
eglobal= abs(eglobal+ (C"j) *tau(

end

for j

:,n))

toc

hold on

1'_*r'>/

plot(xvals, snap0, '-*b',xvals, snapl
title(strcat ('Solucdo Numerica para passo de tempo

’

figure (1)

19));

14

legend('condig¢&o inicial', 'solucdo computacional')

xlabel ('Bloco ou célula'),

ylabel ('Densidade de conhecimento')

plot (ERRO, '-*r'")

’

figure(2)

ylabel ("ERRO")

xlabel ('NUMERO DE INTERACOES'),

legend ("NORMA DO ERRO')
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