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Resumo

Nesta dissertagao revisamos o conceito sobre as coordenadas da Frente de Luz definindo
sua métrica generalizada e mostrando o comportamento da antiparticula nesse sistema
de coordenadas. Calculamos a funcao de Green na Frente de Luz para 1, 2 e N bdsons
interagentes. Mostramos as equacoes hierarquicas para as fungoes de Green e seus trun-
camentos no diagrama escada e escada cruzado na Frente de Luz. Apresentamos uma
solugao computacional para o Kernel do estado ligado do diagrama escada e escada cru-

zado para dois bdsons interagentes.

Palavras-chave: Frente de Luz. Béson. Kernel. Estado Ligado.
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Abstract

In this dissertation we review the concept of the coordinates in the Light Front defining
metrics generalized and showing the behavior of antiparticles this coordinate system. We
calculate the Green function on Light Front 1, 2 and N interacting bosons. We show the
hierarchical equations for the Green functions and their truncations ladder and crossed
ladder diagram in the Light Front. We present a computational solution to the Kernel

bound state of ladder and crossed ladder diagram for two interacting bosons.

Keywords: Light Front. Boson. Kernel. Bound State
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Capitulo 1

Introducao

O estado ligado bosonico é representado por uma equacao integral composta por um
Kernel e uma fungao incégnita que aparece sob o sinal de integracao. O problema se
resume, em geral, em determinar essa funcao desconhecida para um dado Kernel definido
[1]. A equagao integral aqui estudada tem origem da transformagao da fungao de Green
no sistema de coordenadas do espago de Minkowski [2] para o sistema de coordenadas da
Frente de Luz [3].

Nesta dissertacao apresentamos uma corre¢cao ao Kernel da equagao integral do
estado ligado para dois bésons escalares trocando N bdsons, nao vetoriais, intermediarios
na Frente de Luz. Essas corregoes sao necessarias para descrever o entendimento mais
completo das interagoes entre esses bosons. Usamos a técnica da funcao de Green e
construimos equacoes hierarquicas para representar as interacoes bosonicas. Obtendo
assim, o Kernel correspondente ao estado ligado de dois bdsons no digrama escada e
escada cruzado.

Como para um estado ligado temos uma equagao integral, entao, de uma forma

geral, podemos definir tal equagao da seguinte forma:

() = f(x) +>\/ K(z,t)y(t) dt, (1.1)

em que f e K sao fungoes dadas e ¢ é a funcdo a determinar. A equagao (1.1) tem a
particularidade de que ela é uma equacao linear. Porém, existem problemas que conduzem

a necessidade de se considerar equacoes integrais nao lineares, como por exemplo:

w(a;):/ Kz, 0 [b(t), 4] dt, (12)

11



12

onde K e I' sdo fungoes dadas. Este tipo de equagao integral (1.2) ndo é tratado nessa
dissertacao.

A equac@o (1.1) é denominada de equacao de Fredholm de segunda espécie, en-
quanto que a equacao:

O—f(:c)+)\/ K (o )0(t) dt, (1.3)

é conhecida como equagao de Fredholm de primeira espécie. Se o Kernel K (z,t) verificar
a condicao:

K(z,t) =0, Vt >z, (1.4)

entao as equagoes (1.1) e (1.3) se transformam em:

vw) = 1)+ | " K (o, () d, (15)

flx) = )\/w K(x,t)y(t) dt, (1.6)
a
conhecidas, respectivamente, como equagao de Volterra de segunda e primeira espécies.

Se nas equagoes (1.1), (1.3), (1.5) ou (1.6) a funcao f for nula, entao a equagao
resultante é homogénea. Caso contrario, sera chamada de nao homogénea.

Na Fisica a equacao integral normalmente surge de equacoes diferenciais de 2
ordem. Um exemplo é dado pela equacao de Schrodinger, em que apds o calculo da trans-
formada de Fourier se obtem uma equacao de Fredholm de segunda espécie homogénea.
De uma forma geral, na mecanica ondulatoria, o estado de um sistema ¢é caracterizado por
uma fungao de onda (ou melhor, pelo raio a que ela pertence) W(zx,t), e a sua evolugao
é governada pela equagao de Schrodinger. A fungao de onda deve ser conhecida em cada
ponto (z,t) do espago-tempo: o sistema exige portanto uma infinidade continua de valores
para ser descrito, com a funcao de onda desempenhando o papel de um campo.

No processo de espalhamento temos uma funcao de onda W(z,0), onde fixamos as
condigoes iniciais em t = 0, incidindo sobre um ponto que possui um campo de forca ou
uma particula. Portanto, uma tipica pergunta que se faz é: qual é a representacao da
fungao de onda W(x,t) depois da intera¢ao com o centro espalhador?

Para responder a essa questao usamos o principio generalizado de Huygens [4]. Se
uma fungao de onda W(z,t) é conhecida em um certo tempo ¢, é aceitdvel assumir que a
fungao de onda ¥(z',t') que emerge do centro espalhador localizado no ponto (z,t) e se

propaga da posicao x até ' em um tempo t’, seja proporcional a amplitude da funcao de
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onda U(z,t). A constante de proporcionalidade é definida como iG(z/,t'; x,t), portanto
temos:

V(2 t) = i/d%G(m’,t’;x,t)W(xJ), (1.7)

onde t' > t. A equacgao (1.7) é uma equagao integral, onde G(2’,t';x,t) é a funcdo de
Green e U(x,t) é a funcdo incdgnita.

Aqui ¥(2/,t') é a funcao de onda que emerge do centro espalhador na posicao x’
e em um tempo t'. A quantidade G(z',t';x,t) é conhecida como a fun¢ao de Green ou
propagador [4]. Conhecendo G resolvemos por completo o problema do espalhamento.
Ou, em outras palavras: o conhecimento da funcao de Green é equivalente a solucao
completa da equagao de Schrodinger [1].

Mas sera possivel descrever um sistema fisico em qualquer hipersuperficie do espago-
tempo com condicoes iniciais definidas em uma hipersuperficie diferente de t = 07

Em 1949 Dirac [3] publicou uma comparagao entre trés distintas formas que po-
deriam descrever a dinamica de sistemas relativisticos. A motivacao estava em que duas
formas nao usam o tempo para descrever a dinamica das propriedades do sistema simples,
a escolha de qual forma é convencional. Portanto, Dirac propoe, dessa maneira, diferentes
formas de dinamica relativistica. Estas formas de dinamica sao identificadas, como sendo
a forma instantanea, que corresponde a teoria relativistica quantica com as condigoes de
contorno definidas em ¢ = 0, a forma pontual a qual nao trataremos neste trabalho e
a Frente de Luz, onde as condigoes iniciais sao dadas em um hiper-plano do espaco de
Minkowski que contém a trajetoria da luz.

O objetivo desta dissertacao é estudar a pertubacao do efeito da antiparticula do
diagrama escada cruzado para o Kernel da equacao integral do estado ligado de dois
corpos quanticos na Frente de Luz. Em teorias quadridimensionais a amplitude de Bethe-
Salpeter [4], que representa o estado ligado de dois corpos, satisfaz uma equacao integral
homogénea covariante com o Kernel definido por todos os processos irredutiveis a dois
corpos, e com a corregao de auto-energia nos propagadores externos de cada particula [4]-
[8]. Em principio, é possivel projetarmos a amplitude e a equacao de Bethe-Salpeter para
tempos z ", eliminando o tempo relativo entre as particulas nos estados intermedidrios,
bem como nos propagadores externos. A representacao da Equagao de Bethe-Salpeter
para tempos z+, ou como usaremos na Frente de Luz, mesmo para Kernel simples como

na aproximagao de “escada” e “escada cruzado” [9, 10] é bastante complexa como veremos
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ao longo deste trabalho.

E usado a técnica das equagoes hierarquicas [4, 9, 10] para obter corregoes pertu-
bativas ao Kernel da equacgao integral do estado ligado, Equacao de Bethe-Salpeter, para
dois bésons livres interagindo com bdsons virtuais até a quarta ordem da constante de
acoplamento g. Dessa forma, é observado, usando método computacional, a contribuigao
de antiparticula ao Kernel da equagao integral do estado ligado. Para obtermos a solucao
computacional, usamos o programa MuPAD em que se encontra no pacote de matematica
simbolica conhecida por Symbolic Math Toolbox do software MATLAB (abreviatura de
MATrix LABoratory - Laboratério de Matrizes).

Nesta dissertagao os capitulos estao divididos da seguinte maneira: no capitulo 2,
apresentamos o conceito sobre as coordenadas da Frente de Luz definindo sua métrica
generalizada. E apresentado, também, o comportamento da antiparticula na Frente de
Luz. No capitulo 3, definimos a funcao de Green na Frente de Luz para 1, 2 e N bdsons.
No quarto capitulo, mostramos as equagoes hierdrquicas para as fungoes de Green e seus
truncamentos. No quinto capitulo, apresentamos uma solucao computacional para o Ker-
nel do estado ligado do diagrama escada para dois bosons interagentes. No sexto capitulo,
aplicamos as técnicas desenvolvidas nos capitulos anteriores ao diagrama escada cruzado
que contribui para a equagao do estado ligado de dois bdsons interagentes. No capitulo
7, mostramos uma solu¢ao computacional para o estado ligado no diagrama cruzado. Por

fim, o oitavo capitulo, trata das nossas consideracoes finais.



Capitulo 2

Espaco de Minkowski na Frente de

Luz

Neste capitulo é mostrado a transformagcao de coordenadas do espago de Minkowski para
o sistema de coordenadas da Frente de Luz e, também, como representar quadrivetores
na mesma. Como consequéncia, obtemos a representacao da antiparticula nessas novas

coordenadas.

2.1 Frente de Luz

Através das trés formas de dinamica relativistica que Paul Dirac apresentou em 1949 [3],
consegue-se descrever o movimento das particulas, dependendo apenas do tipo de hiper-
plano escolhido para a evolucao temporal do sistema. A dinamica de forma instantanea
é a usual, que consiste em especificar os dados iniciais (a posi¢ao inicial e a velocidade)
sobre 2° = ct, a forma pontual, cuja superficie é especificada pelas condicoes iniciais em
xtz, = a® com a constante e 2° > 0, onde dados sdo calculados ao longo de um hiperbo-
16ide, e a terceira formulagao, Frente de Luz, que consiste em definir as condic¢oes iniciais
sobre uma hiper-superficie tridimensional no espago-tempo, formando um hiper-plano de
Frente de Luz.

A técnica é usar a teoria de relatividade especial via Minkowski [2] e depois fa-
zer uma transformacao de coordenadas para a Frente de Luz. Inicialmente é adotada a

definicao de ponto no espaco de Minkowski como
_ (1.2 .3 4
x“—(x,x,x,m),

15
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que é um vetor quadridimensional, o tensor métrico do espaco de Minkowski é dado por:

+1 0 0 0
0O +1 0 O
0O 0 +1 0
o 0 0 -1

e em especial a componente temporal z* = ict. As componentes do quadri-espaco na
representacao de Minkowski sao contadas de 1 a 4. QOutra representacao usada é de
Bjorken-Drell onde os indices variam de 0 até 3, sendo o tensor métrico de Bjorken-Drell

[11, 12, 13] é dado por:

1 0 0 0
. 0O -1 0 0
G = 9" =
0 0 -1 0
0o 0 0 -1
onde z° = ct para componente temporal. Neste trabalho é usada esta dltima represen-
tagao.

As coordenadas da Frente de Luz sao obtidas, particularmente, pelas transforma-
coes:

vt = 5 (a0 +2?),

T = \/Li (20 — 23), (2.1)
it = a4 2%

Na Figura 2.1 vemos um plano tangente ao cone de luz, que também é tangente a com-
ponente 2~ e perpendicular & componente 7. Esse plano define a Frente de Luz:
A transformada inversa para o espaco de Minkowski na métrica de Bjorken-Drell

¢ dada por:



Figura 2.1: Frente de Luz

Fonte: SALES, 2013

O jacobiano da Frente de Luz pode ser obtido por

0x0 0z 0x2° 02°
Ooxt Ox— Oz' 022
oxt ozt ox' Ozt
Ooxt Ox— Ozx! 0z2
|J| =
ox?  0x* 0x* 0Ox?
oxrt Ox— Ox! Ox?
ox3  0x3 0x® 0Ox2°
oxt Ox— OJOz! 022
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no caso da transformacao do espago de Minkowski com o tensor métrico na representacao

de Bjorken-Drell [11, 12, 13] para a Frente de Luz, o jacobiano é igual a 1.

Passar de uma integral sobre um quadrivolume para outro sistema de coordenada

requer o uso do jacobiano. Portanto, temos,

/ dadxt drida® = | J| / d*r*datdr.

Um quadrivetor A* na Frente de Luz é dado por,

[ —
AFL_

(A+, A /TL) .
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Vamos mostrar passo a passo como tratar o espaco de Minkowski na Frente de Luz,

obtendo as métricas para cada definigao.

Considere a métrica de Bjorken-Drell:

1 0 0

0 -1 0
Juv =

0 0 -1

0 0 O

onde 2° = ct, 2! =2, 22 =y e 2°

como:
o (20 + 23)
N 2
. (20 — 2%)
2
=2+

= 2. Se definirmos as coordenadas de Frente de Luz,

(2.2)

(2.3)

(2.4)

entdo, para obter a métrica iremos precisar da transformada inversa de (2.2) e (2.3),

portanto:

Fazendo os calculos, obtemos:

0 = () = () () (0

= (alavJr + da:’)2 — (da* — dac’)z — (de)Q
= (d$+)2 + 2dxtdr — (d:v+)2 + 2dztdxT — (da:_)2 - (de)Q + (da:_)2

ds® = Addxtdx — (dxl)2

(2.5)
(2.6)

(2.7)

(2.8)
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Assim, podemos supor que:

+ -1 2
+{0 2 0 O
—12 0 0 O
Guv = (29)
110 0 -1 0
2\0 0 0 -1
Para confirmar, facamos:
ds? = gudatdr” = gy _dr¥de” + g_idadzT + gi;dx'da’
onde 7,5 = 1,2. Qualquer outra combinacao daria zero, Portanto:
ds® = 2da*dz™ + 2de~da™ — (dz')” — (da?)?
como dxtdr~ = dx~dx™, logo
ds® = 4dx"dz™ — (al:ch)2 (2.10)

logo, temos que em (2.10) se obtém o mesmo resultado de (2.9). Vamos usar outra

definicao para Frente de Luz

ot =2%+ 2° (2.11)
v =2 —2° (2.12)
it =ali+a? (2.13)
a transformada inversa serd agora:
_l’_ —
A L) (2.14)
2
+ _ —
I Gt ) (2.15)
2
rt=xr" (2.16)

o intervalo entre dois eventos agora sera,

i = (@) = (@)’ — (@)’ — (@)’

_ {W%ﬂr B {(dﬁ . d:c—)r @) (@)

= i [(daj+)2 + 2dxtdr — (d:):+)2 + 2dxtdr — (dx_)2 + (da:_)z} — (d:ch)2
ds* = daxtdx — (de)2 (2.17)
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da equagao (2.17), suponhamos diretamente a seguinte métrica:

para testar, temos:

ds?
ds*
ds?
ds?

01 0 0
10 0 O
G = Do 1o (2.18)

00 0 -1

Guvdaxtdz”

g_dxtdr™ + g_ydr—dxt + grodatda®

detdr™ + dx~dxt — (dx1)2 — (dx2)2

2datde — (dat)” (2.19)

Esse resultado nos diz que (2.17) é diferente de (2.19). Mas como escrever (2.17) para que

possamos obter a métrica correta? Observamos que um fator 4 surge por causa da soma

entre dzTdz~ e dr~dx™* no polinémio quadrético, logo podemos reescrever (2.17):

com

Portanto:

ds® = %daﬁdx_ — (de)2 ,

Comparando com a matriz (2.8) observa-se que as componentes dz™ e dzr~ estdo mul-

tiplicadas por um fator 1/2 que corresponde a métrica da transformada (2.11-2.13), ou

seja,

Assim obtemos:

/2 0 0
- . (2.20)

2\ 0 0 0 -1

ds® = dztdx™ — (alavl)2 (2.21)
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que é igual a (2.17). Para a transformada que contenha um fator V2 temos:

1
xt=— (2" + 23 2.22
75 () 222
- 1 0 3
r =—(z —x 2.23
@) 223)
Tt =ali4 2% (2.24)

a inversa sera:

(zF +27) (2.25)
(aF —27) (2.26)
Para a métrica:

i = (@)~ (')’ — (@)’ - (@)’

_ G) [(d2) + 2t o™ + (d27)? = (do)? + 2da* dw™ — (do7)?] = (da")”

ds* = 2dxTdx — (d:}:l)2 - (dx2)2 (2.27)
Para obter a métrica é necessario fazer a expansao:
ds* = deTde™ + dr~dzt — (al.rL)2 ,

logo, os termos cruzados + e — da matriz g, sao:

01 0 O
10 0 O
G = 00 1 o (2.28)
00 0 -1
Testando, temos:
ds® = g, dz'dz”
= g, dotdr” + g_,dr dx" + gpdx'da?
ds* = ldztdr™ + ldz~do* + (—1) do'da?
ds* = 2d:t+da:_—(de)2 (2.29)

Esse resultado confirma a equacao (2.27). Portanto, (2.28) é a métrica para (2.22-2.24).



2.3 Meétrica generalizada

Generalizando a métrica da Frente de Luz, podemos escrever:

o (2% + 23)
- «
. (a0 — o)

@)

\ Tt =a2%+2%

em que « é conhecido por convencao SS. A inversa de (2.30) é dada por

entao:

ds? = (dx0)2 — (dml)Q — (d:v2)2 —

20 = g(afr +x7)

2

x —%(fr—x_)

(d2°)°
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(2.30)

(2.31)

ds? = (%)2 (o) 4 2da*da™ + (do)” = (do*)” + 2zt da” — (do”)*] = (d2")” = (da?)’

ds* = % AdxtdrT — (ale)2
ds* = o*datde — (dazL)2

para cada parametro «, temos:

a=1 = ds*=dztde — (de)Q

a=2 = ds*=ddrtdz” — (dﬂ?L)27

a=V2 = ds®=2dztdz — (déEL)2>

onde a = 1 é conhecido por convencdo Lepage-Brodsky [14] e o = /2 é conhecido por

convengao Kogut-Soper [15].

Reescrevendo (2.32), temos:

2 2
ds’ = Sdrtde” + “dv~dat — (dat)”

2

Logo, isso implica numa métrica geral dada por:

Guv =

0 a?/2 0 0

a?/2 0 0 0

0 0O -1 0
0 0 0 -1

(2.33)

(2.32)
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Para a = 1:
0 1/2 0 0
1/2 0 0 0
G =
0 0O -1 0
0 0 0 -1
Para oo = 2:
02 0 0
2 0 0 0
Guv =
00 -1 O
00 0 -1
Para o = /2:
01 O 0
1 0 0 0
v =
00 -1 O
00 0 -1

Sabemos que g"” tem a propriedade de “baixar” ou “levantar” indices.
Ay = guA”

Na Frente de Luz, temos:
Ty = grpt”

Ty =g4-T

Qualquer outro valor é zero, portanto:

Ty = %x_ (2.34)
De maneira analoga,

r_ =g 1"

r_ =g,

o?

r_ = ?:p’L (2.35)
e para

Tl = QLLIL

T, = —at (2.36)
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na equagao (2.36) temos troca de sinal, como era de se esperar.
Uma aplicagao para (2.34), (2.35) e (2.36), ¢ o produto escalar:
0,0" = g,,0"0"

Ge 070 4+ g0 0" + g 070" +9__070 +g,,070" +

+ g 00 49 070 +9g_ 1070t +¢g,,.000F

2 2
SO+ S = (04)° (2.37)

0,,0"
onde av = 1,2, v/2. Depois da adicéo, temos:
0,0" = a*0t 0™ — (04)”. (2.38)

Com « = 1, se comparamos com o usual do espago de Minkowski, onde na métrica de

Bjorken-Drell a equagao resultante ¢ dada por

L1 0? 9
sendo que na Frente de Luz,
0,00 =00 — (04). (2.40)

Assim, se observa que nao temos nem uma fator numérico em (2.40). De forma geral

equagao (2.38) é conhecida como d’alambertiano na Frente de Luz, ou seja,
Opr = 8,0" = a*070™ — (04). (2.41)

Existe uma ampla variedade de estudos referente a essas novas coordenadas, sendo
a mais recente o estudo do Modelo de Propagacao do Férmion na Frente de Luz [16]. Os
campos de aplicacao estendem-se desde sistemas com poucos nucleons [17, 18], até estudos
sobre estrutura de hadrons leves [19]. Nessas coordenadas, geralmente é considerado como
parametro de evolucao temporal a coordenada z por questao de singularidade, conforme
serd mostrado nesta dissertacao. Algo relacionado ao que estudamos nesse trabalho foi
desenvolvido por outros autores [20]-[22], num referencial conhecido como o do momento
infinito. No entanto vale informar que nao é a mesma dinamica da Frente de Luz, no
referencial do momento infinito, o parametro de evolucao temporal é a coordenada usual

t, enquanto que estamos estudando a direcao longitudinal de coordenada ™.
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2.4 Antiparticula na Frente de Luz

A mecanica ondulatéria de Schrodinger nao previa o spin do elétron, e a equacao de
onda definia a fungdo ¥ como quantidade escalar [23]. Pauli tentou introduzir o spin na
Mecanica ondulatoria. Para isso, construiu uma funcao de onda ¥ de duas componentes,
correspondentes a duas orientacoes possiveis do spin. Era um progresso em relacao a
teoria de Schrédinger, mas a teoria nao se apresentava como relativistica. Dirac, depois
de ter estabelecido a forma relativistica da equacao de Schrodinger, mostrou que a func¢ao
de onda W era uma grandeza de quatro componentes e que as equagoes assim obtidas eram
invariantes pela transformagao de Lorentz [24]. Mas, havia um problema a resolver: na
conexao da relatividade especial com a mecanica quantica surgem os estados com energia
negativa. Dirac propos a existéncia de antiparticula com sua “teoria do buraco”.

A descricao de dinamica do microcosmo a partir das ideias de L. Broglie, em
particular ao comportamento de particula submetido a acao de campos eletromagnéticos,

como no caso do elétron atomico, foi encontrado em 1926 por Schrédinger, a partir da

equacao,
HV (7 t) = ih%\ll (7,t), (2.42)
ou
Hvy = Ev, (2.43)

onde H é o operador Hamiltoniano, no caso de sistemas conservativos corresponde a
energia do elétron (autovalor F). Entretanto, a equagao de Schrodinger é uma equagao
nao relativistica, que envolve derivadas parciais de segunda ordem, enquanto a derivada
temporal é de primeira ordem. Por outro lado, Sommerfeld ja havia mostrado que, para
explicar a estrutura fina dos espectros de raias do atomo de hidrogénio, era necessario
considerar corregoes relativisticas ao movimento do elétron orbital.

Como compatibilizar entao, a Mecanica Quantica e a teoria da Relatividade Es-
pecial? Essa foi a pergunta que Dirac se fez entre os anos de 1926 e 1928. Para ele,
nao deveria haver assimetria na ordem das derivadas envolvidas em equacao relativistica.
Por exemplo, a equagao de onda de d’Alembert envolvem derivadas de segunda ordem no
espaco e no tempo, e é covariante com relacao a transformada de Lorentz. O problema
estava em nao considerar o spin do elétron, que nao era conhecido na época.

O préprio Schrédinger havia chegado a uma equacao relativistica para o elétron



26

no atomo de hidrogénio, mas o espectro calculado com base nessa equacao nao estava
de acordo com a experiéncia. Teoria e experimento s6 estavam de acordo no limite nao
relativistico.

A equacao relativistica encontrada por Schrodinger foi redescoberta em 1926, por
Oskar B. Klein e Walter Gordon, tendo ficado conhecida por equacao de Klein-Gordon.
Ao contrario do que se imaginava esta equacao nao descreve particulas como o elétron, de
spin 1/2, mas sim particula de spin zero, como o méson .

Dela resulta uma aparente contradicao conceitual com a interpretacao probabilis-
tica da mecanica quantica, proposta por Max Born, pois poderiam ocorrer probabilidades
negativas.

Um procedimento para obtencao da equacao nao relativistica de Schrodinger pode

ser apresentado a partir da associacao:

0
H%Zha

7= ihV
e da hipdtese de que a relagao entre o operador Hamiltoniano H e momento p para uma

particula livre de massa m seja dada pela expressao nao relativistica:

2
j

2m
Assim resulta:
h? 0

- 2 v — 7h v
QmV U (7,t) zhat\ll(r,t)

De acordo com a expressao relativistica de Einstein, a relacao entre os operadores

Hamiltoniano e momento para a particula livre de massa m deveria ser dada por:
P2 + m2ct, (2.44)

assim, usando (2.42), é imediato escrever uma equagao que descreve o movimento de uma
particula livre relativistica na Mecanica Quantica, logo:

v
V—h2c2V2 + m2cAV = ih%—t. (2.45)

Esta equacao apresenta como problema o fato de possuir um operador raiz qua-
drada, um operador deste tipo nao é uma transformacao linear, o que implica na im-
possibilidade de termos autovalores correspondente a energia. Podemos resolver este pro-

blema aplicando-se o operador Hamiltoniano em ambos os lados da expressao acima, como
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dH
—— = 0, obtemos:
dt 5
zha (HV) = vV —h2c2V2 + m2cAH U,
2
W
—ff% = (=h*V? + m’c*) U, (2.46)
ou ainda:
me)\ 2
{D + (7) } W =0, (2.47)

onde [ = 9#0,, é o d’alambertiano.

Esta equacao é conhecida como equacao de Klein-Gordon. Como V¥ é uma grandeza
escalar, ¢ imediato observar a covariancia da equagao (2.47).

A equacao de Klein-Gordon apresentava na época (1926) os seguintes problemas:
(i) introduzindo-se a interacao eletromagnética e aplicando-a ao d4tomo de hidrogénio, ela
previa uma separagao entre niveis de energia de estrutura fina, muito maior do que a
observada experimentalmente. Conforme foi dito acima, este é um problema aparente. A
equacao de Klein-Gordon é apropriada para descrever particulas de spin zero. O elétron
possui spin i/2. Assim, a discrepancia entre a teoria e experiéncia se devia, simplesmente,
ao fato que a equagao de Klein-Gordon estava sendo usada onde nao existia validade; (ii)
ao eliminarmos a raiz quadrada da equagao (2.45), fizemos com que a equagao de Klein-

Gordon admitisse, também, solucoes de energia negativa, pois partindo do Hamiltoniano:

H = —\/p?c® + m?c,

fazendo com que a equacao chegasse igualmente a equacao de Klein-Gordon. Realmente
nao ha sentido relacionar a energia negativa a particula livre. Porém a solugao é exata-
mente a existéncia das antiparticulas.

Este ponto ¢é de grande importancia para a teoria das antiparticulas na Frente de
Luz, e é por isso que vamos insistir na anélise via teoria da relatividade especial.

A relacao (2.44) é equivalente a:

mo 62

E= . (2.48)
+4/1 = (v/e)?

A partir de (2.44), criou-se a definigao de massa relativistica, m,.;, para simplificar

os calculos,

Mype] = o = ymy. (2.49)

+4/1 = (v/e)?
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onde v = 441/1 — (v/c)® e entdo a equacio (2.48) poderia ser escrita para corpos generi-

camente em movimento, como:

E = myqc®. (2.50)

A relagao (2.43) vem escrita com um sinal + antes da raiz. Foi assim que Dirac
conectou as antiparticulas da Teoria de Campos com a Relatividade Especial. Outro modo
de analisar a questao é através do quadrado do intervalo invariante do espaco-tempo de

Minkowski que é dada por:
ds® = *dt* — da® — dy* — d2?, (2.51)

dividindo por c?dt?, obtemos o fator ~:

ds? L,y 5
c2dt2 = 1= 2 (Um —Uy UZ)
2
1
= 1-5=
Ay
d
£:=i§ (2.52)

usando este resultado em (2.49), permite reescrever a massa relativistica:

i Cmyg
el = (ds/dt)’

Se tomarmos o sinal 4, m,.; serd também positiva e a energia F = m,¢c? seré posi-
tiva. Consequentemente, a escolha do sinal negativo — para o valor da massa relativistica
implica um valor negativo para a energia F. Vemos entao que o sinal da massa relativis-
tica — e consequente da energia — estd associado matematicamente aos valores +ds/dt
vistos em (2.52), isso é andlogo aos diagramas de Feynman correspondente a propagacao
de particula e antiparticula.

Podemos fazer uma analise semelhante na Frente de Luz para encontrar a condicao
que nos defina os estados de particula e antiparticula. Usando as transformacoes de

coordenadas do espago de Minkowski para as coordenadas da Frente de Luz (2.30), sendo

os momentos canonicamente conjugados das coordenadas (x*, x, xL) dados por:

B = (R4 ),

RQlrm ©

(K" — k%), (2.53)

k= (k' k).
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O método usual de encontrar a relacao da energia nas coordenadas da Frente de
Luz é calcular o produto escalar k*k, = ¢*m?2 do quadri-momento nessas coordenadas,

com massa de repouso mg. Portanto:
_ 2 2 2 _ 2741~ 12 2,2
Kk, = — — k2 — k2 — k2 = o’ kThT — K2 = Pml,
2,2 | 1.2
:cm0+kl

okt

onde k= é definido como a energia da particula na Frente de Luz e as componentes

k™ (2.54)
(k:*, IZL) sao os momentos na Frente de Luz.

Sabemos que a energia de uma particula livre no espaco-tempo de Minkowski é
dada por k° = E = +cy/m3 + /22, o que mostra uma dependéncia quadratica de k& com
k em contraste com a dependéncia linear entre (/~1;+)_1 e k™ nas coordenadas da Frente de
Luz. Portanto, na energia total relativistica temos os dois sinais, e na equacao (2.54) o
sinal de k= estd associado ao de k™. Sendo que k™ > 0 implica em k=~ > 0, ou seja, na
Frente de Luz a energia positiva é definida por £~ > 0 e a energia negativa por k= < 0.

Vamos agora analisar com a ajuda do quadrado invariante do espaco-tempo na
Frente de Luz se é possivel encontrar uma relagao que nos mostre se o sinal da energia na
Frente de Luz esta associado ao sinal do quadrado do intervalo invariante. Usando (2.30)
para reescrever (2.51), teremos:

N2 N2
gs? — (dx+ +dx ) et dy? (d:v+ —dx ) ’
oY e!

ds® = a*dxtdx™ — di*. (2.55)
Nao escolhemos, como usualmente, a coordenada z+ como o “tempo” na Frente de

Luz, mas usaremos o tempo proprio 7 e a massa de repouso mg, pois sao invariantes por

mudanca de referencial inercial. Dessa forma:

ds? )
+,,- =2
— = vTvT — U,
dr? L
2 7.2
=a'kTkT — k7,
dr? =
mods > -
0 = 2kTk™ — k2, (2.56)
dr
_  dx _ _ ds
onde usamos v’ = dj— e kir = movi“ , € sendo P +c, teremos:

2 2 2141.— 7.2
cmy = o kTkT — k1,
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2.2 | 12

k= % (2.57)

Vemos em (2.56) que, na Frente de Luz, ndo podemos associar o sinal de ener-
gia ao quadrado do intervalo como anteriormente. A relagao (2.57) é exatamente a que
encontramos em (2.54). O sinal negativo para a energia — ou seja, a existéncia de anti-
particulas — é arbitréria, através da escolha do sinal de k™. Além disso, nas coordenadas
da Frente de Luz, como os sinais de k= e de kT estao vinculados, nao hé a possibilidade
do aparecimento simultaneo de particulas e antiparticulas. Na Frente de Luz definisse
propagacao de particula ou antiparticula conforme a escolha do sinal de kT,

No préximo capitulo contruiremos a funcao de Green que representa a propagacao

de uma particula e antiparticula evoluindo em um tempo z* definido na Frente de Luz.



Capitulo 3

Funcoes de Green Livres na Frente

de Luz

Mostraremos inicialmente um resumo da importancia da funcao de Green para a Mecéanica
Quantica. Em seguida transformamos o propagador quantico covariante no tempo da
Frente de Luz e obtemos a funcao de Green para particulas escalares, sem interacao, nestas
coordenadas. Este operador propaga a funcao onda de ™ = 0 até 2™ > 0. Ele corresponde
a definicao da operacao de ordenacao temporal na coordenada x*. Fazemos o célculo da
funcao de Green na Frente de Luz para 2 bdsons nao interagentes se propagando para
frente no tempo x*. Mostramos, também, como escrever a funcao de Green na Frente de
Luz partindo do propagador de Feynman covariante e finalmente fazemos a generalizagao

para N bésons [4].

3.1 Funcao de Green e o propagador

Em mecanica quantica a funcao de onda define completamente o estado do sistema e

satisfaz a equacao de Schrodinger:
d
H|V) =i—|V¥ 3.1
W) =i 0 (31)

onde H é a Hamiltoniana do sistema e |¥) é um vetor de estado. Em (3.1), estamos
considerando h = 1.

A funcao de onda , ¥, evolui no tempo e sua evolucao pode ser descrita pelo
operador unitario U (¢ — t'):

U) = U (t— ') | ). (3.2)

31
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O operador U é unitdrio pois a evolucao dada pela equacao (3.1) conserva a pro-
babilidade
d
— (U |¥) =0. 3.3
S |w) (33)
Introduzindo a equagao (3.2) na equagao (3.1) temos:

HU(t—t') = i%U(t -t (3.4)

onde U(0) = 1.
Através do operador evolugao, podemos introduzir o propagador da equacgao de
Schrédinger:
St—t=U@t-t"ho@t—-t), (3.5)
onde O(t) =1 parat > 0e 0(t) =0 parat < 0.

Derivando a equagao (3.5) em relac@o a ¢, temos:

d n o d / / Y i gy
£S(t—t)—<dtU(t—t))9(t )Y+ U(t t)dte(t t'). (3.6)
Usando a equagao (3.4), temos:
iiS(t—t’) —HS(t—t)=1did(t—1), (3.7)

dt
onde usamos que £6(t) = () e U(0) = 1.

O propagador associado a fungao de Green da equacao de Schrodinger como:
Gt—t)=—iS({t—t). (3.8)

A funcao de Green ou o propagador descreve completamente a evolugao do sistema
quantico. Neste caso estamos usando o propagador para “tempos futuros”. Poderiamos
igualmente definir o propagador para “tras” no tempo.

A propagacao de um boson livre de spin nulo no espaco quadridmensional é repre-

sentada pelo propagador de Feynman covariante

d'k e
S(at) = =0,1,2,3 3.9

onde a coordenada z° representa o tempo e k° a energia. A equagao (3.9) pode ser
reescrita, em sua forma geral, por
dkOdk dk>dk? e i(KOao ki)
S(:Uo,xl,xQ,x?’) _/ 4 226 N2 .
(2) [(K0)" — (k7)" — m? + ie]

Iremos calcular esse propagador ((3.9) e (3.10)) na Frente de Luz, isto é, para o

, com j=1,2,3. (3.10)

tempo x .
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3.2 1-boson

Fazemos a transformagao do propagador de um béson livre no tempo associado a Frente de

Luz reescrevendo as coordenadas em termos da coordenada temporal 2+ e das coordenadas
.. . - _ -

de posicao (z~ e ?L) [7]. Com isto os momentos sao dados por k~, k™ e k |, e portanto,

teremos
— 2l _i[%—kh‘}
S(a- - ZL“J') _ l/dkldkld ki ie
’ ’ _ k2 4+m2—ic\
2 (2m) ki (kl _ Ky o >

(3.11)

Como nosso interesse é estudar a propagacao apenas para o tempo x' na Frente

de Luz, entao simplesmente iremos resolver a equagao

1 [ dk;y ez ket
S(a*) = —/ : —, (3.12)
2) (2m) kit (/{1— _ %2?2%6)

em que na mudanca de coordenada para Frente de Luz estamos considerando a convenc¢ao
Lepage-Brodsky, ou seja, a = 1.
O diagrama que representa esse propagador é dado pela figura 3.1. O jacobiano

- - - . -
da transformacao k°, k — k=, k%, k| éigual a % e kT, k| sao operadores de momento.

Figura 3.1: Diagrama para o propagador S(z*)

Fonte: Autoria prépria

Calculando a transformada de Fourier
S(K-) = / dart e KT (2, (3.13)
onde aplicamos

5 (u) _ 2 /dx+e;(K__k1_)’”+, (3.14)

2 T on

juntamente com a propriedade do delta de Dirac
1
d(ax) = =6 (x), (3.15)

obtemos,

S(K™) = : (3.16)
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que descreve a propagacao de uma particula para o futuro e de uma antiparticula para
o passado. Isso pode ser observado em (3.12) pelo denominador que nos indica que para
T > 0 e k™ > 0 temos a particula se propagando para frente no tempo da Frente de
Luz. Caso contrério, para 2+ < 0 e k™ < 0 teremos a antiparticula propagando-se para o
passado.

A fungao de Green na Frente de Luz G(zT) atuante no espago de Fock é definida
como a amplitude de probabilidade de transi¢ao do estado inicial no espago de Fock |i) ao
estado final |f). A sua transformada de Fourier é algumas vezes chamada de resolvente
para uma dada Hamiltoniana, nesta dissertacao iremos chamé-la, apenas, de transformada
de Fourier para a funcao de Green ou mesmo funcao de Green.

No caso de um bdson livre, a funcao de Green, para a propagacao de particula é

dada pelo operador:

+
() -y OkT) ]
onde k,, = ki,:er é a energia da particula. Para propagacao de antiparticula, temos
O(—k™)
U -y — - 3.18
o (k) k= +k,, —ic (3.18)

Gélp Véa funcao de Green para particula livre e Géla) é a funcao de Green para antiparticula
livre.

Vemos que a diferenga entre a resolvente ou fungao de Green das equagoes (3.17)
e (3.18) para o propagador na Frente de Luz estd na auséncia do nimero complexo i e do

fator de espaco de fase k* que aparecem na equagao (3.16).

3.3 2-bosons

Vamos calcular o propagador para duas particulas livres com K+ = kf +kf > 0dea™ =0
até xt > 0. O propagador de Feynman para esse caso serd representado pela Figura 3.2.

Considerando a equagao

Szt k) :/ dky dly e je~tka2u
b 2m) 2r) k2 —m? +ickd —m? +ie

, com pu=0,1,23, (3.19)

e transformando-a no tempo da Frente de Luz, ] = 25 = 2™, isto ¢, eliminando o tempo

relativo entre os dois bdsons, teremos
—1 / dk;y dky ekt ek ot
A (2m) (2m) kf (kl— _ kitﬁmL%) kyf (k; B kgLerLis) :

F F
1 k2

S(x™)

(3.20)
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;‘CQ

Figura 3.2: Propagacao de dois bosons na Frente de Luz com momentos %y e ko

Fonte: Autoria propria

Fazendo a transformada de Fourier em (3.20), teremos

- -1 / dky dk; 2 (2) 0K —ky —ky) (3.21)

S(K™) =
(K7) 22 (27T)2 kifks (kl— _ %) (kQ_ _ w> ’

1

sendo que o 6( K~ —kj —k; ) representa a conservagao de K ~. Integrando em k; obtemos

~ —1 dk; 1 1
S(K™) = 1
( ) 2 (27T) / kik; <k1_ _ ki_+m27is> (Kﬁ o kl_ o kgj_+m2fi€> !

Ky K+—kf

onde ky = K~ — ki e ki = KT — k" . Calculando a integral utilizando o teorema de
residuos de Cauchy vemos, primeiramente, que na equagao anterior temos dois polos no
plano complexo de k. O primeiro denominador tem um pdélo quando a parte imaginaria
de ki for negativo e o segundo para a parte imagindria de k; for positivo, se ki e k3 forem
maiores que zero. Entdo, para a integral ser diferente de zero, k5 tem que ser positivo no
caso K™ > 0. Assim, o resultado seréd

Sy = RETB) L

2k (K+ — k) (K— — K + i&?)

(3.22)

onde o subindice (2) indica a propagagao global do estado quéantico de duas particulas
com energia:
K- R +m® kS +m?
(2)on kT Lkt
1 2

(3.23)

O operador K 2)on ¢ a Hamiltoniana na Frente de Luz para o sistema de duas particulas

livres de massa m. Para 2t < 0, g(g) = 0 devido a escolha de Kt > 0. Observe que

§(2)(K ~) é escrito na equagao (3.22) na forma operatorial com respeito aos momentos k™
_>

€ k‘L.

A funcado de Green de dois corpos estd relacionada ao propagador (3.22) de duas

particulas que se propagam no tempo 2 na Frente de Luz para o futuro (z* > 0). Da
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equagao (3.22) obtemos a fun¢ao de Green de dois corpos livres que é dada por:

O(k{)O(K* — k')
(K= = Ky + i)

(3.24)

A diferenga entre a fungao de Green de dois corpos e a equagao (3.22) esta no fator

do espago de fase das particulas (1) e (2).

3.4 N-bosons

A generalizagao do propagador (3.22) no tempo 2™ que evolue simultaneamente N parti-

culas ¢ dado por:

3 (K-)— L ey O(kN)O(K* — k) i
(N)( ) N—-1 Jj=1 Lt — .
(2) j (K‘ — K(j)on + ze)

, (3.25)

onde K (Nyon ¢ a Hamiltoniana livre na Frente de Luz para um sistema de N-particulas,

dada por:
N 72 2
B kz, +m3
K(N)on = Z ’ k’;_ ’ ) (326)

=1

comkj >0e Kt =" kI

J=1"

A funcao de Green de muitos corpos nao interagentes é dada por

1

K= = Ky + i€)

N

GM(K™) = [H O(k)O(E — kj)] , (3.27)
Jj=1 <

onde Ky, ¢ definido por (3.26).

Vamos construir a funcao de Green na Frente de Luz, para o sistema inicialmente
composto de dois bdsons livres que trocam boésons intermediarios que estabelecem a in-
teracao entre o par. No capitulo seguinte vamos calcular a correcao perturbativa para a
funcao de Green na Frente de Luz devido a essa interacao. Introduziremos também um
conjunto de equagoes acopladas hierarquicas que tem como solucao a funcao de Green nao
perturbativa de dois bésons. Esta formulacao é ttil para a aproximagao tipo “escada”, po-
dendo eventualmente ser generalizada para incluir diagramas “cruzados” de auto-energia
e outros. Este conjunto de equagoes representam na Frente de Luz exatamente o pro-
pagador covariante de dois bésons na aproximacao “escada”’. Também, iremos discutir o

truncamento no espago de Fock dos estados intermediarios.



Capitulo 4
Equacoes Hierarquicas

O nosso objetivo neste capitulo é estudar a funcao de Green de dois corpos na aproximagao
de “escada” para a dinamica definida na Frente de Luz. O nosso interesse é definir na
Frente de Luz, a interacao entre dois corpos mediada pela troca de uma particula e obter
a corregao a funcao de Green de dois corpos originada por esta interagao, via um conjunto

de equagoes hierarquicas [7, 8.

4.1 Equacoes hierarquicas

E conhecido que, a teoria de perturbacao na Frente de Luz é equivalente a expansao em
teoria de perturbacao covariante. Assim, em principio, é possivel achar a representagao
exata da equacao de Bethe-Salpeter para a funcao de Green na Frente de Luz. Para
este propdsito nos usaremos um modelo bosonico para o qual Lagrangeana de interacao é

definida por
L; = g\ d10 + gpléao, (4.1)

onde os bdsons ¢, e ¢o tem massas iguais a m e o bdson intermediario, o, tem massa m,,.
A constante de acoplamento é g.

Em geral, a funcao de Green na Frente de Luz para um sistema de dois corpos
poderia ser obtida da solucao da equagao covariante de Bethe-Salpeter que tem todos os
diagramas irredutiveis de dois corpos no Kernel e correcoes de auto-energia no propagador
intermediario dos bdsons ¢; e ¢3. Podemos obter facilmente a fungao de Green de dois
boésons na Frente de Luz, sem incluir corregoes de auto-energia nos bosons intermediarios,

isto é, os “loop’s” fechados para os bdosons ¢, e ¢9 e diagramas cruzados, como solucao do
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seguinte conjunto de equagoes hierarquicas:

GR) = G + G (KRG ()
GOK™) = GP(KE™)+GPE)SD(E)GO(KT),
GOK™) = G(KE)+ G (K)EO (K )GW(K), (4.2)

GI(KT) = GEV(ET) + GV (KRR GIE)

onde K~ é a energia total das particulas na Frente de Luz, XV (K~) = VGWH)(K)V
e V é o vértice da interacao dado explicitamente pelos elementos da matriz do ha-
miltoniano de interagao que cria ou destréi um quantum bosonico intermediario. Para o

vértice V', temos
< gk VIk> = 20(q+ ko — k)——2e—b(k})

< q[Vlkok > = 260k + ky — q)——tee (k) , (4.3)

onde kf =kt —¢" ek, = k; — q,. Queremos ter uma corre¢ao para dois bésons
da funcao de Green até quarta ordem na constante de acoplamento ¢, tendo oito no
diagrama “escada”, dos quais dois deles representam bdsons interagentes, com momentos
identificados por k, e k,. Para os outros seis momentos, vamos identificar como k;, onde
1=1,2,3,4,5,6.

O conjunto de equagoes (4.2) inclue, em particular, a aproximacao de “escada” para
a equacao de Bethe-Salpeter covariante. As equagoes hierarquicas (4.2), correspondem
a um truncamento no espaco de Fock na Frente de Luz, tal que somente estados com
duas particulas ¢; e ¢9 sem restricao do niimero de bdsons ¢ sao permitidos nos estados
intermediarios. A propagacao livre destes estados é representada pela funcao de Green
G(()N) (K~), onde o nimero de bdsons o é N —2. As equagoes (4.2) nao incluem a totalidade
dos diagramas “escada” cruzados; por exemplo, a propagacao intermediaria na Frente de
Luz de um estado de um bdson ¢y, dois bésons ¢, e um antibéson ¢, (estado de Fock
de quatro corpos) nao estd incluido nas equagoes hierarquicas propostas. Para obtermos
o propagador de dois corpos no tempo na Frente de Luz na aproximagao “escada” nos

restringiremos a hierarquia das equagoes (4.2).
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4.2 Truncamento das equacgoes hierarquicas: O(g?)

Obtemos uma expansao sistematica por truncamento do espaco de Fock na Frente de Luz
de N particulas no estado intermedidrio (béson ¢, bdson ¢, e N — 2 ¢’s) realizando a

seguinte aproximacao nas equagoes (4.2):
G = Gy () (4.4)

onde G(()N)(K ~) sao as fungoes de Green livres na Frente de Luz para N particulas e a
partir desta aproximacao resolvemos a hierarquia de equagoes acopladas.

Restringindo as propagacoes intermedidrias a estados de no maximo trés particulas,
obtemos as seguintes equacoes, cuja solucao nao perturbativa é a funcao de Green de dois

e tres corpos:

GO(K™) =GP (K7) + GP(KT)EO(KT)GP(K7) | (4.5)
GOE™) =GP (K7) + GP (KW (KT)GO(K7) | (4.6)

onde XW(K-) = VG (K)V.
O Kernel da equagdo (4.5) ainda contém uma soma infinita de termos, correspon-
dente a propagacao de trés corpos na Frente de Luz, que sdao obtidos resolvendo-se a

equagao (4.6). Aproximando a equacio (4.6) em ordem ¢°, temos:
GO(K) = GP(KT)

dessa forma, podemos obter uma equagao nao-perturbativa com o Kernel calculado na

ordem g?. Assim a equagio (4.5) resulta em:
Gy (K7) = G (K7) + Gg (K ) SW (KGR (K7)
iterando esta equacio para G® (K ™) até segunda ordem, temos que:

GR(K7) =GP + 6P (KO (E ) {6 () + 6P KO )CR (K )

g g

em que X6 (K-) = VGP(K)V.
Vamos agora fazer o produto G(()Z) (K~)X®)(K ™) pelo primeiro termo da soma entre

as chaves, entao temos que:

AGE(K™) = GP(K S (K)GP (K7) . (4.8)
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A equagao (4.8) ¢é a correcao perturbativa em segunda ordem na constante de
acoplamento da fungao de Green de dois corpos. Podemos expandir a equacao (4.7) até
a quarta ordem da constante de acoplamento, mas nao obteremos o termo associado a
propagacao global de quatro corpos nas correcoes aos propagadores em g*. A propagacao
global do estado intermedidrio de quatro corpos tem alguma importancia quando com-
paramos os resultados numéricos para o estado ligado de dois bésons ®; e &, obtidos da
equacao de Bethe-Salpeter quadridimensional ou covariante e sua projecao na Frente de
Luz. Porém, em geral a equacao de Bethe-Salpeter quadridimensional na aproximacao de
“escada” é representada na Frente de Luz pelo conjunto de equagoes acopladas hierdrquicas

dadas pela equagoes (4.2).

4.3 Truncamento das equagoes hierarquicas: O(g?)

Para obtermos a fungao de Green de dois bésons corrigida perturbativamente até a quarta
ordem na constante de acoplamento, ou seja, obter a correcao AG?(K ~), devemos fazer
a aproximacao

GI(K™) =GP (K™)+ AGD(K™) (4.9)
portanto para obter a aproximacido de G (K~) em ordem g* teremos que usar primeiro
a equacao (4.9) na equagao

GK) = GPE)+

+ GV (GO + AGR(K)) VER (), (410)
onde a aproximaciao G®(K~) da equagdo (4.9) é solucio perturbativa em ordem g* do
conjunto de equacdes hierarquicas (4.2) com G (K~) = G((]4)(K ~), que podemos escrever
como:

GO(K7) 2 GP(E) + AGD(K™) = G (K7) + G (K )EW(K TGP (K™) . (4.11)

A equagao (4.11) é necessdria para reproduzirmos os resultados covariantes de
G®(K™) até ordem g¢*, onde encontramos o efeito da propagacao intermedidria de estados

de Fock de quatro corpos. A equacao (4.10) iterada duas vezes é:
G? = GP +6PTOGY +
+GPEOGP eGP + (4.12)

+ GPEOEPEOEPRO6D
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onde por simplicidade nao indicamos a dependéncia em K, e lembramos que G®) ¢
obtido da aproximagao dada na equacao (4.11). A solucao perturbativa da equagao (4.12)
até ordem g* pode ser facilmente obtida se desprezarmos o tltimo termo que tem ordem
minima ¢° e aproximarmos os restantes até ordem g*. Separando os termos perturbativos

da equagio (4.12) em ordem g*, temos que

AG;%} — GPsOEIr6? 4 PrWse) R (4.13)

Y

em que sera a correcao até a quarta ordem na constante de acoplamento g. Desta forma
concluimos que para reproduzirmos exatamente os resultados perturbativos obtidos da
reducao & Frente de Luz do propagador covariante de dois bésons até ordem ¢*" na
aproximacao “escada’”, devemos construir o Kernel da equacao para G(Q)(K ~) até ordem

g2n .

No préximo capitulo, construimos a equacao integral homogénea para o vértice do
estado ligado na Frente de Luz, partindo da equagao (4.10) com o Kernel aproximado em

ordem ¢*.



Capitulo 5

Solucao Computacional para o

Estado Ligado: Diagrama Escada

Agora construiremos a equacao integral para o vértice do estado ligado de dois bdsons in-
teragentes na Frente de Luz, onde é necessario introduzir o conceito de “vértice” associado

a uma funcao de onda de um estado ligado [4].

5.1 Equacao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz

A equacao integral de Bethe-Salpeter na Frente de Luz pode ser vista de uma maneira
equivalente como a equacao de Schrodinger para representacao de momentos na Mecanica
Quantica. A vizualizagao dessa observagao esta em perceber que a equacao diferencial de
Schrodinger pode ser reescrita como uma equagao integral de Fredholm, onde o seu kernel
¢ um potencial. Esse fato é descrito no apéndice A.

Com isso, podemos introduzir, inicialmente, o conceito de “vértice” através da
equagao de Schrodinger para o estado ligado de dois corpos, que no centro de massa é

dada por

2m

onde ? ¢ o momento relativo das duas particulas de mesma massa m, V' é o potencial e

(pi i v) W) = — Ep | Us) (5.1)

—Ep é a energia de ligacao. Reescrevendo a equagao(5.1), temos que

onde o vértice é dado por V' |¥g) = |'p).

VI|Ug), (5.2)

42
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Nosso interesse, é definir o vértice do estado ligado de dois bdsons usando pos-
teriormente as equagoes hierdrquicas das fungoes de Green (4.2), da qual obtemos uma

equacao nao-perturbativa para o propagador de dois bdsons;
a® — Géﬂ) + G(()2)Z(3)G(2), (5.3)

que permite em principio o aparecimento de estados ligados.

Préximo a regiao de energia do estado ligado a funcao de Green tem um pélo:

- @ (- _ 1¥B) (5]
K}gnKE GO = K- —Kjg’ (5.4)

onde |¢p) é a funcdo de onda do estado ligado.
Assim, introduzindo a equagao (5.4) em (5.3) e efetuando o limite K~ — Kjp,
temos
[vs) = Gy (Kp) SO (K5)[¥5), (5.5)
com o Kernel definido pela hierarquia das equagdes (4.2) e X (K5) = VG® (K5Z)V. Isto
pode ser também escrito como uma equacao de autovalor de um operador de massa ao
quadrado
[M§ + KYSO(KG)] [vs) = (M) [vg), (5.6)
onde (M)’ = KKy — K2, Mg = K*K 50, — K2 e K 3o, ¢ definido na equagao (3.23).
A equagao (5.5) é a equagao homogénea de Bethe-Salpeter projetada na Frente de

Luz, e o vértice é definido por

U5 = (G2 05)) o) (5.7

5.2 Aproximacgao de escada em O(g?)

A obtengao da equagao integral homogénea para o vértice até a ordem g2, figura (5.1),

-1
é feita quando multiplicamos a equagao (5.5), em ambos os membros, por (G82)> e

- @ (@7 _ .
usando a propriedade G~ ( G =1, temos:

ITg) = @GP D). (5.8)

. /. . ~ +
Na base de momentos cinematicos, e definindo as fragoes de momentos x = % e

+
y = 7+, temos que

ded®k, KO(G, KL 2).. —
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{J’l ? {”' (EJ_ ] I)

Figura 5.1: Troca de um béson o no Kernel da equacao de Bethe-Salpeter na Frente de
Luz

Fonte: Autoria prépria

em que |[T'g) eT B(? 1,9y) sao relacionados por um fator de espacgo de fase, tal que

Ts(qLy) = Ve (Kt —q"){(qL,q¢" ITp) (5.10)

e a massa livre do sistema de dois bdsons, no centro de massa l_g 1 =0, é dada por

_ k? +m?
Mg = K"K, — K = ma (5.11)
e
2
3) e _ g -y 5.12
(7J_7y7 J_,l') 167’(’3 (.T—y) ( . )
1
(MJQB _ qizmz B kilir;nz B (q_lﬁ;m?’)
+[k < dql,

sendo M3 = K}, K5, no centro de massa onde K. =0
A equagao (5.9) é a equacao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz na aproximacao
“escada” com a interacao calculada em segunda ordem da constante de acoplamento, e

também ¢ a equagao obtida por Weinberg [25].

5.3 Aproximacao de escada em O(g?)

Construimos a equagao integral homogénea para o vértice do estado ligado na Frente de
Luz, partindo da equacao (4.10) que tem o Kernel aproximado em ordem g*, cuja solugio

nao-perturbativa resulta na fungao de Green de dois bdsons:

GA(K™) =GP (K™) +GP (K )S®(K)G
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onde XO(K~) = VGO (K~)V e

GO(K™) = GPE)+AGH (K7) =

= GY(K) +GP (K )ED(K)GP (K.

Truncamos G® até a ordem ¢? e G® até ¢°, incluindo, assim, as propagacoes interme-
dérias de trés e quatro corpos no Kernel da equacao integral para G!(;).

A equagao integral para o vértice do estado ligado de quarta ordem é construida
de forma andloga ao realizado anteriormente (equagao (5.8)), onde o vértice é dado agora
por

T) =V (GP) + AGY (K 7)) VG Tp). (5.13)

Definimos a particula que “entra” nos diagramas das figuras (5.1) e (5.2) pela fracao
de momento x = % e ?L, a que “sai” por y = % e 7¢ e a do “loop” que gera o estado
intermediario de quatro corpos por z = % e 7 1, como mostra a figura (5.2), entao temos

que:

(7., v) @, , z) (El , .-1:)

Figura 5.2: Troca simultanea de dois bdosons no Kernel da equacao de Bethe-Salpeter na

Frente de Luz

Fonte: Autoria prépria

I'p(71,y) = /%x (5.14)

— —
K<3)(7¢7y; k‘bx) +K(4)(7Lay§ kJ_7$)
Mg — Mg

FB<kL7 [L'),
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onde z, y e z sao as fracoes dos momentos k*, ¢* e pT, respectivamente, e

oot - () f et

Oy — 2)0(z — x)
(M% K2 4m? piim? (p*k)i+m(2,>

T 1—2 2=
1

M2 pit+m? g3 +m?  (g—p)T+m2

B z 1—y y—z

1

M2 Kam?  dlm? (¢—p)i+m2  (p—k)+m2

B T 1—y y—2z 2—z

+[$Hy,]ﬁ_<—>ql]. (515)

O vértice |I'g) e T’ 3(7 1,Y) estao relacionados da mesma forma apresentada na equagao
(5.10).

A equacao (5.14) é a equagao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz com o Kernel em
quarta ordem na constante de acoplamento na aproximacao de “escada”. E de se notar que
conseguimos construir a equacao de Bethe-Salpeter na aproximacao “escada” a partir dos
resolventes ou fungao de Green na Frente de Luz, e se for necessario ir até ordens mais
altas em ¢ é s6 adicionar termos que incluem a propagacao de N corpos nas equagoes
nao-perturbativas hierarquicas (4.2).

Foram feitos calculos numéricos para o estado fundamental [4, 10] que mostram que
os efeitos do Kernel calculado em quarta ordem em g, apesar de pequenos, sao necessarios
para melhor aproximar a solugao da equacao de Bethe-Salpeter covariante. Do ponto
de vista pratico, as ordens mais altas na aproximacao “escada” para a constante de aco-
plamento g nao devem contribuir efetivamente para aproximar os resultados da equagao
de Bethe-Salpeter quadridimensional na aproximagao “escada”. Embora, teoricamente é
necessario somar todos os diagramas com estados intermediarios de N corpos para que
o propagador de dois bdésons na Frente de Luz seja igual ao propagador covariante na

aproximacao “escada’”.

5.4 Resultados numéricos

Plotamos os valores do Kernel da equagao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz (5.14)
para cada tipo de contribuicao. Tais contribuicoes no estado intermediario sao referidas

como: Kernel de trés corpos, quatro corpos, cruzado e antiparticula. Escolhemos m =1
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e para as coordenadas das fracoes de momentos, escolhemos os valores © = 0.3, y = 0.8 e
z = 0.6. Os momentos k, p e ¢, foram calculados nas equagoes que representam os Kernels
com os seguinte valores: £k =1, p = 0.5 e ¢ = 2. Em todos os casos, a massa do bdoson
intermediario teve valor de m, = 0.5.

O Kernel referente ao estado de trés corpos, equagao (5.12), juntamente com a
constante de acoplamento g como fungao da massa do estado ligado Mg para m, = 0.5 é

mostrada na Figura 5.3.

300

Figura 5.3: Kernel de trées corpos

Fonte: Autoria prépria

Observe que, fixando a constante de acoplamento e olhando a massa do estado
ligado com até trés particulas no estado intermediario pela equagao do Kernel de trés
corpos (5.12), aparece uma diferenca notével quando comparado & solugao covariante no
limite de ligacao mais forte. Assim sendo, o efeito de quatro particulas no estado inter-
mediario é importante. No limite do estado ligado mais fraco, a presenca da componente
do espago de Fock de mais alta ordem nao tem tanta importancia para a constante de
acoplamento em fungao da massa do estado ligado.

Na Figura 5.4, implementamos os mesmos valores fixados para o grafico 5.3. O
resultado do gréfico 5.4, apresenta que o valor do Kernel de quatro corpos, equagao (5.15),
contribui mais para a equagao de Bethe-Salpeter (5.14) quando comparamos com o obtido
no grafico 5.3, ou seja, numa faixa de 5 a 10, com unidades apropriadas, para a constante de

acoplamento g, e préximo do valor 2 para massa Mp do estado ligado, podemos perceber
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que o Kernel de quatro corpos “perturba” mais o sistema de interacao das particulas

bosonicas.

20 0.0

Figura 5.4: Kernel de quatro corpos

Fonte: Autoria prépria

Isso pode ser melhor observado na Figura 5.5, quando implementamos a soma dos
dois kernels (equagdo (5.12) com (5.15)) usando os mesmos valores citados anteriormente.
Com o mesmo intervalo para a constante de acoplamento g, variando de 0 até 20, e o
mesmo intervalo para a massa Mpg, em que varia de 0 a 2 e usando uma massa do bdoson
intermediario igual a 0.5, de fato, podemos perceber, que quando comparamos os graficos
5.4 e 5.5, o Kernel de quatro corpos possui uma melhor contribuicao.

Comparamos graficamente a solugao para o estado ligado fundamental de dois cor-
pos na aproximagao “escada” com a equagao de Bethe-Salpeter covariante. Mostramos
com os nossos resultados graficos, que usando um Kernel com quatro particulas no estado
intermedidrio e em ordem ¢, obtemos resultados que aproximam muito bem os calculos
covariantes [4]. Estes resultados indicam que no estado fundamental de sistemas fraca-
mente ligados, a mistura de componentes de Fock é pequena de acordo com a “intuigao”
desenvolvida em sistema nao-relativisticos.

Enfim, chamamos a atencao que para obtermos os resultados graficos mostrados
acima, usamos um pacote de cdlculo do MATLAB, chamado MuPAD, onde toda codifi-

cacao computacional apresentamos no apéndice B.



Figura 5.5: Kernel de trés corpos somado com o Kernel de quatro corpos

Fonte: Autoria prépria
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Capitulo 6

Contribuicao do Diagrama Escada

Cruzado na Funcao de Green

6.1 Diagrama cruzado

A corregao ao propagador de dois bdsons originada pelo processo de troca de dois bdsons

intermediarios o “cruzados” é representado pelo diagrama de Feynman na Figura 6.1.

Figura 6.1: Troca de dois bdsons o “cruzados”

Fonte: Autoria prépria

Explicitamente esta correcao ao propagador é escrita em funcao dos propagadores

de um bdson e é dado pela seguinte equacao

ALG(z™h)

(ig /dxfd_er:c;rdeGg( —Ty) X

)*
Go(Ty — T3 )Ga(Ty — T )Ge(a™ —Ty) X
G (T{ —T7)Gs(Tf —T7) X
G1(7])Ga(T3), (6.1)

onde A, G ¢é a contribui¢ao do diagrama escada cruzado.
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Teremos, depois de efetuada a transformada de Fourier, o seguinte:

~ ig)* o dp*d®p,
AGIKT) = ——— [ dk~dp dq X
- 2 (27)° krpt(k—p)t(p— )" (K —k—q+p)*t
1 X
(K—q) " (q—p) " (k—p)"
1 1 y
- — ki-ﬁ-}:f—ia) (p_ _ ki-l—;?f—ia)
1 1
k2 +m2—ie —k)2 +m2—ie
qf—ﬁq—+> (Kf—kf—%)
1 1

(K—q)"
1

_ _ (k=p)%4+m2—ic
)(k" BT )

K——k——q—+p‘—(

1

P (¢—p)"

- (q—p)i +m2—ie

(
(
(5 g — Clenis
(
(

K—k—q+p)% +m?—ie
(K—k—q+p)*

(6.2)

Para Kt > 0, as regioes de integracao em p™ que definem a posicao dos pdlos no

plano complexo de p~ sao:

a)0<qt <pt <kt <Kt

(19N

Nas regioes “c” e “d” usa-se o método de separagao em fragoes parciais por duas

vezes na integracao em p~; em “a”, “b”, “e” e “f” nao é necessario, sendo que as regioes “e

[Pk

e “f” tém resultado nulo para a integragao em p~. Os diagramas por regiao sao mostrados

na Figura 6.2.

Depois de efetuadas as integracoes analiticas em k~,p~ e ¢~ temos que

AGKT) = A GYE™) + AyGY(EK™) + Ay GY(K™) + A GYUEK ) (6.3)
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Figura 6.2: Diagramas “escada-cruzados” ordenados no tempo ™

Fonte: Autoria prépria

onde

AGYET) = (z'g)4/ dp*d®p, O(k* — p")0(p* — q*)
- 2k (K — k) (K- — St HE k)

kt (K—k)*
! X
2pt(k=p)t(p— )" (K =k —q+p)*
1
- Pmiie  (KWitmioie  (pltmioie)
I O Ok
1
(K*  (dtmi—ic  (k—p)?tm2—ic _ (K—k)2 fmP—ic queriiE) X
(p—a)* (k—p)* (K—k)T P
1
(K_ _ q2 +m2—ie . (k—p)% +m2 —ie . (K_k—(ﬁ-p)i-i—mz—ia)
a* (k—p)* (K—k—q+p)+
1
6.4)
_ _ ditmPie  (K—q)f +m?—ic)’ (
207 (K —q)” (K B S vk >
e
ALGMK™) = ALGYK )k g, (6.5)

representados nas Figuras 6.2a e 6.2b respectivamente.
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As regioes “c” e “d” tém como contribuicao para o propagador

AGKT) = o) [ A
x Ut (K — k)* (K* k3 4m2—ie (ka)ﬁ_erins)

kt o (K—k)*
! X
2pt(k—p)t(p— )" (K —k—q+p)*
1
(K‘ _ piimP—ie  (¢—p)3 +mi—ic  (K—k—g+p)] +m?—ic (k—p)i+m§—ia>
r (a=p)" (K—k—q+p)* —p)F
—c 1
“ (6.6)
X : I
2q+ (K — q)* (K* i (K—(ﬁzﬁms)
onde
— ]
-
><G - (K_ . q2 +m2—ie . (k—p)2 +m2 —ic _ (K_k_q+p)i+m2—ia> X
q+ (k;_p)+ (K—k—q+p)+
1
(K_ _ KltmPoie  (K—k—qtp)] tmi—ic _ (q—p)i+m2—z‘s) )
kt (K—k—g+p)*t (q—p)+
1
<K— K 4m?—ie (¢—p)i+mi—ic (K*k*qup)ier?fis)
ket (@—p)F (K—F—q+p)*
1
(K— _ pitmPie  (q—p)]+mi-ie (K—q)i-i-m?—ie) . (6.7)
pt (g—p)* (K—q)"

A corregao perturbativa ao propagador de dois bdsons da equagao (6.6) esta representada
pelos diagramas indicados na Figura 6.2c. A correcao representada pelos diagramas da

Figura 6.2d ¢ dada por:
AGUE )= AG(E )k K—kpe K—k—q+pqge K—q. (6.8)

A seguir iremos deduzir a contribuicao de antiparticula ao diagrama “escada-
cruzado”. A contribuicao da propagacao de antiparticula acontece para p* < 0e Kt —
kt — gt + pt < 0. Vamos analisar o primeiro caso, p™ < 0.

A regiao de momento que estd relacionada com a representacao positiva ¢ 4 7
que permitem pélos posicionados em ambos os semi-planos complexos de p~, e portanto
residuo nao-nulo, é k™ < p™ < 0 e |pT| + kT +¢7 < K. Assim, o resultado das

13 7

integrais nos momentos, em que estao relacionados com a representagao negativa “ — "7
para 0 < ¢7 < KT e 0 < k¥ < KT que correspondem as tnicas possibilidades que
permitem resultados nao-nulo das integrais em k= e ¢~ para kt < p* < 0, é dado pelo

diagrama representado na Figura 6.3 e o resultado é dado na equagéo (6.9):
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Figura 6.3: Contribuicao do processo de criacao de par ao diagrama “escada-cruzado”

Fonte: Autoria prépria

~ 1g)* + + + +
AXGant<K_> — (Zg) /dp+d2 9<k +’p |)9(q +‘p D

8 P ot T (ol + k) (g + [pl) T
O(K+ — |pT| —q" — k)
¥ ¥ X
(K—k)"(K—q) " (K—1p|—q—Fk)*

1 1 1
— — X
(K- = Ky) (K- —=Qp) (K- —=1T7)
1 1
6.9
(K gk 1) " (0
+k & ¢d+k—>K—-kqg—>K—q+[k—>K—-qq— K-k,
onde
- _ w=aitmg  (K+p—g-k)7i+m’
gt + [p] KT =kt —q" —|p*|
k3 +m?
okt
oo oatm® (K—k—qtp)7+m’
e gt K+ —kt —qt — |pt|
+pi—FmQ k2 +m?
] ko
p- — a=pitmg (K—-k-wtp)+m
gt + |pT] K+ —k* —qt —|pt|
2 2
q, +m
+lq+ (6.10)

O propagador de quatro corpos, J,, possui uma propagagao para o passado da
Frente de Luz de uma antiparticula com p* < 0. No instante T3 > 0 o par particula-
antiparticula é produzido pelo béson o, em seguida a antiparticula encontra uma particula
de momento kT > 0, ocorrendo a aniquilacao e a producao de um bdson o de momento

Ip*| + kT > 0 que continua a se propagar para o futuro da Frente de Luz.
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6.2 Contribuicao do diagrama cruzado para as equa-
coes hierarquicas

As equagoes (6.3) e (6.9) do diagrama escada cruzado, podem contribuir para as equagoes
hierarquicas do diagrama escada (4.2) na forma que sejam inclusas como corregoes [10].

Diante disso, temos:

GOKT) = GFK) + G K )EO(K)GOE)
GOKT) = G (KT + G (KR )GO(K) |
GOKT) = GEVKT) + ALGO(KT) + GE () O (KGR
(6.11)
GI(KT) = GEV(E) + G (KR GIE )

onde SWVH(K) = VANVF)(K)V e AGW(K™) = ,GD(K™) + GWm(K™) ¢ a
inclusdo do diagrama “escada cruzado”, com G (K ™) representando a fun¢ao de Green
para particula e , GY%" (K ~) representando a funcdo de Green para antiparticula, ambas
no diagrama cruzado. V' é o mesmo vértice da interagao representado por (4.3).

O conjunto de equagoes (6.11) inclue, em particular, a aproximagao de “escada”
e “escada cruzado” para a correcao da funcao de Green na Frente de Luz. As equagoes
hierarquicas (6.11), correspondem a um truncamento no espago de Fock na Frente de Luz,
tal como as equagoes hierdrquicas do diagrama escada (4.2).

De uma maneira semelhante a secao 4.3 do Capitulo 4, podemos obter a funcao
de Green de dois bdésons com correcao perturbativa até a quarta ordem na constante de
acoplamento ¢g. Ou seja, encontrar AG;?(K ~), para o diagrama escada cruzado, é fazer
a mesma aproximacio mostrada em (4.9), isto 6, G®(K~) = GP(K-) + AGS;)(K_).
Logo, para obter a aproximacdo de G (K~) em ordem ¢* no diagrama escada cruzado,
teremos, do mesmo modo da segao 4.3 do Capitulo 4, que usar a equagao (4.9) na equagao
(4.10). Por outro lado, a aproximacdo G (K~) da equagdo (4.9) no diagrama escada
cruzado serd solucao perturbativa em ordem ¢ do conjunto de equacoes hierdrquicas
(6.11). Como as equagoes hierdrquicas (6.11) estao relacionadas com o diagrama “escada”

e “escada cruzado”, entao temos a aproximacao

GY(K )2 GW(K™) + AGP(K), (6.12)
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em que A G (K™) = G (K )+, G (K =) com «G{P (K ) representando a funcao
de Green para particulas livres e XG((fl)‘mt(K ~) representando a funcao de Green para
antiparticulas livres.

Assim, podemos escrever G (K~) como:

GOK™) = GPE )+ (6.13)
+ GO [GPU) + <GP + G () Ve (1),

De maneira andloga ao diagrama escada (equacdo (4.11)) a equagao (6.13) no dia-
grama escada cruzado, também sera necessaria para a reproducao dos resultados covarian-
tes de G® (K ™) até ordem g%, onde encontraremos o efeito da propagagao intermediaria de
estados de Fock de quatro corpos. Sabemos que a equagao (4.10), omitindo a dependéncia

em K, iterada duas vezes resulta em:

¢Y = 6P+ aPs0e? +
+ G(()2)E(3)G(()2)Z(3)G(()2) + (6.14)

+ GPEOEPEOEPRO6E

onde X = VG®)V e lembrando que agora G é obtido da aproximacao dada na equacio
(6.13), entao a solugao perturbativa da equagao (6.14) até ordem g* serd encontrada,
também, desprezando o tltimo termo com ordem minima ¢® e aproximando os restantes
até ordem g*. Assim, separando os termos perturbativos da equagao (6.14) em ordem g*,

temos que

AGH = GPEOGPO6Y +
+ GPrOeWe®a? 4 (6.15)
+ GPEO,GPEOGP +

onde ©® = VGPV.

A equacao (6.15) sera a correcao até a quarta ordem na constante de acoplamento.
De modo semelhante a secao 4.3 do Capitulo 4, podemos concluir que para reproduzirmos
exatamente os resultados perturbativos obtidos da reducao a Frente de Luz do propaga-
dor covariante de dois bdsons até ordem ¢?" na aproximacao “escada cruzado”, também

devemos fazer a construcao do Kernel da equacao para G(2)(K ~) até ordem g*".



Capitulo 7

Solucao Computacional para o

Estado Ligado: Diagrama Cruzado

7.1 Construcao da equacao integral para o vértice no
diagrama cruzado

A construcao da equacao integral para o vértice segue o mesmo procedimento feito para
o diagrama escada, porém temos que adicionar na equagao (5.13) a fungao de Green para

o diagrama cruzado

Tp) = GP(ERVIGY (Kp) + (7.1)
COKRVIGE (Kp) + «GO(Kp) + GO (K VGY (K5)}V [ g)

O vértice para o estado ligado satisfaz agora a seguinte equagao integral homogénea

%
d$d2]{7l FB(]CL,J,)
T5(71,y) = /x(l—x) M2 < (7.2)
— —
[K(?’)(qby; ko) + K97y ko, a)+

- —
XK(4)(7L7y; k L?'r) + XK(4)ant(7Lay; k L7x>i| )

onde K™ é o kernel de quatro corpos no diagrama cruzado dado por

r—z)(1—z—z—y)

o7
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- - - — X
M2 _ kepiami—ie  (Kop—k—q)i4m—ic  plimi—ic  (q=p)]+mi—ic
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1
2 (q—p)2 +m2—ie (K—p—k—q)% +m?—ic k% +m?—ie
M2 - -
y—z l—z—x—y x
1
2 (k—p)% +m2 —ie (K—p—k—q)% +m?—ic q2 +m2—ie -
M2 — _ -
r—2z l—z—z—y Y
! (7.5)
M2 (q—p)2 +m2 —ie q2 +m2—ie p? +m2—ie
B y—z - 1—y - z

e l-zzeoltz—z—yp op o Q+p—k—qrys 11—y,

em que x <> y significa uma troca de variavel, ou seja, onde tem x passa ser y e vice-versa
na equacao.
A contribuigao do par particula e antiparticula ao Kernel da equacao (7.2) é dada

por:

dxd?’k, Tk, x
I'plqi,y) = /95(1 _;) A;i%(jM)Q {K(S)(QL;% ki, x) +K(4)(QJ_>3/§ ki ) +

+ KW (g, yiki, @) + KW (g yi ki, 2) ), (7.6)
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onde o Kernel para antiparticula é dado por:

K(4)ant _ ( ) ko'J_dZG(]. + 2)9( )
: 167 2] (y +[2]) (L= [2] =2 —y) (z + [2])
O(y +2)0(x + 2)
M2 — w? +m2—ie (K+k—p—w)% +m2—ie k2 +m?2—ie B p2 +m2—ie
B

X

y I—|z|—z—y |2] i
1
M2 — (p—k)% +m2 —ie . (K+k—p—w)? +m2—ie - p2 +m2—ie
B x+|2| 1—|z|—z—y x
1
M2 — (w—k)3 +m2—ic (K+k—p—w)2 +m2—ie _witm2—ie’ (77)
B y+l2| I—|z[-z—y y

A equagao (7.2) é a equagao de Bethe-Salpeter com o Kernel expandido até quarta
ordem em ¢ na Frente de Luz na aproximacao de “escada cruzado”. Na proxima se¢ao
¢ feita uma andlise grafica sobre a contribuicao efetiva do diagrama “escada-cruzado” na

equagao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz [9, 10].

7.2 Resultados numéricos

Seguindo a mesma ideia da segao 5.4 do Capitulo 5, também investigamos numericamente
as contribuicoes dos valores dos Kernels expandidos até a quarta ordem na constante
de acoplamento g ao diagrama “escada cruzado”. Por outro lado, para analisarmos tais
contibuigoes, foram estudados os comportamentos dos Kernels presentes na equagao (7.2),
na qual se refere a equacao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz na aproximacao de “escada
cruzado”.

Basicamente os valores atribuidos para o estudo dessas contribuicoes dos Kernels
foram os mesmos aplicados em relacao a andlise no diagrama escada. Para verificarmos a
contribuigao do Kernel cruzado, equagao (7.3) e Figura 7.1, tomamos os mesmos valores
apresentados na secao 5.4 do Capitulo 5, exceto para y, em que foi atribuido valor de 0.3.
Com isso, os valores da constante de acoplamento g continuam em 0 < g < 20, obedecendo
uma apropriada unidade, e para a massa do estado ligado M os valores escolhidos estavam
em 0 < M < 2, também de acordo com uma unidade relevante, para todos os casos. Ja a
Figura 7.2, mostra-se a contribui¢do do Kernel de antiparticula, equagao (7.7), ao digrama
escada cruzado, porém com valor atribuido para z de 0.7.

Com isso, podemos observar que, nos graficos que representam os Kernels cruzado e

antiparticula (Figuras: 7.1 e 7.2), exibem uma faixa, tanto para a contante de acoplamento
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quanto para a massa do estado ligado, préximas de zero, ou seja, suas contribuigoes
permanecem quase que imperceptiveis para baixas massas e pequenos valores da constante

de acoplamento.

Kernel _

Figura 7.1: Kernel cruzado

Fonte: Autoria prépria

No gréfico 7.1, no qual representa o Kernel cruzado (equagao (7.3)) podemos per-
ceber que somente vai haver alguma contribuicao desse Kernel, quando os valores da
massa do estado ligado estiverem maiores do que 1.5 e a constante de acoplamente estiver
variando entre 15 e 20.

Porém, de uma maneira semelhante ao Kernel de trés corpos, a contribuicao do
Kernel de antiparticula (equagao (7.7)), representado pelo gréfico 7.2, ilustra que a sua
“perturbagao” no sistema comeca quando a constante de acoplamento, g, admite valor
maior do que 5 independentemente do valor da massa do estado ligado.

Assim, para ilustrarmos graficamente e mostrarmos que o Kernel cruzado é o que
tem melhor contribuicao quando a massa do estado ligado atinge valores maiores que 1.5,
com unidade apropriada do sistema, temos, como resultados, dois graficos que mostram
tais contribuicoes: o primeiro, Figura 7.3, mostra uma soma parcial dos Kernels cruzado e
antiparticula e, o segundo, Figura 7.4, mostra a soma total de todos os kernels, incluindo
os kernels de trés e quatro corpos apresentados no Capitulo 5. Nessas ilustragoes, para
o estado ligado no diagrama escada cruzado, também tomamos o valor da massa M em

0 < M < 2 até a quarta ordem na constante de acoplamento g em 0 < g < 20. De
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Kernel

Figura 7.2: Kernel de antiparticula

Fonte: Autoria prépria

fato, é perceptivel que os graficos 7.1, 7.3 e 7.4 sao “parecidos”. Isso ocorre, pois o Kernel

cruzado possui uma melhor contribuicao para o sistema de interagao de particulas.
Ainda é valido ressaltar que, os graficos mostrados neste Capitulo também foram

adquiridos da mesma maneira que os graficos apresentados na secao 5.4 do Capitulo 5, ou

seja, usamos o MuPAD para a obtencao dessas figuras.



Kernel

Figura 7.3: Kernel cruzado somado com o Kernel de antiparticula

Fonte: Autoria prépria

Kernel ~

Figura 7.4: Soma de todos os Kernels: escada e escada cruzado

Fonte: Autoria prépria
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Capitulo 8

Consideracoes Finais

Inicialmente revisamos a definicao do sistema de coordenadas da Frente de Luz e como
é feita a realizacao da transformacao de coordenadas do espaco de Minkowski para esse
sistema. Além disso, representamos um quadrivetor na Frente de Luz e suas propriedades.
Obtivemos, como consequéncia, a representacao da particula e antiparticula nessas novas
coordenadas.

E conhecido que a funcao de Green é importante para alguns estudos dentro da
Mecanica Quantica. Dessa forma, deduzimos o propagador quantico covariante no tempo
e obtivemos a funcao de Green para particulas escalares, em todos os casos foi usado
o sistema de coordenadas da Frente de Luz. Percebemos que este operador propaga a
funcao onda de z™ = 0 até ™ > 0 que corresponde & definicao da operacao de ordenacao
temporal na coordenada xt. Generalizamos a funcao de Green na Frente de Luz para
1, 2 e N boésons nao interagentes se propagando para frente no tempo z e usando o
propagador de Feynman, mostramos como escrever a fungao de Green na Frente de Luz
em qualquer ordem.

Construimos um conjunto de equagoes hierarquicas para a obter a correcao a fungao
de Green de dois bésons livres, com interacao, na aproximacao de “escada” e “escada
cruzado” para a dinamica definida na Frente de Luz. Assim, definimos a interacao entre
dois corpos mediada pela troca de uma ou mais particulas na Frente de Luz.

Introduzimos o conceito de “vértice” associado a uma funcao de onda de um estado
ligado e assim obtemos a equacao integral para o vértice do estado ligado de dois bdsons
interagentes na Frente de Luz, ou seja, a equacao de Bethe-Salpeter na Frente de Luz.

Analisamos alguns resultados graficos, contruidos computacionalmente no MATLAB, para

63
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os valores dos Kernels, diagrama escada e escada cruzado, de trés corpos, quatro corpos
e com contribuicao de antiparticula, com o objetivo de entender suas contribuicoes na
equacao de Bethe-Salpeter.

Os graficos apresentados no Capitulo 5, mostram as contribuicoes dos Kernels nas
interacoes no diagrama escada. Podemos observar na Figura 5.3 que a contribuicao do
Kernel de trés corpos acontece em valor aproximado entre 50 e 100 quando a constante
de acoplamento g varia em torno de 5 a 10, independentemente do valor da massa M do
estado ligado. Por outro lado, o grafico 5.4, no qual se refere a contribuicao do Kernel de
quatro corpos, mostra que existe uma contribui¢ao préxima de zero quando a constante
de acoplamento g assume valores entre 5 e 10 e também independe da massa.

No Capitulo 7, foram mostrados graficos referentes as contribuigoes dos Kernels
nas interagoes no diagrama escada cruzado. A Figura 7.1 apresenta que o Kernel cruzado
assume valores positivos e negativos quando a massa do estado ligado M varia entre 1.5
a 2.0 nao dependendo da constante de acoplamento g. Porém, observando a Figura 7.2,
percebemos que a contribuicao do Kernel de antiparticula na interacao do diagrama escada
cruzado age de forma semelhante a contribuicao do Kernel de trés corpos no diagrama
escada, isto é, independentemente do valor da massa do estado ligado M, os valores do
Kernel de antiparticula atua em torno de 500 a 1000 quando a constante de acoplamento
varia de 5 a 10.

E interessante ressaltar que como a equacao de Bethe-Salpeter nao é resolvida
analiticamente no espaco de Minkowski, entao as contribuigoes dos Kernels apresentados
nesta dissertacao serda de grande relevancia para nos aproximarmos de uma solucao da
mesma, porém usando as coordenadas da Frente de Luz. Por outro lado, usar o formalismo
matematico desse sistema de coordenadas gera um questionamento importante sobre a
perda ou nao de informacao fisica, isto é, do ponto de vista matemaético, a mudanca de
coordenada é bem fundamentada, mas em questao ao estudo experimental, ainda existem
varios questionamentos sobre a Frente de Luz.

Toda essa técnica pode ser usada em calculos de correntes bosonicas na Frente de

Luz, trabalho recentemente publicado [26]-[29].



Apeéendice A

Equacao Integral de Schrodinger

A.1 Representacao Momento em Mecanica Quantica

A equagao de Schrodinger, na representacao espaco, é definida por
2

_;—mA\II(F) +V(P)U(r) = B (r),

ou equivalentemente por
onde,

De uma forma geral, a equagao (A.2) pode ser reescrita como
(=A+a?) V(7)) = /U(F, YW (r) dr
em que (A.2) se torna caso particular de (A.4) desde que seja definido
o(7, 1) = v(r)§(F — r7).
Aplicando a transformada de Fourier em (A.4), podemos obter

/ (A + a2) U(F)e ™7 a7 = / / (P () e T dB P,

Considerando que

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.6)

(A7)

(A.8)



onde k = %, entao (A.6) se tornard
- 1 - - i - -
(21)*% (k* + o) U (k) = PG / / (7, )W (ke (FTR) g7 @B d°R
T
Fazendo
= 1 - L) i3
T = Gy // o7, e FTR ) g B

entao (A.9) se tornard

(1 +a) U (k) = /f(/Z, FYu (i) &R,
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

que é uma equacao de Fredholm de sequnda espécie homogénea, na qual f(E, lg’) é o Kernel

e o parametro a? corresponde ao autovalor. Essa equacao é conhecida como a equacao de

Schrodinger na representacao dos momentos.



Apeéendice B

Cdédigos Computacionais

MATLAB/MuPAD

O software MATLAB (MATrix LABoratory) se trata de um programa com linguagem in-
terpretada com performance bastante elevada voltado especialmente para o cdlculo numé-
rico. Na realidade, o MATLAB ¢ integrado com pacotes que realizam operacoes matema-
ticas nas mais diversas areas, como por exemplo, analise numérica, calculo com matrizes,
processamento de sinais, construcgoes de graficos em ambiente de facil utilizagao, etc. Tais
ambientes definidos nesse software mostram os problemas e solugoes matematicos expres-
sos na forma “puramente matematica”, diferentemente da programagao tradicional. De
maneira resumida, MATLAB é um sistema basicamente interativo, onde sua informagao
¢ transmitida por uma matriz que nao, necessariamente, precisa de dimensionamento.

Como as solucoes dos problemas em MATLAB podem ser expressos de maneira
semelhante como sao escritas matematicamente, entao um dos pacotes que realiza de
maneira eficiente esse feito é o codigo MuPAD, em que é definido como um sistema algé-
brico computacional de manipulacao de férmulas matematicas de maneira simbdlica. O
MuPAD foi incluido, no ano de 2008, na caixa de ferramentas de matematica simbdlica
conhecida por Symbolic Math Toolbox do MATLAB. Antes disso, o MuPAD era um soft-
ware que fazia parte do mercado como um produto em seu préprio direito. Atualmente,
ele continua fazendo parte do pacote Symbolic Math Toolbox e também pode ser usado
como um programa que nao necessita de uma outra linguagem para interpreta-lo, como é
o caso do MATLAB.

Neste apéndice apresentamos os codigos computacionais elaborados para a reali-
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zacao dos resultados numéricos mostrados nos Capitulos 5 e 7 com o pacote MuPAD do

software MATLAB.

B.1 Dados numéricos implementados no MuPAD

Para obtencao dos resultados graficos mostrados nas figuras (5.3), (5.4), (5.5), (7.1), (7.2),
(7.3) e (7.4), usamos os seguintes valores implementados no MuPAD/MATLAB:

k = 1:
p = .b:
q 2:
X .3
y 8
zZ .6:
m = 1

ms = .)

onde k, p e q sao os momentos; X, y e z sao as fracoes de momento; m é a massa da
particula interagente e ms é a massa do bdson intermediario. Para alguns cédigos abaixo,
existem valores que foram alterados para manter a uniformidade das contas.

Seguem os codigos para cada Kernel estudado.

B.2 C(Cdbdigo: Kernel de trés corpos

K3:=(g"2/((x=y))*((1/(M2=(q"24m"2) /y—
(k"24m"2) /(1 —x) = ((a=k) " 2+ms"2) /(x=y))))):
plot (K3,e=0..20 M=0..2, #3D,FillColorType =
Rainbow , AxesTitles = [7g”, "M”,”Kernel”])

(
(

em que K3 representa o Kernel de trés corpos; M a massa do estado ligado e g a constante

de acoplamento.

B.3 Cdbdigo: Kernel de quatro corpos

K4 = (( "2)72)x(1/ (2 x(z=x) ¢ (y=2)*(1=2))*
1/(M2—(k"24m"2) /x—(p"2+m"2) /(1—2z) —((p—k
1/ (M2=(p"2+4m”2)/z—(q"24m"2) /(1 —y) —((a-p

24ms”2)/(z—x))x*

)’
) 24ms”2) /(y—2))*
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1/(M2—(k"24m"2) /x—(q"24m"2) /(1 —y) = ((q—p)"2+ms"2) / (y—z)—
(((p=k)"2+ms"2)/(z—x)))):

plot (K4,g=0..20 M=0..2, #3D,FillColorType =
Rainbow , AxesTitles = ["g”, "M”,”Kernel”])

onde K4 significa o Kernel de quatro corpos.

B.4 Cdbdigo: Kernel de trés corpos com o de quatro

corpos

Ksl := K3 + K4:
plot (Ksl, g=0..20 M=0..2,#3D, FillColorType =
Rainbow , AxesTitles = [7g”, "M”,”Kernel”])

Ksl é o resultado da soma do Kernel de trés corpos (K3) com o Kernel de quatro corpos

(K4).

B.5 C(Cdbdigo: Kernel cruzado

y = .3:

Tl := 1/(z*(x—z)*abs((1—-z—x—y))):

T2 = 1/((s—y)* (M 2—(p"2+m"2)/

4= (k" 20m°2) /(1 x) — ((kop)2ms"2) / (x—2)) ) :

T3 := 1/ M 2—((p—q) " 24+ms"2)/

(5y) — ((1=p) " 24+ms2) / (x—2) — (k" 2-m°2) /(1 —x)—(a"2-m°2) /3 ) :
T4 := 1/ M 2—((k—p) " 2+ms"2)/

(x-2) — ((p—k—q) "2-m"2) / abs ((1-5—x-y)) — (q"2+ms"2) /y ):

T5 = 1/(y—z):
T6 := 1/ M 2—((k—p)"24ms"2)/(x—z)—((1—p—k—q)"2+m"2)/
abs((1-z—x—y))—(p"2+m"2)/z—((q-p) " 2+ms"2)/(y—2)):
T7 1/(M2=((q=p) 24ms"2)/(y—2z)—((1-p—k—q)"2+4m"2)/
))
( _

—~

1—z—=x—y))—((k"24+m"2)/x
1/M2—((k—p)"24ms"2)/(x—2z)—((1—p—k—q) 24+m"2)/

—= o
c o

w0
Il
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abs((1-z—x-y))—((q"24ms"2)/y)):

T9 = 1/(M2—-((q=p)"2+4ms"2)/(y—2)—((q"24m"2) /(1 -y)) = ((p"24m"2) /2 )):
Ke = g 4Tl (T2+T3xT4+T5+T6xT7*(T8+T9) ) :

plot (Kec,g=0..20 M=0..2, #3D,FillColorType =

Rainbow , AxesTitles = [7g”, "M”,”Kernel”])

onde Kc representa o valor do Kernel cruzado e cada Ti, com i = 1,...,9, sao as fungoes

do Kernel particionadas para melhor funcionamento dos calculos no MuPAD.

B.6 Cddigo: Kernel antiparticula

T1 := 1/(—z*(y—2z)*abs((1+z—x—y))*(x—2z)):

T2 = 1/(M2—((q"24m°2)/y) — ((k-p—q) "2+m°2);
abs((1+z—x—y))+(k"24m"2)/z—(p"24+ms"2)/x):

T3 = 1/ M 2—((p—k)"24+ms"2)/(x—2z)—((k—p—q) " 2+m"2)/
abs((1+z—x—y))—(p"2+ms"2)/x):

T4 = 1/(M 2 ((q-k) 24ms"2) / (y—2) — ((k-p—q) " 2-+m"2)
abs((1+z—x—y))—(q"24ms"2)/y):

Ka = g 4xT1«T2xT3xT4:

plot (Ka,g=0..20 M=0..2, #3D,FillColorType =
Rainbow , AxesTitles = [7g”, "M”,”Kernel”])

em que Ka representa o Kernel da antiparticula como resultado do produto de cada Ti,

comi=1,...4, pela a constante de acoplamento g elevada a quarta poténcia.

B.7 C(Cobdigo: Kernel cruzado com o da antiparticula

Ks := Kc + Ka:
plot (Ks, g=0..20 M=0..2,#3D, FillColorType =
Rainbow , AxesTitles = [”g”, "M”,”Kernel”])

Ks é o resultado da soma do Kernel cruzado (Kc) com o Kernel da antiparticula (Ka).

B.8 C(Cdbdigo: soma de todos os Kernels
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Ks2 := Ks + Ksl:
plot (Ks2, ¢=0..20 M=0..2,#3D,FillColorType =
Rainbow , AxesTitles = ["g”, "M”,”Kernel”])

Ks2 é o resultado da soma de Ks com Ksl, ou seja, Ks2 representa a soma de todos os

valores dos Kernels estudados.

B.9 Descricao do sistema computacional

Nesta secao serao apresentadas subsegoes que descrevem o ambiente computacional no

qual foram realizados todos os procedimentos resultantes nesta dissertacao.

B.9.1 Sistema

Fabricante: Hewlett-Packard.

Modelo: HP G42 Notebook PC.

Processador: Intel(R) Core(TM) i3 CPU M370 @ 2.40GHz.
Memdria instalada (RAM): 3,00 GB (utilizavel: 2,86 GB).
Tipo de sistema: Sistema Operacional de 64 Bits.

Sistema operacional: Windows 7 Home Premium Copyright© 2009.

B.9.2 Computacao algébrica e numérica

Software: Symbolic Math Toolbox - MuPAD version 5.9.0 (R2012b). 64-bit (win64)
©1997-2012;
MATLAB® R2012b (8.0.0.783). 64-bit (win64). August 22, 2012.
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Abstract We investigate the effect of the y ™ term in the fermion propagator on the zero mode in a system
composed of two free fermions propagating in a background field. For this purpose we use the technique
of global propagators in the light front and current operator in order to obtain the electromagnetic current
component J .

1 Introduction

In the traditional approach to restore covariance of the electromagnetic current in the light front [1] an “ad
hoc” prescription of dislocating the pole is employed [2]. However, this procedure of “pole dislocation” has
no physical grounds and the arrival at the correct result is just fortuitous. We demonstrate that the light front
Fock space of positive quanta solutions is incomplete and that as a consequence the non triviality of the light
front vacuum is a mandatory feature in the new scenario [3].

In an article Bakker et al. [4] studied how the behavior of the contour integration in the k~ complex plane
could influence the results of integrations in the light front. Our work differs in the fact that we have no need
to consider these “treacherous” arc contributions in order to recover covariance of the results from the light
front calculations. In our work we show that these arc contributions are absent for we deal with “ladder”
type diagrams and evaluating all the relevant ranges of integration for kT variables we get the correct terms
equivalent to the results of computations obtained via covariant Minkowski calculations. This being our present
case, it is well worth noting that no “treacherous” points have to be dealt with in our “ladder” diagram type
calculations and also that our methodology does not involve any subtle or difficult points like in the case
of those treacherous arc contributions, recognized as not only very difficult to handle but requiring careful
consideration of the limiting procedure and thus of end-point singularities [3].

A. T. Suzuki (X))

Instituto de Fisica Tedrica - Univ. Estadual Paulista, Rua Dr. Bento Teobaldo Ferraz, 271,
Sao Paulo, SP 01140-070, Brazil

Tel.:+55-11-3393-7817

Fax: +55-11-3393-7899

E-mail: suzuki @ift.unesp.br

J. H. Sales - G. S. Santos
Universidade Estadual de Santa Cruz - PPGMC, km 16 Rodovia Jorge Amado, IThéus, BA 45662-000, Brazil
E-mail: jhosales @uesc.br

G. S. Santos

E-mail: gssantos @uesc.br

Published online: 01 November 2014

72



A. T. Suzuki et al.

We show how the pair production is necessary to the complete calculation of the current’s J~ component
in the Drell-Yan’s reference frame (g™ = 0).

2 Propagator of Fermions in a Background Field

In a recent article [3] it has been considered, in the zeroth order of perturbative coupling, the calculation of
the electromagnetic current in the light front coordinates for scalar bosons in the electromagnetic background
field. We refer to the notation and conventions used there.

The propagator for a spin—% particle is related to the scalar propagator through the following

Se(x*) = (iy* o, 4+ m) S(x*). 1)
where
d4k e—ik"xu
Hy —
S(x >—/(2n)4k2_m2+i8, @

In the light front, we have

. dky ie= kit
SN =[5 R (©)
— ms—i¢&
2k (k, - MT)

Using Eq. (2) in Eq. (1) and differentiating, we have:

d*k i(k+m) ikt
(v — k" x
S /(271)4 E_miiie. “

where the Feynman’s “slash” for any four-vector is defined as § = k, y*.
If we project the integrand of Eq. (4) onto the light front coordinates we may write it (after appropriate
Fourier transformation and henceforth omitting the subindex “f” for fermions) as
T . fon +m iyt o - iyt
Sk)=i——— + —— =SPPUT) + —, 5
C =i (k= —kon)  2k* RRET ©)

2 2 ~
where kg, = (kizz'ln ), and the propagating part is explicitly separated out into the term SP™P (k™) with k™ > 0

as identified above, i.e.,

fon +m

SPOP(kT) = i —.
2+ (k= — kon + 555)

(6)

Thus, the propagator Sk™) represents the covariant propagation and SPrOP (k) the propagation in the light
front without the instantaneous term zykﬁ We also note that in the propagation in the light front time, only one

state—with positive energy—propagates to the future, x*+ > 0.
The part of the interaction Lagrangian that contains the fermions-scalar vertex can be written as

ﬁlnteraction = —ieAH (‘Z’ID;LEI - Jl Du‘/’l) = JpLA'u~ @)

We can indicate the propagation of two fermions S; and S, that propagate from x* = 0 to x™ > 0
interacting with an external electromagnetic field A*(x ") at )E3+ and with the exchange of an intermediate

o boson between )Efr and )E2+ . The propagator S3 (ifr - i; ) which is the propagation of a fermion after the

emission of ¢ boson at )??' later interacts with the external field at )E3+ . The propagator Ss is the fermion
propagation after the interaction with the external field. The propagator Sy is the fermion propagation after the
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absorption of the intermediate o boson. Therefore the correction to the free propagator of two fermions in the
light front with background field in the ladder diagram is:

St = (—ie) (ig)? / diitdi}ditdg A" (gT)e™H §1EH S E)

_ _ _ 0S5 053
xSaxt — DS, (3 — x| S5—=>— — S5 |, 8
4( 2)0(2 ]) 33)?:{; 3)??5 ®)
where A" (g ™) is the Fourier transform and p indicates the components —, +, L. In Eq. (8) the presence of
+

So (i2+ — )Efr) indicates that there is a virtual o boson that is emitted from fermion 1 at light-front time x;
and absorbed by fermion 2 at time f; . Thus, this equation represents the time-ordered vacuum expectation
value of a system composed of two fermions exchanging an intermediate sigma boson and propagating in a
background field, calculated up to the perturbative order O(g2) in the coupling constant, which corresponds
to the so-called “ladder” diagram approximation.

So, we observe that the operator component in the current J#, © = +, —, L is obtained from the operator
O,, which corresponds to the components of the external electromagnetic field A*, u = —, 4, L respectively
such that

O, = (—ie) (ig)* / diiditdite

xS1FHSE)Saat — )

- - AN
xS (¥ — %) | S3—r — —= S5 . 9
0(2 1)|:33)?§L Bié‘ 5i| 9
where the Greek index p over the O,, reminds us which light-front components +, —, or L are we dealing

with.
The final propagator can therefore be written as a function of only two momenta, and in this case we choose
“spectator” particles with respect to the current, those labeled as 2 and 4:

L
Stky) =~ fe (ls) /dq_ A'(g™)

20(2m)2
y [/ dk;dk; (kf + ki — 2](4)[4
(ki — k)" k3 (ki — k)Pl (kp — a) ™ (ks — ko)™
1
x
[k =k + 6 = kdon — 52557 | [k; — koon + ;]
1
X
[k; —k; + (ki —ka)on — m] |:k; — kaon + %]
1
X ,  (10)
[k; —ky + (k4 — k2)on — m] |:k; — k; + (kf —ka)on — W]
where
K3, +m? k; —ky)? +m?
k20n = 2J-7+; (ki - k2)on = %
2k; 20k — k)
ko) (ki — k)2 +m? kG, +m?
i 4)on = Z(lir — kI) B 4on = 2](:
kr —ka)? +m? (ks —k2)2 +m2
kf—k =—= (ks—k == 11
( f 4)on Z(ki+ — k:) (ks 2)on Z(kzr — k;) an
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We begin our discussion with an illustrative example, where the pair term appears. To this end we use

the “Z-graph”, that is momentum possibilities 0 < k;’ < ki+ < kZ' < k'}'. In this example we show that

the current’s J~ component does not have a contribution from the pair production in the Drell-Yan reference
frame [5], that is, in the limit g* = ¢~ = 0.

We look after the components of the current operator J#, which as we referred before, will be obtained
from the operator O,, which is represented by the square brackets in Eq. (9), so

elg? / dky dky (kg + ki — 2ka),,
=
2Qm? ) (g — k)t k(i — k)T kF (ke — ka) (et — ko)t
1
X
[kz_ — ki_ + (ki —k2)on — m] |:k2_ — kaon + %]
1
X
[k; — ki + (ki — ka)on — ﬁ] |:k4_ — Kaon + 237}]
1
5 . (12)
[k; — kg 4 (ks — k2)on — m] [k; —ky & (kg = ka)on — W]

where k;,, and k7, are the initial and final four-momentum of the system and m is the mass of the boson. The

integration in Eq. (12), using the Cauchy integral formula over k, and k, , have ten nonvanishing contributions
for the residue calculation, but for our example, we concentrate our attention in a specific region, that is, in the
range of momenta satisfying 0 < k;’ < k,-+ < k}' < k}“, which corresponds to the “Z-graph”.

3 Zero Mode Contribution at O(gz)

To calculate the electromagnetic current generated by the diverse configurations we must have the matrix
elements J 1 = (I |04 _ 1| '), where T is the constant vertex and O, _ | are the current operator
components, which we can obtain directly from the sum of the final results in each region. With our metric
convention, we have respectively Oy = O~ and O} = —O=. Introducing the unit resolution into the
matrix element we have:

(rlo=++r)= /dkj*dzkjl (r [ ) (i k|0t

4+ 32,7
x/dkjd N

— + 52 + 52 + -+, 1
_F/dkjd K Ldk;Td?K) (kF K |O

N R

+ oy
SR
—r? / it P Lk K 5 (k= K= g7 ) 8 (ke — KL —au)

-+, L
x(k_;r,kjl‘O +

I+ /
kj ’kj,i>
=r? / dky d*ky dk}d* ks O, (13)

Thus, for example the electromagnetic current J ~ -, pertinent to the region with momenta range 0 <
K<kt <k < k} is obtained by substituting @1 given in Eq. (12).

Our next step is to perform the remaining momentum integration over k; and kj' and take the limit
gt — 0. To calculate the momentum integrations we make two changes of variables that will facilitate our
job of integrating them

kit — ks
X = L 2 N y =

+ g+
ki -k
gt '

q+

(14)
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On the other hand, taking advantage of the momentum conservation relations, we get

ki =xq™ ki =(—-Dq™:
k;r = yq+; kj =@x—-y+1D q+. (15)

Now it is just a matter of putting things together. For space constraints here we restrict ourselves to
investigate the minus component of the current. Other components can be worked out in a similar manner.
Thus, for

— Current J~:

Substituting Eqs. (14) and (15) in Eq. (13) we get:
J-=(rjo7|r)= Fz/dk;dzkzldkjdzkﬂ(ﬂ’
=12 / d*ky, d%ky, {(q+)2 / dxdy@*] , (16)
where the operator contribution O~ takes the following form

e g2 0 (6" —1) 0 ()0 (o — k)0 ()0 (i — &) 0 (6 — &)

O =
6
2 xqt (K —x¢t) (- Dat (/i?*yq*)yq*(xfwl)q+
— — (kf7k4)’i+m2
[k Tl B 1
* 2 42 k3 +m? k3 +m? 2,2 2 9
kK — (ki_kZ)L‘Fm _ 2] m - _ 2, m _ (kf—k4)L+m _ (k4—k2)1+m0
i 2xq T 2(kF—xqt) I 2k —xq®) 2yq ™t 200—y+ gt
1 1
: (i—ka)d +m? _ (ky—ka)? +m? A ’ a7
ks — k= + i7,4 qmm KymRe)]m ] - _ k4L+m _ (kf_k4)zi+m2
[ o 20-Da* et ks 2(k,tivq+) 2yqt

which can be written in a more convenient form, factoring out all the relevant factors of g™ to make more
evident how this particular operator component depends on g *:

iear (1) 0t — )0 () 0 (F — )0 ()0 (k5 — k7)o (k5 — &5)

0= 26 qj + + + +
x (5 =xg*) =D (K = yg*) y =y + 1)
- -\ o+ (ky—kg)3 +m?
[(kf ki )q v 1
T ik +m? k3 - k3 +m? (ky—ka)d +m2  (ky—ka)? +m2
kigt = = = it | [k st T
2(ki"—xqt) f 2(ki"—xqt) 2y 2(x—y+1)
1
x - . (18)
- - ki—ki+m?  kp—kpi+m? ||, ki +m? (kp—k)} +m?
_ + L _ Ky L + _ an + _ Ky i
[(kf ki )q T =36-1 2y } [qu 2k —va) 2y

Having achieved this result we want to generalize to J~ for this specific example, counting the terms that

bear ¢, that is, performing a power counting on the factors g™ for a quick analysis of the result in the frame
+ .
g — 0:
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Momentum integration / dk;' dkz' = (q+)2 / dxdy

1 1
=
(ki — k)" k3 (ki — k)P (kg —ka) " ke — k)™ (g)*
1
Legs of the type 7= (q+)4

b d
a+ CqT + C‘T + - ]
Numerator of the type (a+ kaon) or (a + kaon) = (q+)0 =1

1
Numerator of the type (a+ kjon) withj # 2 or 4 = — (19)
q

where a represents the momenta k;, k¢, ky — k;, etc. and b, d, etc. are kaon, kaon OF kjon. We note that as

we multiply all these factors together it will always remain at least (q*)l, which in the limit for g™ — 0,
makes the current in all regions to vanish. What we conclude here is that the introduction of a virtual boson in
comparison to the configuration considered in [3], does not alter the current because the factors in the second
and third line of Eq. (19) cancel each other. The important factor is the photon vertex, since this increases the
power in the numerator and only with correct factors of q% we can cancel the factor coming from the change
of variables.

Now finally, if we have m external sources for n interacting bosons, we obtain

n+1 n+1
Momentum integration / Hdkgj = (q+)n+1 / H dx;
=1 i=1
1 . 1
T —ki + Y (6t — Kt £ Znkm+2
(k"= k) (k2n+2 — k) (kf - k2n+2) (kf - kzj+2) (a*)
1
Legs of the type N (q+)2n+m+2

[a+ et ]
Numerator of the type (a + koon) or (a + kaon) = (q+)0 =1

Numerator of the type (a +Xk;,,) withj #2,4,...,2n+2 = (q%)m (20)

In this manner it is only possible to observe the contributions of antiparticles when we put more energy in
the system of two interacting bosons. We can check in the case shown previously: In second order of coupling
constant for a virtual boson it results in no observation of antiparticle contributions for g+ — 0in a background
field. However in the expression Eq. (20) we have a case of two external sources (m = 2) and one interacting
?Jl; Lo 1. As a consequence, in
this case we will have a nonvanishing contribution from the diagrams of antiparticles. Therefore, as we increase
the number of photons (more energy input to the system) on the n bosons, we will encounter nonvanishing
contributions from pair production diagrams in the limit g™ — 0.

We have demonstrated that the propagator of two fermions in a background field, has a non-vanishing
contribution coming from the pair creation by the photon. In particular, in an example of bound state with
constant vertex, we demonstrated that the J~ current component in the Breit’s reference frame (g™ = 0) has
a non-zero contribution from the process of pair creation by the photon. This conclusion is reached as long as
we first have ¢ different from zero, integrating in k~ and then taking the limit g™ — 0. The integration in
k™ and the limit g™ — 0 does not commute in general.

intermediate boson (n = 1) in which we obtain a cancelation of the factors {

4 Conclusion

We have demonstrated that the propagator of two fermions in a background field, has a non-vanishing contri-
bution coming from the pair creation by the photon. In particular, in an example of bound state with constant

7
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vertex, we demonstrated that the J ~ current component in the Breit’s reference frame (¢g+ = 0) has a non-zero
contribution from the process of pair creation by the photon. This conclusion is reached as long as we first
have g+ different from zero, integrating in k~ and then taking the limit g+ — 0. The integration in k<~ and
the limit g+ — 0 does not commute in general.
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